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Aufgabe 1 (Mittelwerteigenschaft der harmonischen Funktionen). Es sei Q C R? = C offen
and u: Q — R eine stetige harmonische Funktion. Zu € € sei r > 0 so gewahlt, dass
der abgeschlossene Ball vom Radius » > 0 in €2 enthalten ist. Verwenden Sie die Poissonsche

Integralformel auf D um zu zeigen, dass u die Mittelwerteigenschaft
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besitzt.

Aufgabe 2 (Eigenschaften des Poisson-Kerns). Es bezeichne

1 1—r?
2w 14+ 72 — 2rcos(yp)

P(r, )

den Poisson-Kern.
a. Man zeige fiir v = (r cos(p), rsin(p)) und w = (cos(), sin(v))) die Identitéit
11— |v)?
Plryp—4) = —
b. Man zeige, dass P auf D harmonisch ist, AP = 0.

c. Zeigen Sie, dass P keine stetige Fortsetzung auf die abgeschlossene Kreisscheibe D = {2 €
C | |#| <1} besitzt.

Aufgabe 3. Es bezeichne D die Einheitskreisscheibe, die wir mit Polarkoordinaten (r, ¢) ver-
sehen. Auf D betrachten wir das Neumannsche Randwertproblem

{ Au =0 auf D,
9ulop = f
zu gegebener Funktion f € C°(9D).

a. Zeigen Sie, dass
2m

f(e¥)de =0

eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des Neumannschen Randwertproblems dar-
stellt, indem Sie die formale Reihendarstellung einer auf D harmonischen Funktion u be-
trachten.

b. Die Funktion f € C°(0OD) erfiille die Bedingung in Punkt (a). Finden Sie eine formale
Losung des Randwertproblems in Form einer Reihe sowie als Faltungsintegral.

c. Wie lautet der dazugehorige Faltungskern?



Aufgabe 4.

a. Es sei X eine nichtleere Menge und 0 # F C X. Fiir eine o-Algebra A {iber X zeige man,
dass das System der Teilmengen

{ANE| Aec A}

eine o-Algebra iiber F ist.

b. Seien X, Y nichtleere Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Fiir eine o-Algebra A iiber
Y zeige man, dass das System der Mengen

{f71(A) | Ae A}

eine o-Algebra iiber X ist.

Aufgabe 5. Es bezeichne I, die Menge der abgeschlossenen Intervalle in R mit rationalen
Endpunkten. Zeigen Sie, dass die von I, erzeugte o-Algebra mit der Borel-o-Algebra B(R)
iibereinstimmt.

Aufgabe 6. Fiir jede natiirliche Zahl n € N bezeichne &, das System der Mengen

En={{1},{2},{3},...,{n}} C P(N).
Sei A,, die von &, erzeugnete o-Algebra. Man zeige:
a. A, ={ACN| entweder A C {1,...,n} oder {1,...,n}¢ C A}
b. A, C Apt1.

oo
c. U A, ist keine o-Algebra.

n=1



Die folgenden Aufgaben werden in der Zentraliibung besprochen werden und zdhlen nicht fir
die Zulassung zur Prifung.

Aufgabe 7. Der Laplace-Operator A auf R? ist definiert durch

I o A i

Al = ox?  Oy? 022

fiir C2-Funktionen f: R? — R.

Wir fithren Kugelkoordinaten ein: den Radius r = y/22 + % 4+ 22 und die Winkelkoordina-
ten 6 (Polarwinkel) und ¢ (Azimutwinkel) gegeben durch € = arccos(z/r) und ¢ = arctan(y/z),
wobei z > 0, ¢ = arctan(y/z)+ 7 if z < 0, p£7/2 if x = 0. Mit dieser Definition ist r € [0, 00),
0 €[0,7], p € [—7/2,31/2).

a. Bestimmen Sie die Umkehrung der Koordiantentransformation
x = rsinf cos p,

y = rsinfsin p,

z =rcosf.

b. Beweisen Sie, dass der Laplace-Operator auf R? in Kugelkoordinaten durch die Formel

10 (,0f 10 (. 0f 1
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/ r2 or <T 67“) + r2sin 6 00 (Sm 89) * 72 sin? 0>

gegeben ist.



