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Zusammenfassung

Deutsch

Sei L/Q, eine endliche Erweiterung und G, die absolute Galoisgruppe von L. In
dieser Arbeit verallgemeinern wir Ergebnisse iiber kristalline Darstellungen und ihre
Limites aus |Ber04] auf den Fall kristalliner und L-analytischer Gr-Darstellungen.
Wir zeigen, dass ein Limes von Faktordarstellungen von Gittern kristalliner und L-
analytischer G -Darstellungen mit Hodge-Tate-Gewichten in [a,b] wieder kristallin
und L-analytisch mit Hodge-Tate-Gewichten in [a, b] ist. Ein wichtiges Zwischener-
gebnis ist die Frobeniusregularisierung iiber verzweigten Wittvektoren.

English

Let L/Q, be a finite extension and denote by G, the absolute Galois group of L. In
this thesis, we generalize results regarding limits of quotients of lattices of crystalline
representations from [Ber04] to the crystalline and L-analytic case. We show that a
limit of quotients of lattices of crystalline and L-analytic representations with Hodge-
Tate weights in [a, b] is crystalline and L-analytic with Hodge-Tate weights in [a, b].
We also prove an important intermediate result about the Frobenius regularisation
for ramified Wittvectors.
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1 Motivation und Einleitung

Wir geben eine Ubersicht iiber die Resultate im zyklotomischen Fall und das Vor-
gehen in dieser Arbeit. Eine ausfiihrliche Erklirung der Objekte im Lubin-Tate-Fall
geben wir im néchsten Kapitel. In [Ber04] zeigt Berger, dass der Limes von Gittern
kristalliner Darstellungen mit Hodge-Tate-Gewichten in einem Intervall [a,b] eben-
falls kristallin ist mit Hodge-Tate-Gewichten in [a,b]. Eine wichtige Rolle bei dem
Beweis dieser Aussage spielt die Kategoriendquivalenz zwischen Gittern kristalliner
Darstellungen und der Kategorie der Wachmoduln. Einem Gitter einer kristallinen
Darstellung 7" kann man seinen (¢, I')-Modul

D(T) = (A ®g, T)KerXeve)

zuordnen. Dieser ist ein Modul iiber der p-adischen Vervollstandigung Ag, des Lau-
rentreihenrings Z,((X)). [[] Der Wachmodul einer kristallinen Darstellung 7" ist ein
Z,|[X]]-Untermodul N(T') von D(T'), der alle Informationen tiber 7' enthélt. Man
erhalt einerseits 1" aus

D(T) = Aqg, @z, N(T)

zuriick. Andererseits gibt es einen Isomorphismus
Dcris(@p ®Zp T) = (Qp ®Zp N<T))/X<@P ®Zp N(T>>

Die Strategie bei dem Beweis von [Ber04, Theorem IV.2.1] besteht darin, fir einen
Limes kristalliner Darstellungen einen Wachmodul zu konstruieren und aus oben
erwahnter Aquivalenz zu folgern, dass der Limes bereits kristallin ist. Dabei ist es
wichtig, dass fiir zwei Gitter kristalliner Darstellungen 77, 75 mit

T/pnT = Tl/Ul = TQ/UQ
der Schnitt der Bilder
N(T;) — D(T/p"T)

gentigend Informationen enthélt. Dazu zeigt Berger, dass fiir Gitter positiver Dar-
stellungen U C T mit Hodge-Tate-Gewichten in [—r, 0]

X"(AY @z, T/p"T)K0xeve)  Im(N(T') — D(T'/U))

gilt (vgl. [Ber04, Cor. IV.2.3.]). Dieses Resultat leitet Berger aus dem entsprechenden
Ergebnis iber A* ab. Dabei wird der Kokern der Inklusion N(7") C (A" ®z,x1 T)
durch

XT(A+ Qz, T) C (A+ Qz,[[X]] N(T))

IDie Definition von A und A1 kann man im néchsten Kapitel nachlesen.
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abgeschétzt in dem Sinne, dass
X" coker(AJr ®Zp[[X]] N(T) — AT ®Zp T) =0

gilt (vgl. [Ber04, Theorem II1.3.1.]). Eine wichtige Zutat bei diesem Theorem ist die
Frobeniusregularisierung (regularisation par le Frobenius), welche in [Ber02] entwi-
ckelt wird. Da es sich bei A* ® T und A* ®z,1x)) N(T') um freie A*-Moduln handelt,
besteht der Beweis der obigen Inklusion darin, zu zeigen, dass eine gewisse Ma-
trix Koeffizienten in A™ hat. Die Frobeniusregularisierung besagt, dass fiir Matrizen
X,Y € Mat(B},,d) und M € Mat(B. ,d) mit

rig» rig?
o(M) = XMY

bereits M € Mat(BX ,d) gilt. Dieses Ergebnis ist von analytischer Natur und die

rig’
Ringe B;Eg, Biig werden durch einen Vervollstandigungsprozess aus Unterringen des
Wittrings W((Cg) gewonnen. Durch geschickte Argumentation erhélt man daraus ein

entsprechendes Kriterium fiir Matrizen tiber BT = A+[%].

Sei L C C,, eine endliche Erweiterung von Q, mit Ganzheitsring oy, und Uniformisie-
rendem 7. Unter einem Gitter einer L-linearen G p-Darstellung verstehen wir einen
freien Modul T tber o7, mit einer stetigen Operation der absoluten Galoisgruppe G,
von L. Ist V = L ®,, T Hodge-Tate, so zerfallt C, ®q, V' in ein Produkt

(cp ®Qp V= H(Cp ®O’,L ‘/7

wobei o die Qp-Einbettungen L — C, durchlauft. Die Darstellung V' heiit L-
analytisch, wenn die Hodge-Tate-Gewichte fir alle Einbettungen o # id trivial sind.
In [KR09| zeigen Kisin und Ren eine analoge Aquivalenz zwischen Gittern kristalliner
und L-analytischer Gz-Darstellungenf} welche in [KR09] als L-kristalline Darstellun-
gen bezeichnet werden, und einer analog definierten Kategorie von Wachmoduln.
Ziel dieser Arbeit ist es, die Konstruktion aus [Ber04] mit den Objekten aus [KR09]
zu verbinden und so entsprechende Resultate im Lubin-Tate-Fall zu erhalten. Wir
stlitzen unsere Betrachtungen auf Ergebnisse aus [SV1§|. Nach einer Einfithrung
in die benotigten Begriffe aus der p-adischen Hodge-Theorie und der Theorie von
Lubin-Tate (¢r,['r)-Moduln konstruieren wir iiber den verzweigten Wittvektoren

B= W(C;’?) £[1/7] den Ring der iiberkonvergenten Wittvektoren Bt und seine Ver-

+

vollstdndigung Biig. Der Ring B, ist die Vervollstindigung des Rings der ganzen

rig
Wittvektoren Bt = W(ogs )1 [1/m1] beziiglich einer Fréchet-Topologie. Der relative
Frobenius x +— 9 induziert durch komponentenweise Anwendung einen Frobenius ¢
auf B, welcher sich auf BLg fortsetzt. Wir zeigen ein entsprechendes Regularisierungs-
resultat und erhalten, dass fir Matrizen XY € Mat(lj%;gg, d) und M € Mat(BLg, d)
mit

o(M) = XMY

?Kisin und Ren behandeln allgemeiner L-lineare G g-Darstellungen. Wir machen die vereinfachen-
de Annahme L = K.
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bereits M € Mat(B+ d) gilt. Einer Darstellung 7" kann man ihren Lubin-Tate

rig’

(¢r,Tr)-Modul Dpp(T) durch
Dir(T) = (A ®,, T)Kertxer)

zuordnen, wobei xrr: G — of den Lubin-Tate-Charakter bezeichnet. Dieser ist
ein Modul iiber dem Ring A, welcher die mp-adische Vervollstindigung des Lau-
rentreihenrings oy ((wrr)) ist. Fiir ein Gitter T einer kristallinen und L-analytischen
G-Darstellung V = L ®,, T konstruieren Kisin und Ren einen Wachmodul, wel-
chen wir mit N(T") C Dpr(T) bezeichnen. Ist die Darstellung zusétzlich positiv mit
Hodge-Tate-Gewichten in [—r, 0], so gilt

N(T) € Di(T) = (AT @, T)Ketusn),
Fassen wir den Vergleichsisomorphismus
A®, T=A®x, Dir(T)
als Identifikation auf, erhalten wir eine Inklusion
AT @+ N(T) C AT @, T.
Mithilfe der Frobeniusregularisierung kénnen wir den Kokern dieser Inklusion durch
wip(AT @, T) C AT @4+ N(T)

abschétzen. Dies verschirft [SV18, Proposition 1.22]. Dort wird gezeigt, dass fiir die
Summe s > r der additiven Inversen der Hodge-Tate-Gewichte von T

wir(AT ®o, T) C AT ®,+ N(T)

gilt. Fiir zwei kristalline L-analytische Darstellungen mit Hodge-Tate-Gewichten in
[—7, 0], welche modulo 7} fiir n > 0 isomorph sind, zeigen wir, dass ihre Wach-
moduln modulo Wz_a(r) isomorph sind mit einem Korrekturterm a(r). Im Anschluss
untersuchen wir fiir ein Untergitter U C T das Bild von

und zeigen
Wh (AT ®,, T/U)K ) « Im(N(T) — Dpp(T/U)).

Diese Aussage spielt technisch eine besonders wichtige Rolle, da die linke Seite defi-
niert werden kann, ohne den Wachmodul zu kennen, weshalb man fiir ein beliebiges
Gitter T einer L-linearen Darstellung und Gitter kristalliner L-analytischer Darstel-
lungen T; mit T/7t T = T;/U;, einen Wachmodul fiir 7' aus den Wachmoduln der
T; rekonstruieren kann. Der Fall U; = 7 T; lasst sich besonders leicht behandeln, da
man den projektiven Limes der N(7;) bilden kann und dieser sich fiir i grofl genug
stabilisiert, da die N(T;) fir grole i isomorph werden modulo 7_‘_2—(1(7’)‘ Sind die U;
beliebige Untergitter und der Rang der 7; nicht bekannt, kénnen wir obige Inklusion
nutzen, um die Bilder der N(7;) besser zu verstehen. Dies fiithrt uns zu dem zentralen

Ergebnis tiber Limites kristalliner L-analytischer Darstellungen.
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Theorem (vgl[d.13] p.5). Sei T' ein Gitter einer L-linearen G,-Darstellung und fiir
1 € N seien T; Gitter kristalliner L-analytischer Darstellungen. Seien a < b € Z und
es gelte:

1. Die T; bilden ein projektives System von Gp-Darstellungen.
2. U; C T; seien Untergitter, sodass V; = U; ®,, L =T; ®,, L gilt.
3. Die Hodge-Tate-Gewichte von V; liegen in [a,b].

4. Es gibt Isomorphismen '

fiir alle i, welche kompatibel mit den Ubergangsabbildungen auf beiden Seiten
sind.

Dann ist T' ebenfalls kristallin und L-analytisch mit Hodge-Tate-Gewichten in [a, b].

Besonders an diesem Setting ist, dass wir keine Bedingungen an den Rang der Gitter
T; stellen. Insbesondere kann dieser sich von dem Rang von 7' unterscheiden. Wir
zeigen, dass lim_ T;/U; kristallin ist. In diesem Setting kénnen wir im Allgemeinen
nicht erwarten, dass lim 7; kristallin ist. Unser Beweis dieses Satzes ist detaillierter
ausgefithrt als [Ber04, Theorem IV.2.1] und stiitzt sich auf die Kategoriendquivalenz
aus |[KR09|. Anders als Berger fordern wir, dass die 7; ein projektives System bilden.
Die technischen Griinde dafiir werden im entsprechenden Kapitel erlautert. In [Ber04]
werden Q,-lineare Darstellungen von Gr betrachtet, wobei F' der Quotientenkorper
der unverzweigten Wittvektoren tiber einem perfekten Korper der Charakteristik p
ist. In der uns vorliegenden Situation fordern wir nicht, dass L/Q, unverzweigt ist
und betrachten L-lineare Darstellungen. Durch die Forderung, dass L/Q, endlich ist,
ist in unserem Fall der Restklassenkorper k = o /w0y stets endlich. Diese Tatsa-
che wird in den Beweis des obigen Theorems einflielen. Die betroffene Stelle wird
in [Ber04] nicht ausgefithrt und uns ist nicht bekannt, ob die Endlichkeit des Rest-
klassenkorpers auch im zyklotomischen Fall benotigt wird.

An dieser Stelle méchte ich Herrn Professor Otmar Venjakob herzlich fiir den span-
nenden Themenvorschlag und die Betreuung meiner Arbeit danken. Ferner mochte
ich mich bei Benjamin Kupferer fiir seine hilfreichen Anmerkungen zu einer jiingeren
Version der Arbeit bedanken.



2 Grundlagen und Notationen

Sei L/Q, eine endliche Erweiterung mit Bewertungsring o, Uniformisierendem 7,
und Restklassenkorper . Wir fixieren eine Einbettung L — C, und normieren die
p-adische Bewertung auf C, derart, dass valc, (7)) = 1 und |7z|c, = % gilt, wobei ¢
die Kardinalitét von k bezeichne. Fiir eine or-Algebra R bezeichnen wir mit W(R) .,
den Ring der verzweigten Wittvektoren (vgl. [Sch17, Def 1.1.9.]). Wir notieren mit

[]: R—W(R)L
z+— (2,0,...)

die multiplikative Teichmiiller-Abbildung. Ist char(R) = p, so bezeichnen wir mit ¢,
den relativen Frobeniusendomorphismus = — x9 und setzen ¢ = W (¢,)r.

Lubin-Tate (¢, ';)-Moduln

Wir geben eine Ubersicht iiber die Grundlegenden Begriffe iiber Lubin-Tate-(yr, 'f)-
Moduln. Wir halten uns bei der Notation an [Sch17].

Sei ¢(X) € or[[X]] eine Frobenius-Potenzreihe zum Uniformisierendem 7y, das be-
deutet

o ¢(X) =mX + Terme hoherer Ordnung
o ¢(X)= X7 mod mpoL[[X]].

Man kann zeigen, dass es ein eindeutiges kommutatives Lubin-Tate Gruppengesetz
Fy(X,Y) iiber o, gibt mit ¢ € End,, (F}). Ferner gibt es einen eindeutigen injektiven
Ringhomomorphismus

o — EndoL(F¢)
a — [a]s(X) = aX + Terme hoherer Ordnung

mit [7]4(X) = ¢(X). Durch dieses formale Gruppengesetz wird
M:={2€Q,||z| <1}
mit der Addition
21 +r, 22 1= Fy(21, 22)

zu einer abelschen Gruppe und z — [a],(2) wird zu einem Gruppenendomorphismus,
was I via a g, 2 = [a]y(2) eine or-Modulstruktur gibt. Wir bezeichnen mit L,
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den Erweiterungskorper von L, der durch Adjunktion der #"-Torsionspunkte von
2N hervorgeht. Man kann zeigen, dass es sich hierbei um eine endliche galoissche
Erweiterung handelt und wir setzen

Ly = U L,.

neN

Es gibt ferner einen stetigen Isomorphismus
xer: T = Gal(Loo /L) = 0.
Wir bezeichnen mit F,, die 77-Torsionspunkte von 9t und setzen

T := l'&n]:n

n>1

mit den Ubergangsabbildungen x — [rr]4(z). Der or-Modul T wird als Tate-Modul
bezeichnet und ist frei von Rang 1. Der Tilt von C,, ist definiert als CE, = Frac(o(cz )
mit

ogy = limog, /(mz),

wobei die Ubergangsabbildungen durch z + 27 gegeben sind. Man kann zeigen, dass
die kanonische Abbildung

I&n og, — Ocy,

(a;); — (a; mod 7p);
eine multiplikative Bijektion ist. Durch
vales ((a;);) := valc, (ao)

ist eine nicht-archimedische Bewertung auf o, definiert, die sich via
P

valgy (5) 1= valg (z) — valg (y)

auf C; fortsetzen lasst.

Lemma 2.1. CE) ist ein vollstindiger, algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik p mit Bewertungsring ogy und die G- Wirkung, welche von der Wirkung
auf C, induziert wird, ist stetig.

Beweis. Vgl. [Sch17, Lemma 1.4.7, Lemma 1.4.10 und Lemma 1.4.13] O

Wir zeichnen zwei Elemente von CZ aus: Ist 7 = (y,)n>1 € T ein op-Erzeuger von T,
erhalten wir, da ¢(X) = X? mod =, gilt, durch

10
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ein Element in (C;. Es gilt
q

(a—1)
(Vgl. [Sch17, Lemma 1.4.14]). Setzen wir andererseits zo = 7, und wéhlen sukzessive
zn € C, mit 2¢ = z,_; erhalten wir

Val(ci;) (@) =

T = (2n)n € 0c3-

Offenbar gilt val(cg (7) = 1, was fiir spatere Berechnungen praktisch ist.
Wir bezeichnen mit Ay die mp-adische Vervollstdndigung des Laurentreihenrings
or((X)). Die Elemente von Ay, lassen sich darstellen als Reihen der Form

mit a; — 0 fiir i = —oo. Da fiir jedes a € o, die Reihe [a]4(X) kein konstantes Glied
hat, kann man zeigen, dass fiir v € I'y und f € Ay die Ausdriicke

JUX) = f(xer(0)]s(X))

und
er(f) = f([me]e(X))

sinnvoll sind und wieder in Ay, liegen. Da x 7 ein Ringhomomorphismus ist, erhalt Ay
auf diese Weise eine ' -Operation und ¢y, ist ein Endomorphismus von Ay, der mit
der I',-Wirkung vertauscht. Ay tragt einerseits die 7 -adische Topologie, welche auch
starke Topologie genannt wird, andererseits lédsst sich auf Ay, eine feinere, sogenannte
schwache Topologie definieren. Eine Umgebungsbasis der 0 ist durch

Upnp = X"or[[X]] + 77 AL mit m,n € N

gegeben. A wird zu einer hausdorffschen vollstdndigen topologischen oy -Algebra fiir
beide Topologien und sowohl ¢, als auch die I'; -Wirkung sind stetig fiir die schwache
Topologie (vgl. [Sch17, Lemma 1.7.6., Proposition 1.7.8]). Ist M ein endlich erzeugter
Ar-Modul, so kann man M mit einer natiirlichen Topologie versehen. Dazu versteht
man M als Faktormodul eines freien A-Moduls, nimmt die Quotiententopologie der
Produkttopologie der schwachen Topologie auf A und zeigt, dass diese von Wahlen
unabhéngig ist.

Definition 2.2. Ein (¢r,'r)-Modul ist ein endlich erzeugter Ar-Modul mit ei-
nem @y -linearen Endomorphismus oy und einer semilinearen stetigen I'p - Wirkung,
welche mit oy kommutiert. Ein (pr,T'p)-Modul heifit étale, wenn die linearisierte

Abbildung

O AL ®pa, M — M
a®@m— apy(m)

etn Isomorphismus ist.

11
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Oft ist es hilfreich, den Ring Ay als Teilring von A := W((C;) 1, aufzufassen. Be-

kanntlich verfligt A iiber einen Frobenius-Endomorphismus ¢, welcher durch den
g-Frobenius auf (C';D induziert wird. Ferner operiert G; komponentenweise auf A

und die Wirkung ist stetig fiir die schwache Topologie auf A= [Len, (C;, welche
die Produkttopologie der C;’, ist. In [Sch17, Lemma 2.1.11.] wird eine Abbildung
{-}: T — W(C)) konstruiert, welche ¢({z}) = [r.]s({z}) erfiillt. Wir setzen

wrr = {w}.
Es gilt wyr = [@] mod 7. Da alle Komponenten von @ in Ly, liegen, wird @ von

Hy := Gal(Q,/Lw)

fixiert. Aus der Konstruktion von {} geht hervor, dass dies auch auf wyr zutrifft. Wir
setzen

Ep = k(@) C C,

und bezeichnen mit E*P den separablen Abschluss von Ej in CZ,. Es gilt ferner
(EseP)ie = Ey

Satz 2.3. Die Zuordnung X — wpr induziert eine or-Algebren Einbettung

j 2AL — W(EL)L C A,

welche topologisch fiir die schwachen Topologien ist. Die Abbildung j ist vertrdglich
mit dem Frobenius und der Wirkung von 'y auf beiden Seiten. Das heifst

o J(mele(f) = @ (i(f))

o JxerMle(f) = 3(f)
fiir alle f € Ap und v € T'g.

Von nun an identifizieren wir A; mit seinem Bild in A. Wir bezeichnen mit A die
mr-adische Vervollstindigung der maximal ganzen unverzweigten Erweiterung von
Ap in W(E*P),. Dann ist A ein diskreter Bewertungsring mit Restklassenkorper
E*P. Man kann ferner zeigen, dass

AfL = A}

gilt (vgl. [Schl7, Lemma 3.1.6.]). Wir setzen dartiber hinaus

B:= A[l/7],
B IA[l/TI’L]

und
BL _AL[l/ﬂ'L]

12
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Die Inklusion og, C C'I’, zeigt, dass AT = W(ocg ) ein Teilring von A ist. Per
Definition sind das diejenigen = = (x;); in A mit z; € o, fur alle 7. Andererseits

kénnen wir « € A in seiner 77-adischen Reihendarstellung schreiben und erhalten

o= Y milet ",

. b . . .
Ein y € C) ist genau dann ganz, wenn y? dies ist, weshalb

At = {f = ZW]Z[%] | yx € 0<cg,} (2.1)

k>0
gilt. Wir setzen At := AT N A und A} := At N A,
Bemerkung 2.4. Fir alle n € Ny gilt:

(i) AT NapA =7 At

(ii) ANaTA = aA.
(1i1) AT N7aPA =7nfAT.

(iv) AT NalA =aTAT.

Beweis. Der Fall n = 0 ist per Definition gegeben. Sei im Folgenden stets n > 1.
Eigenschaft (i) ergibt sich sofort aus der Darstellung .

Fiir sei z € ANmYA, dann ist « insbesondere in 7} ' A und wir kénnen das Pro-
blem, da A und A nullteilerfrei sind, auf den Fall n = 1 reduzieren. Wére x € A\m A,
dann wire x in A* und daher auch in A invertierbar. Das stiinde im Widerspruch
zux € mrA.

Eigenschaft folgt aus (i) und .

Da die G -Wirkung auf A semilinear ist und folglich 7, fixiert, erhalten wir aus
indem wir zu Hp-Invarianten iibergehen. O

Lemma 2.5. Es gilt AT = or[[wrr]].

Beweis. Der Ring A" ist nach [Sch17, Proposition 1.1.18] m-adisch vollstindig.
Da auch Ay vollstindig ist, erhalten wir, dass A} mr-adisch vollstandig ist. Dass
op[[wrr]] vollstandig ist, folgt aus der Vollstandigkeit von o. Insgesamt gentigt es
daher, die Aussage modulo 7} fiir alle n zu zeigen. Der Fall n = 1 ergibt sich aus
Ap/mp = Ep = k((@)) und Ef := EL N oc;, = op, = k[[W]]. Ferner ist die Inklusion

13
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op|lwrr]] € AT klar. Wir erhalten fiir alle n ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

0 — og[lwer])/(7}) —= opllwrr)]/ (7} ™) —— Kllwer]] —— 0

| | |

0 ——— Af/(n}) ——— AL/(rf™) ——— Af/(m) —— 0
Die Aussage folgt per Induktion iiber n > 1 aus dem Fiinferlemma. O

Lemma 2.6. Der Ring Bf = A} [i} ist ein Hauptidealring.

TL

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass A} ein regulirer noetherscher lokaler Ring
mit maximalem Ideal (77,wrr) ist. Nach dem Satz von Auslander-Buchsbaum (vgl.
[AB59, Theorem 5]) ist dieser faktoriell. Daher ist auch B} faktoriell und da (77, wrr)
in B} kein Primideal mehr ist, hat jedes Primideal in B} hochstens Hohe 1. In einem
faktoriellen Ring ist jedes Primideal der Hohe 1 ein Hauptideal. Denn ist 0 # = € p
fiir ein Primideal p der Hohe 1, erhalten wir, da der Ring faktoriell ist, dass = einen
irreduziblen Teiler f hat, welcher bereits in p liegt und (f) ein Primideal ist. Da p von
Hohe 1 vorausgesetzt war, muss bereits (f) = p gelten. Es bleibt zu zeigen, dass ein
noetherscher Integritatsring R, in dem jedes Primideal ein Hauptideal ist, bereits ein
Hauptidealring ist. Angenommen es gébe ein Ideal, welches kein Hauptideal ist. Dann
ware die Menge aller Nicht-Hauptideale von R nicht-leer und besédfle ein maximales
Element I. Offenbar miisste I notwendig ein echtes Ideal sein. Da I kein Hauptideal
ware, diirfte es insbesondere kein Primideal sein. Wére fg € I, aber f,g ¢ I, so
ware I C (I, f) und daher (/, f) ein Hauptideal. Sei (I, f) = (h1) und man betrachte
das Ideal (I : f) := {r € R|rf € I}. Dann wiare g € (I : f) und I C (I : f)
und daher (I : f) ein Hauptideal etwa (I : f) = (hy). Wir behaupten I = (hihs).
Zunéachst hétten wir I C (hy) und daher wére i € I von der Form ¢ = x1hy. Dann
wire x1f € x1Rhy C I und somit x; = yhsy fiir ein geeignetes y € R. Dann wére
i = yhihy € (h1hsy). Betrachtet man andererseits

hihy € (I, f)(hg) = (I + Rf)hg = Thy + R(fhg) C I,
folgt (hihs) C I. Ein Widerspruch zu der Annahme, dass I kein Hauptideal ist. [
Lemma 2.7. Die Inklusion A} C Ay ist flach.

Beweis. Bekanntlich sind Lokalisierungen flach, weshalb Af[1/wrr] = or((wir))
flach iiber A} ist. Wie in Lemma [2.6| kann man zeigen, dass or,((wrr)) ein Hauptide-
alring ist. Da tber einem Hauptidealring torsionsfreie Moduln stets flach sind, ist A,
flach tuber or((wrr)). Da die Komposition flacher Morphismen wieder flach ist und
wyr eine Einheit in A ist, ist Ap @, or((wrr)) = Ag flach iiber A7. O

Lemma 2.8. Die kanonische Abbildung
AL = (AT/(mp)"

ist surjektiv fir alle n € N.
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2 Grundlagen und Notationen
Beweis. Wir betrachten den Fall n = 1. Zunéchst ist der Kern dieser Abbildung
wegen durch A} gegeben. Wir betrachten
Af/mr = w[[@]] = os, = Er Nogy, = (E*P) L Nog, = (E*F Nog; ) I*.

Wegen A/(m;) = E5 ist der rechte Term (A" /(7)) r, was die Surjektivitét zeigt.
Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir das Diagramm

0 —— Af/(r}) —=— A} /(n?"™) ———— Af/(m) ——— 0

l ! |

0 —— (AF/(mp)r —= (AY/(rp™)He —— (AF/(mp))™
Mit dem Schlangenlemma folgt
coker(A7 /() — (AT/(n}))"*) = coker(Af /(™) — (A*/(xp™))"").

Die Behauptung folgt induktiv aus dem Fall n = 1.

Grundlegendes iiber G;-Darstellungen

Wir bezeichnen mit Rep,, (G1) die Kategorie der endlich-erzeugten or-Moduln mit
einer stetigen linearen (7 -Operation. Ferner bezeichnen wir mit Rep,, ;(G1) die volle
Unterkategorie von Rep,,, (G1) bestehend aus den Objekten, deren zugrundeliegender
or-Modul frei ist. Analog bezeichnen wir mit Rep; ((G) die Kategorie der endlich-
dimensionalen L-Vektorrdume mit einer stetigen linearen (G -Operation.

Definition 2.9. Sei T' € Rep,, (GL). Wir setzen
DLT(T) = (A ®0L T)HL

Wir definieren ferner ¢p,,(r) := ¢ ® id und versehen Dpp(T) mit der I'r,- Wirkung,
welche durch die Diagonale G- Wirkung auf A ®,, T induziert wird. Wir definieren
firV=_L®,, T analog

Dir(V) = L®,, Dir(T) = (B®, V)"

Definition 2.10. Wir bezeichnen mit MM die Kategorie der étalen (¢r,T'1)-Moduln.
Fiir ein M € 9N setzen wir

V(M) := (A ®y, M)*=,
Wobei wir ¢ = a4 @ @ setzen.

Satz 2.11. Die Funktoren Dpr(-) und V (-) sind quasi-invers zueinander und liefern
eine evakte Kategoriendquivalenz zwischen Rep, (Gr) und I,
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2 Grundlagen und Notationen

Beweis. Siehe [Sch17, Theorem 3.3.10]. O

Die p-adische Hodge-Theorie liefert eine Vielzahl interessanter Unterkategorien von
Rep,, (G). Die Eigenschaften dieser Darstellungen spiegeln sich auf der Seite der
(¢r, I'r)-Moduln wieder. Im Rahmen dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf die den
Darstellungen zugeordneten (¢, ' )-Moduln und geben daher lediglich eine Uber-
sicht iiber die fiir uns relevanten Begriffe aus der p-adischen Hodge-Theorie.

Fiir die Definition der Periodenringe Byr und B, verweisen wir auf [FO| 5.13, 5.15,
6.7]. Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass By ein diskret bewerteter Korper mit
Uniformisierendem ¢, Ganzheitsring BY, und Restklassenkorper C,, ist, der iiber eine
G -Wirkung verfiigt, welche auf ¢ iiber den zyklotomischen Charakter x.,. operiert.
B..is ist ein Teilring von Byg, welcher ¢ enthélt.

Definition 2.12. Eine Darstellung V € Repy, ;(G) heifit de Rham (bzw. kristal-
lin), wenn sie Byr-zuldssig (bzw. Be.is-zuldssig) ist. Das bedeutet

B ®q, V = Blimer(V)
als Gr-Moduln mit B = Byr (bzw. B = Bepis ).
Proposition 2.13. FEs gilt Bgﬁ = L und fir

Dar(V) := (Bar ©g, V)"

qilt
dlmL(DdR(V)) S dime (V)

Eine Darstellung ist genau dann de Rham, wenn die Dimensionen tbereinstimmen.
Beweis. Siehe [FO, 5.24 und 5.27] O

Proposition 2.14. Sei Ly die mazimal unverzweigte Teilerweiterung von L/Q,. Es
gilt BS: = Lo und fir

cris

Dcris(v) = (BC”'S ®@p V)GL

gilt
dimp,(Deris(V)) < dimg, (V).

Eine Darstellung ist genau dann kristallin, wenn die Dimensionen tbereinstimmen.
Jede kristalline Darstellung ist de Rham.

Beweis. Siehe |[FO| 6.29, 6.30, und 6.31] O

Definition 2.15. Allgemeiner nennen wir T' € Rep,, ;(G1) kristallin, wenn die
Darstellung V := L ®,, T im obigen Sinne kristallin ist.
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2 Grundlagen und Notationen

Definition 2.16. Fir i € Z setzen wir Fil'(Bag) = t'Bl,. Fir einen Teilring
R C B}, setzen wir Fil'(R) := Fil'(Bag) N R. Dies liefert eine absteigende Filtrierung
auf Bar (bzw. R). Da B, ein diskreter Bewertungsring mit Uniformiserendem ¢ und
Quotientenkorper Byg ist, erhalten wir

| JFil'(Bar) = Bar

und

(Fil'(Bur) = 0.
Fiir eine Darstellung V' setzen wir
Fil'(Dar(V)) = (Fil' B4r ®g, V) N Dar(V).

Definition 2.17. Sei V' € Repq (GL) de Rham. Wir sagen i € Z ist ein Hodge-
Tate-Gewicht von V, falls Gr " (Dgr(V)) := Fil “(Dgr(V))/ Fil= ™ (Dgr(V)) # 0
gilt. Die Dimension von Gr~"(Dar(V)) bezeichnen wir als Vielfachheit des Hodge-
Tate-Gewichts. Da Dygr(V') ein d := dimg, (V')-dimensionaler Vektorraum ist, gibt es
mat Vielfachheit gezdhlt genau d Hodge- Tate- Gewichte.

Im Kontext dieser Arbeit beschéaftigen wir uns stets mit L-linearen Darstellungen
von Gp. In diesem Fall tragt Byr ®q, V' zusétzlich eine Byr ®q, L-Modul Struk-
tur. Entsprechend besitzt Dyr(V') eine L ®¢q, L-Modulstruktur, welche wir genauer
erlautern.

Bemerkung 2.18. Die kanonische Abbildung
L&g, L - [[(L®qg, L)/m,

wobei m die mazimalen Ideale von L ®q, L durchliuft, ist ein Isomorphismus. Jede
Komponente der rechten Seite ist eine Korpererweiterung von L. Wir bezeichnen mit
mg den Kern der Multiplikation L ®q, L — L.

Beweis. Da L/Q, separabel ist, finden wir ein primitives Element o € L mit Mi-
nimalpolynom f € Q,[X], welches iiber L eine Faktorisierung f = (X — o) [] f;
mit geeigneten irreduziblen f; € L[X] besitzt. Wir erhalten mit dem chinesischen
Restsatz

L &g, L = L ®q, Q[X]/f = LIX]/f = LIX]/(X —a) x HL[X]/J%.

Die rechte Seite ist ein endliches Produkt von Korpern. Insbesondere entsprechen die
maximalen Ideale von L ®gq, L Eins-zu-eins den irreduziblen Faktoren von f iiber

L. ]
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2 Grundlagen und Notationen

Wir erhalten auf diese Weise eine entsprechende Zerlegung

Dar(V) = (Bar ®q, V)" = @ Dar(V)m.

Definition 2.19. Eine de Rham Darstellung V' in Repy, ;(GL) heifit L-analytisch,
falls die Filtrierung auf Dar(V')w trivial ist fir alle m # my. Das bedeutet

Fil'(Dag(V)m) = Dar(V)m

firi <0 und ’
Fil'(Dgr(V)m) =0

sonst. Wir bezeichnen mit Repzzii;an(GL) die Kategorie der freien endlich erzeugten

or-DarstellungenT' mit der Eigenschaft, dassV := L®,, T kristallin und L-analytisch
ist. Unter den Hodge-Tate-Gewichten einer solchen Darstellung verstehen wir stets
die Gewichte an der Komponente mgy. Wir bezeichnen Dyr(V ), als Identitdtskom-
ponente von Dyr(V).

Bemerkung 2.20. Fir eine de Rham Darstellung V gibt es, mit Vielfachheiten
gezdhlt, genau d = dimp (V') Hodge-Tate-Gewichte an der Komponente my.

Beweis. Wegen L ®q, L = [[,(L ®g, L)/m und Bir ®q, V = Bsr @1 (L ®q, V).
iiberlegt man sich zunéachst, dass

dimy,(Dgr(V)m) < [(L ®q, L)/m : L] dim (V)

gilt. Da V' zusatzlich Bgr-zuléssig ist, muss

> " dimg(Dar(V)w) = [L : Q) dimy(V)

gelten. Aus dem Beweis von Bemerkung liest man ab, dass

> (L ®g, L)/m: L] =[L:Q,)

m

gilt. Insbesondere gilt notwendig dimz (Dyr(V)m) = [(L ®g, L)/m : L] dim (V) und
daher ist die L-Dimension von Dgg(V)m, genau d. O

Definition 2.21. Fine L-lineare G-Darstellung heiffit Hodge-Tate, wenn sie
Bur = C,lt,1/t] zuldssig ist. Dabei wirkt g € G auf t dber den zyklotomischen
Charakter. Das bedeutet gt = Xcye(9)t.

Proposition 2.22. Jede de Rham Darstellung ist Hodge-Tate.

Beweis. Siehe [FO, 5.30]. O

18



2 Grundlagen und Notationen

Wir merken an dieser Stelle an, dass wegen
EBp/t Bl = 1'C, = Cyli) := Cyxly [T
die Hodge-Tate-Gewichte einer de Rham Darstellung V' genau die jenigen ¢ sind mit
(Cp(—i) @, V) # 0.
Bemerkung 2.23. Sei V' € Rep, (GL). Die kanonische Abbildung

C,®q, V= [[Co®er V

ist ein Isomorphismus. Dabei durchliuft o die Q,-FEinbettungen L — C, und z ® v
wird auf (z ® v), abgebildet. Hier bezeichnet C, ®, 1, V das ibliche Tensorprodukt,
wobei C, von rechts via o als L-Vektorraum aufgefasst wird.

Beweis. Sei a € L ein primitives Element von L mit Minimalpolynom f. Da C, einen
algebraischen Abschluss von L enthélt und L tiber Q, separabel ist, gilt

C, 00, LECX])/(NH = ] CGIXI/KX-ola)n= I] C (22
a:L—Qp o:L—Qp

Dabei ist die letze Abbildung durch die Auswertung eines Polynoms auf o(«) gegeben.
Der Isomorphismus ist ein Isomorphismus von C,-Algebren, wenn C, auf der linken
Seite iiber die erste Tensorkomponente operiert. Ein Element (1® \) bildet sich dabei
auf (0(X)), ab. Deshalb wird die Abbildung L-linear in der zweiten Komponente,
wenn wir die rechte Seite als L-Modul iiber [[o: L — [, C, auffassen und erhalten
einen Isomorphismus

C, ®g, L = [ [ Cp @0 L.

Dabei wird z® A auf (z ® A), abgebildet. Fiir eine L-lineare GG -Darstellung erhalten
wir entsprechend

(Cp R, V= (Cp Xq, L) QL V = H(Cp Qo1 V.

O]

Definition 2.24. Wir bezeichnen mit Modii’m"m die Kategorie der freien endlich-
L

erzeugten AT Moduln N mit einer stetigen semi-linearen Tr-Wirkung und einem
Homomorphismus oy : N — N[%], welcher mit der I'p-Wirkung kommutiert. Es
gelte ferner, dass die linearisierte Abbildung

. 1 1

ein Isomorphismus ist und die T'p-Wirkung auf N /wprN trivial ist.

1(Cpxiyc ist als Modul C, mit der G-Wirkung, welche von dem Charakter Xiyc G — Zy
induziert wird.
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2 Grundlagen und Notationen

Bemerkung 2.25. Sei N € Modiﬁ’h’an. Dann ist
L
in N,

Beweis. M ist als Basiswechsel eines endlich-erzeugten freien Moduls selbst endlich-
erzeugt und frei. Wegen Q(X) = ¢(X)/X gilt Q(X) = X97' mod 77, weshalb
Q ¢ m Ay eine Einheit in Ay ist. Entsprechend gilt

1

e

Q
und wir erhalten, dass yy=p 4 ®@pxN ein Endomorphismus von M und die linearisierte
Abbildung ©57: Ap ®,, o, M — M ein Isomorphismus ist. Dass ¢y mit der diago-
nalen I';-Wirkung vertauscht und diese stetig ist, ergibt sich aus den entsprechenden
Eigenschaften der I' -Wirkung auf Ay und N. [

Das nachfolgende tiefe Resultat liefert eine Beschreibung kristallin-analytischer Dar-
stellungen tber ihre (¢, I';)-Moduln.

Satz 2.26. Der Funktor V(Ap ®Rpt -) induziert eine Kategoriendquivalenz zwischen
Modi%’h’a” und der Kategorie Rep™ 5™ (G).

oLaf

Beweis. Das ist [KR09, Cor. 3.3.8.]. In der dort gegebenen Definition der Kategorie
Modf:i’r“m gibt es eine Zusatzbedingung, welche nach [BSX15, 3.4.13 und 3.4.15]
L

redundant ist. Hier ist zu beachten, dass man die Ergebnisse aus [BSX15] fiir (in der

dortigen Notation) O (B) anstatt Or(X) anwenden muss. Dass dies ohne Probleme
moglich ist, wird in [BSX15, 3.4] erldutert. O

Definition 2.27. Starten wir mit T € RepCTLiSJZG”(GL), erhalten wir aus einen

Modul N(T) € Modfﬁ’m’a", welchen wir wegen Ay, @+ N(T') = Dyp(T') mit einem
L

A} -Untermodul von Dyr(T) identifizieren kinnen. Diesen Modul bezeichen wir als

Wachmodul von T

Korollar 2.28. Sei T' € Rep,, (G) frei mit der Eigenschaft, dass es einen freien
A} -Untermodul N von Dy (T) gibt, der mit der von Dyr(T) induzierten T - Wirkung
und der Einschrinkung von ¢p, (1) in Modii’rba" liegt und

L
DLT(T) = AL ®Az- N

erfillt. Dann ist T in Repf]Zi;“”(G L)

Beweis. Wir nutzen die Kategoriendquivalenz 2.1 aus und erhalten
T=V(Drr(T)) =V(AL ®pt N).
Nach ist T" kristallin-analytisch. [

20



2 Grundlagen und Notationen
Bemerkung 2.29. Sei V' € Rep;(GL). Dann gibt es T C V mit T € Rep,, ;(GL)
und L ®,, T'=V.

Beweis. Sei zunachst Ty C V' ein beliebiges or-Gitter. Fiir jedes o € G, ist auch
o(Tp) ein Gitter und da die G -Wirkung stetig ist, erhalten wir, dass

H(Ty) :={ce€GL|o(Ty) =To}

eine offene Untergruppe von G, ist. Da GG, pro-endlich und daher kompakt ist, muss
der Index (G : H(Tp)) endlich sein. Da L der Quotientenkérper des Hauptidealrings
oy, ist, ist eine endliche Summe von Gittern wieder ein Gitter und wir erhalten, dass

T .= Z o(To)

ceG

ein (G, stabiles Gitter in V ist. OJ

Korollar 2.30. Sei V € Rep,(Gr) mit der Figenschaft, dass es einen freien Bj -
Untermodul M von Dypp (V') gibt, der mit der von Dpp(V) induzierten I - Wirkung

und der Einschrinkung von ¢p, . die Eigenschaften eines Moduls in Modiﬁ;h’a"

mit Ausnahme der Eigenschaft frei iiber A} 2u sein erfillt und
Dpr(V)=Ap Qpr M
erfillt. Dann ist V in Rep§ > (Gp).
Beweis. Nach Bemerkung [2.29 finden wir ein G -stabiles Gitter T' C V. Wir setzen

N =M N DLT(T>

@i,FL,Cm
A

Da Dy (T) stabil unter ¢ ist, ist die einzigeL Eigenschaft, welche nicht auf der Hand
liegt, die Freiheit von N tiber AT. Da wrr eine Einheit in Ay ist, gilt wprDpr(T) =
Dyr(T) und der Kern des kanonischen Homomorphismus N — M /wp M ist wir N,
weshalb wir N /wprN als op-Untermodul von M /w7 M auffassen kénnen, was ein L
Vektorraum der Dimension d = dimp, (V) ist. Sei m4,...,m, eine B; -Basis von M.
Diese liefert wegen A ®Rpt M = Dpp(V) eine By Basis von Dyr(V). Man iiberlegt
sich leicht, dass Dpp(T) ein Ap-Gitter von Dpr(V) ist, und wir finden daher eine
ganze Zahl k mit Dyr(T) C €, 75 Apm;. Entsprechend ist

N C EB(WEALmi) N EB Bim; = EB ™ ATm,

Wenn wir zeigen kénnen, dass N in Mod liegt, folgt die Aussage aus [2.28,

nach 2.4 Denn fiir z € Bf N 75 A finden wir m € N mit

m + m-+k __max{m+k,0} 5 +
mrx € AT N TFAL =7, AT.
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2 Grundlagen und Notationen

Insbesondere folgt € mfAf. Da A} noethersch ist, ist daher N und somit auch
N/wrrN endlich erzeugt. Ein endlich-erzeugter torsionsfreier o, Modul ist, da of

1
ein Hauptidealring ist, automatisch frei und wegen M = N [—} wird die Inklusion

TL
N/wrrN C M /wrprM ein Isomorphismus, wenn man sie mit L tensoriert. Insbe-
sondere ist N /wrrN frei von Rang d tber oy, und wir finden eine Basis 77, ...,7q

von N /wrrN tiber or. Da A} lokal mit Maximalideal (7, wyr) ist, erhalten wir mit
dem Lemma von Nakayama, dass die n; den endlich erzeugten Af-Modul N bereits
erzeugen. Es bleibt zu zeigen, dass die n; linear unabhéngig iiber A} sind. Sei dazu

> an; =0. (2.3)

%

Aus der linearen Unabhéngigkeit der 77; folgt sofort a; € wrrAf. Da wrr € A} kein
Nullteiler ist, konnen wir in (2.3)) a; durch a; /wpr ersetzen und folgern per Induktion
a; € NysowWirAL = 0. O

Der Charakter xpr ist ein prototypisches Beispiel einer kristallinen L-analytischen
Darstellung, wie das nachfolgende Lemma zeigt.

Lemma 2.31. Sei T die zu dem Charakter xpr: G, — Gr/Hp =T — o] gehdrige
or-Darstellung. Das bedeutet T = orn mit v(n) = xrr(v)n. Dann ist T kristallin und
L-analytisch mit Hodge-Tate-Gewicht 1 an der Identitdtskomponente.

Beweis. Zunéchst merken wir an, dass Dpr(T) gerade durch Ay (xrr) gegeben ist,
was als A;-Modul einfach Aj ist und ¢; wie gewohnt operiert. Die I' -Wirkung
ist jedoch durch die getwistete Wirkung ~,,,.(f(X)) = v(f)xr(v) gegeben. Wir
schreiben daher Dyr(T) = Apn. Dann operiert I'; wie gewohnt auf A; und auf
n tiber den Lubin-Tate-Charakter. Wir zeigen als néchstes, dass der A} Untermodul
N := w;rA}n mit den von ¢, und T'j, induzierten Operationen in Modiﬁ’m’a” liegt.
N ist offenbar frei von Rang 1 und ¢ schrankt sich ein zu einer gpL—sLemilinearen

Abbildung
pr: N = or(wir)en(A]) = Q ' wiren(Af) C Q7'N.

Die Darstellungsmatrix von oy beziiglich der Basis w; s ist Q7' € GLi(AT[Q7Y)).
Die Reihe

g = er()l(wer) = Xxrr(7y) + Terme hoherer Ordnung

wrt

ist wegen xrr(y) € of eine Einheit und es gilt
Y(wign) = g ' wigxer(Y)n = wiin + Terme héherer Ordnung.

Das zeigt, dass die I', wirkung trivial modulo wyr N ist. Die Basis w;% liefert natiirlich
auch eine Aj-Basis von Dy (T), weshalb T kristallin und L-analytisch ist. Da jede
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2 Grundlagen und Notationen

kristalline Darstellung automatisch de Rham und daher Hodge-Tate ist, geniigt es fir
die Bestimmung der Hodge-Tate-Gewichte die C,-semilineare Darstellung C, ®z, T'
zu betrachten. Da wir bereits wissen, dass T" eine L-analytische Darstellung ist, sind
die Hodge-Tate-Gewichte an allen Komponenten, die nicht die Identitatskomponente
sind, trivial. Wegen der Zerlegung aus geniigt es, die C,-semilineare Darstellung
C, ®o, T zu betrachten. Nach [Ser68, I1I-45 Lemma 2] gibt es ein s € C,, mit

9(s) = XzrXep(9)s

fir alle g € G Insbesondere folgt C,(1) := C,®z, Xeye = C,®,, T als C,-semilineare
Darstellungen, weshalb das Hodge-Tate-Gewicht an der Identitdtskomponente 1 ist,
was den Beweis beendet. [

Definition 2.32. FEine kristalline L-analytische Darstellung heifit positiv, wenn ihre
Hodge-Tate-Gewichte < 0 sind.

Diese Namensgebung ist ungiinstig und ist daher motiviert, dass die Hodge-Tate-
Gewichte die additiven Inversen der Filtrationsspriinge auf D;g sind. Eine Darstel-
lung ist positiv, wenn sich die Filtrierung génzlich in (B} ®q, V)Yt abspielt. Eine
gegebene kristalline L-analytische Darstellung konnen wir stets um x, fir i € Z
geeignet twisten und erhalten so eine positive Darstellung.
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

Ziel dieses Kapitels ist es, die in [Ber04] gezeigte regularisation par le Frobenius
auf den Lubin-Tate-Fall zu verallgemeinern. Wahrend Berger in [Ber02] die Ringe

BIlg anders als in dieser Arbeit konstruiert und spéter zeigt, dass sie BP" als dichten

Unterring beziiglich der Fréchet-Topologie enthalten, definieren wir diese Ringe direkt
als Vervollstandigung von B, Indem wir uns bei den Beweisen an [Ber10] orientieren,
konnen wir die Ergebnisse aus [Ber02] und [Ber04] auf einfachere Weise erhalten.
Referenz fiir die nachfolgende Definition ist [Col98, Abschnitt 1.3], wobei wir die dort
gegebene Definiton von wy, an A = W(C}),, adaptieren.

Definition 3.1. Seix =Y, 7'[z;] € A. Wir definieren

wi(z) == 1£1f vale, (2;).

Proposition 3.2. Die Abbildung wy, hat folgende Figenschaften:
(i) wy(x) = 0o genau dann, wenn x € TFHA.
(i) wi(z +y) = inf{wi (), wi(y)}-

(i) wy(xy) = infiyjep{wi(x) +w;(y)}-

(iv) wi(p(x)) = qui(z).

Beweis. Eigenschaft (i) ist klar. Fiir (i7) sei ohne Einschrankung wy(x) < wy(y). Aus
der Definition von wy, folgt, dass wir

k
T = Z )+t E
i=0

und
k
ZW yz +7rk+1
=0

schreiben konnen mit geeigneten Z,j € A. Sei o € Cb mit wy,(z) = vale, (). Nach

Voraussetzung sind S O?TL [z;] und 3% 7t [y;] Elemente von [a]AT. Wir erhalten
z+y € [o]W(og)r + A woraus wy(x + y) > wy(x) folgt. Fiir (iii) betrachten

wir
Ty = ZT( Z zil[y;])) + 7z

<k i+j=l
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

mit geeignetem z € A. Die Aussage folgt aus der in (ii) gezeigten Dreiecksungleichung
zusammen mit der Multiplikativitdt der Teichmillerabbildung [-]. Eigenschaft (iv)
gilt, da der Frobenius auf den Komponenten der Wittvektoren durch den ¢-Frobenius
gegeben ist und valg, (27) = gvale, (2) fir « € C) gilt. O

Im Folgenden werden wir Zwischenringe At C é” C A konstruieren. Wir erinnern
daran, dass vale, (W) = ¢/(¢—1) gilt. Die Ringe A" sind so konstruiert, dass Nenner

mit W] auf eine kontrollierte Weise zugelassen werden in dem Sinne, dass [%] kein

Element von At ist, aber fiir jedes k € N (oder allgemeiner k € N[%])

7T ~

(@]
gilt. Der im Nachfolgenden eingefiihrte Normierungsfaktor s(r) ist von kosmetischer
Natur um dies zu gewéahrleisten.

Lemma 3.3. Seix =), 7"[x)] € A und r € Rsg. Wir setzen
s(r) :==rq/(¢—1)
Dann sind dquivalent:
(1) iy oo (e () + kis(r)) = 0.
(if) limy—oo(valey (z1) + ks(r)) = 00).
In diesem Fuall gilt ferner

i%f(wk(x) + ks(r)) = igf(valcz(xk) + ks(r)).

Beweis. Sei vy, := valgs (z1) und sei wy, := wy(z). Es gilt wy = min(vo, ..., vx) und
daher v, > wy, weswegen eine Implikation klar ist. Sei also

lim (vale (x) + ks(r)) = oo.
k—o00 P

Fiir jedes k finden wir eine natiirliche Zahl i(k), sodass wy, = vk gilt und wegen
wr = min(vo, ...,v) gilt i(k) < k. Auf diese Weise erhalten wir eine wachsende
Funktion 7: Ng — Nj. Angenommen ¢ sei beschrankt. In diesem Fall gilt

wy, + ks(r) = vy + ks(r) = oo

falls k — oo. Ist @ nicht beschrénkt, so muss, da ¢ wachsend ist, notwendig
limy_,00 (k) = 0o gelten. In diesem Fall schreiben wir:

wy + ks(r) = vy + i(k)s(r) + (k —i(k))s(r) > v +i(k)s(r). (3.1)
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

Dabei ist zu beachten, dass k — i(k) > 0 gilt und nach Voraussetzung
Viky +i(k)s(r) — oo filr k — oo. Das zeigt limy o (wi(2) +ks(r)) = co. Wir widmen
uns nun dem zweiten Teil. Die Abschatzung

ill}f(wk(x) + ks(r)) < ilgf(valqo(xk) + ks(r))
ist wegen wy, < vy stets gegeben. Andererseits ist wegen
wy, + ks(r) > vy +i(k)s(r) > irilf(val(cz(xi) +is(r)).
0
Definition 3.4. Fir r € Ry definieren wir
Alr . = {:B Al kli_)rgo(valcz(:vk) + ks(r)) = oo und valg (zy) + ks(r) = 0 fir alle k‘}
= {x cA| I}Lrgo(wk(x) + ks(r)) = oo und wi(x) + ks(r) > 0 fir alle k} :

Bemerkung 3.5. Aus den FEigenschaften von wy kann man_leicht folgern, dass
AP stabil unter Addition und Multiplikation ist. Ferner gilt A* C AV fiir alle v
und der Frobenius liefert eine Bijektion ¢ : AT AV st 0 € G, so zeigt
valgs (z1) = val (0(2k)), dass AV quch Gp-stabil ist.

Proposition 3.6. Seir € Ry und wie zuvor s(r) = qr/(q —1). Zu x € AP setzen
wir V(x,r) = infy(w(x) + ks(r)). Dann erfillt V(-,-) folgende Figenschaften:

(i) V(z,r) = oo genau dann, wenn x = 0.
(i) V(x+y,r) > min{V(x,r),V(y,r)}
(1ii) V
(iv) V(p(x),qr) = qV (z,7).

(v) V(rx,r)=s(r)+ V(z,r)

(vi) V([a]z,r) = valg () + V(z,7) fir a € C;,

xy,r) > Ve, r)+ V(y,r).

(
(
(
(

Ist r =0, so definieren wir fir x € A+
V(z,0) := i%fwk(x).
Die Abbildung V (-,0) besitzt die selben Eigenschaften.

Beweis. Die Eigenschaften (i) — (4ii) folgen aus den Eigenschaften von wj und aus
Nikso ™A = 0. Die Eigenschaften (iv) und (v) folgen aus der Definition von V(-,7)
und der Potenzreihendarstellung der Wittvektoren. Fiir (iv) beachte man, dass

pla) = (Y milo]) =Y wilef]
k k
gilt. Fir Eigenschaft (vi) benutzt man die Multiplikativitét der Teichmuller-Abbildung.

Dann ist ([a]x), = axy. O
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

Wir setzen Bf" := At7[1/7]. Die Eigenschaft [3.6(v) erlaubt es uns, V(-,r) auf Bt
fortzusetzen indem wir fiir f € BY" mit nf f € AT definieren

V(f,r):= V(rh f.r) — ks(r).

Diese Definition ist unabhéngig von k. Durch V (-, r) lasst sich eine Topologie auf Bf"
definieren, indem man fiir C' € R die Kugeln

{z e B | V(z,r) > C}

als Umgebungsbasis der 0 nimmt. Wegen (1) ist diese hausdorffsch. Fiir jedes
o € G gilt V(ox,r) = V(x,r). Daher ist die Abbildung = +— oz ein stetiger
Endomorphismus von BT und ¢ ist wegen Eigenschaft (iv) eine stetige Bijektion
o BT s Bl

Lemma 3.7. Sei x = Y, m"[x;] € BY" mit der Bigenschaft V(z,7) > 0. Sei

at =3 e k] und 27 = 37, o 7). Dann gilt x7 € Atr ot e Bt und fir
alle u>r gilt V(z*,u) > V(x,u).

Beweis. Wegen V(x,r) > 0 gilt = € At Ist k < 0, so gilt vale, 2+ ks(r) > 0 und
daher valg, (z)) > 0. Das zeigt, dass zt € Bt gilt. Die Ungleichung

V(z*,u) > V(z,u)
ergibt sich aus der Definition von V' (-, u). O

Lemma 3.8. Der Ring AT st vollstandig beziglich der von V(-,r) induzierten
Topologie.

Beweis. Wegen der starken Dreiecksungleichung gentigt es zu zeigen, dass fiir jede
Nullfolge (2(™),cn, der Grenzwert x = Y _ x(™ existiert. Sei 2™ eine Nullfolge,
o k[ (n)

also V(2™ r) — oo fiir n — oco. Wir schreiben 2™ = > k>0 T [y '] und erhalten,

dass fiir jedes fixe k£ und jedes C' > 0 ein ng existiert, sodass

%

valgy 2" 4is(r) > C

fiir alle n > ng und alle 0 < ¢ < k gilt. Dann ist insbesondere valq) xgn) > (),
weswegen 2™ eine Nullfolge beziiglich der schwachen Topologie von A bildet. Da
A vollstandig fiur diese Topologie ist (vgl. [Sch17, Remark 1.5.2.]), finden wir den
Grenzwert x = ) 2™ in A. Da fiir jedes n die Eigenschaften valey x,&”) +ks(r) >0
und limy,—, 0 (valey a:,(j) + ks(r)) = oo gelten, iibertragen sich diese, da die schwache
Topologie genau der Produkttopologie der von Val(c; induzierten Topologie entspricht,

auch auf z, was x € ATr zeigt. ]

Lemma 3.9. Sei z € At mit vales (z0) = 0 und valg, oy, + ks(r) > 0 fir k > 1,
dann ist x eine Einheit.
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

Beweis. Wir konnen « durch x/[x¢] ersetzen, weshalb wir ohne Einschrénkung zo = 1
annehmen kénnen. In diesem Fall ist = 1 + z mit V(z,7) > 0. Nach Lemma
konvergiert die Reihe 27! = 37~ (—2)" in AT, O

Lemma 3.10. Das Element x = % € A™ ist eine Einheit.

Beweis. Nach [Sch17, Lemma 2.1.10] gilt wyr = [77]40 *(Jw]) mod 77t1A. Schreibt
man wrr = Y507 k] bedeutet dies, dass o; durch eine Potenzreihe ohne kon-
stantes Glied mit Koeffizienten in oy, in der Variable we gegeben ist und wegen
valg [@7] = ¢'"/(¢ — 1) > 0 ist die Reihe konvergent und es gilt

valgy (o) = ¢ /(g — 1).

Dann folgt
1-i
_ q q -4
vale, (a;) — valg, (@) > 1 71 > —zq_ T

Damit erhalten wir valg, (ov;/@)+is(1) > 0 fiir i > 0 und o = @ also valg, (/@) = 0.

Diese Rechnung zeigt = € A"! und mit Lemma erhalten wir sogar, dass x eine
Einheit ist. ]

An dieser Stelle merken wir noch an, dass fir ¢ > r stets Bt < Bi gilt. Dies erlaubt
uns, V (-, t) auf BI" auszuwerten. Wir setzen

Bf = U B

r>0
mit der Konvention B0 := B*.
Lemma 3.11. Bf ist ein Koérper.

Beweis. Sei 0 # x € Bf. Dann gibt es ein r > 0, sodass bereits z € Bi" gilt, und ein
n € N mit 77z € AT, Da mp, in BT eine Einheit ist, kénnen wir im Folgenden ohne
Einschrankung n = 0, also z € A" annehmen. Wir schreiben

xr = Zﬁf[a:k]

Indem wir mit Potenzen von 7, skalieren und unter Umstéanden r vergrofiern, konnen
wir ohne Einschrankung xy # 0 annehmen. Fiir ¢ > 0 gilt

— valgy (o) +is(r) 2 0,
weshalb 7% [z5!] und daher auch [z5] ein Element von BY" ist. Wir betrachten

y =zl = g,
k>0
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

Es gilt vale, (zozg ) = 0 und wihlen wir ¢ grof genug erhalten wir
valey (zprgt) + ks(t) = vales (z1) — vale (o) + ks(t) > 0,

woraus mit Lemma folgt, dass y eine Einheit in ATt ist. Insgesamt erhalten wir,
dass o € Bf invertierbar ist. [

Definition 3.12. Seien t > r > 0. Wir definieren fir x € Bt die Bewertung
Vi, [r;t]) == min {V(z, 7), V(z,1)} .
Da der Ausdruck s(u) = uq/(q — 1) monoton in u ist, stimmt diese tiberein mit

min V(x,u).
u€(r,s|

Die Familie der Bewertungen (V(-,[r,t]))es, liefert eine Fréchet-Topologie auf B
Dabei bilden die Kugeln

Uc:={zx € B

V(z,[rt]) > C)}

mitt > r und C € Rsq eine Subbasis offener Umgebungen der 0. Das bedeutet eine
Basis offener Nullumgebungen ist durch endliche Durchschnitte der U, o gegeben. Fiir
die Definition der Topologie geniigt es t € Q zu fordern, denn per Konstruktion gilt
firr <t <t<ty

Utl,C D) U@C D Ut27c.

Diese Topologie ist hausdorffsch, da die durch die V (-,t) induzierten Topologien dies
sind und eine Folge konvergiert genau dann, wenn sie fir alle V(r,t) firt > r

konvergiert. Wir bezeichnen mit BL’; die Vervollstindigung von B fiir diese To-
_l’_

pologie. Ferner bezeichnen wir mit Brig die Vervollstindigung von Bt fir die von

(V(-,[0,7]))r>0 induzierte TopOZ?gie. WNir definieren weiterhin Biig = U0 ]?)Ilg Da-
bei machen wir die Konvention Bii’g = Bjig. Die stetige Fortsetzung von ¢ bezeichnen

wir ebenfalls mit ¢.

Lemma 3.13. Sei x € ]~3r+ig und u > 1 > 0. Dann gilt

V(x,r) > %V(x,u).

Beweis. Da Bt C B;gg dicht ist, geniigt es die Aussage fiir © € B zu zeigen. Wir
erhalten

V(w,r) = inf(wn(w)+s(r)) = inf ((%(wk(x) + ks(u)> + (1 - g)wk(x)>> > %V(z,u).

Dabei ist zu beachten, dass wegen z € B stets wy,(x) > 0 gilt. O
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Lemma 3.14. Seix € Bilg mit V(z,r) > 0. Dann besitzt x eine Zerlegung

r=xt+2"
mit xt € B;ﬁg und z= € A",

Beweis. Wir schreiben z = )7, @, mit z, € Bfr, V(xg,m) > 0, sodass zj ei-
ne Nullfolge beziiglich der Fréchet-Topologie ist. Das bedeutet V(zj,u) — oo fiir
k — oo fiir alle u > r. Nach besitzt jedes xy eine Zerlegung x = x + x; mit
o € Bty € AV und V(ziF,u) > V (2, u). Dann bilden die z; eine Nullfolge be-
ziiglich der Fréchet Topologie und die x, bilden eine Nullfolge beziiglich der durch
V(-,7) induzierten Topologie auf AP Dann gilt 2t = b e B:g und wegen der

in gezeigten Vollstandigkeit von AT erhalten wir 2~ = Yox, € AT Das liefert
die gesuchte Zerlegung von . ]

Lemma 3.15. Seir € Rs(. Innerhalb von BIlg gilt

Bl =B + B

rig rig

und
Bf"NBt =BT.

rig

Beweis. Sei x € Brlg Indem wir mit 7% multiplizieren, kénnen wir V(z,r) > 0
annehmen. Dann folgt die erste Aussage aus [3.14] Fiir den Beweis des zweiten Teils
sei ohne Einschrankung

:cGA“ﬁleg

Dann kénnen wir z darstellen als = 37, . 7*[z;] und haben V(z,7) > 0. Wegen

x € B;tg ist fiir jedes 0 < ¢ < r nach auch V(z,t) > 0. Dann muss aber bereits

V(z,0) > 0 gelten. Das bedeutet x € A™. O

Beispiel 3.16. Man kann an der Definition von A" ablesen, dass fiir eine reelle
Nullfoge (Tk)keN

M)At = Ar

k>1
gilt. In diesem Beispiel wollen wir uns davon tiberzeugen, dass die analoge Aussage
fir B* nicht gilt. Sei dazu ry, := 1/k. Es gilt

1 —q kq
Val + ks(r + = 0.

Daher ist 7TL[  in Abre fiir alle k. Daraus ergibt sich

[%: e (B

k>1

Jedoch ist 0! ¢ ocs, und daher [o~1] ¢ BY.
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

Im Folgenden werden wir Bedingungen erarbeiten, wann = € ), EI{;’“ bereits ein

Element von ng ist. Wie das vorangegangene Beispiel andeutet, miissen wir dazu
V(z, 7)) kontrollieren.

Lemma 3.17. Sei z € Bf

tig und (Tx)ren eine reelle Nullfolge mit x € Bl und

rig

V(z,rr) >0

Dann ist bereits x € Bf,,.

Beweis. Fiir jedes k konnen wir  nach zerlegen in x =z} + z; mit 2 € B;ﬁg
und z; € AP Wir erhalten z; — z;, € Abmaxirired n B;ﬁg = A" nach[3.15| Dann ist
aber

Ty € ﬂ Abre — At
k>0

Wobei man an dieser Stelle verwendet, dass die 7, eine Nullfolge bilden. ]

Lemma 3.18. Seix € Biig und (r)ren eine reelle Nullfolge mit x € EI{;’“ und

lin}ﬁian(x, ri) >0

Jr

Dann ist bereits x € Brig.

Beweis. Wir betrachten das Element [7]x. Nach Voraussetzung gilt fir & > 0

V([7lz,re) =14+ V(z,r:) >0

Nach [3.17| erhalten wir [7]x € B;’i’g. Sei r > 0 mit x € BI{Q. Wir finden eine Zerlegung

x=a" +2” mit 27 € BY, und 2= € BY. Wir erhalten mit Lemma m

L, NBIm=B*

[Tz~ € Brig

und V([#]a~,0) > min(V([#]z*,0), V([#]x,0)) > 1. Dann ist 2~ = F&— € B* und
folglich liegt x in Bﬁg. O
Fiir einen Ringendomorphismus f eines Ringes R bezeichnen wir den Endomorphis-
mus des (d x d)-Matrizenringes Mat(d, R), welcher durch komponentenweise Ausfiih-

rung von f induziert wird, ebenfalls mit f.

Satz 3.19 (Frobeniusregularisierung). Seien X,Y € Mat(n, B;ﬁg) und M € Mat(n, Biig
mat

(M) =XMY.

Dann gilt bereits M € Mat(n, B;';g).
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3 Regularisierung p-adischer Perioden

Beweis. Sei Z € Mat(n, B"). Wir notieren V(Z,r) := inf;; V(z;,7). Sei r > 0

N rig
derart, dass M € Mat(n, BL’;) gilt. Wir finden positive Konstanten hx, hy, ¢, sodass
V(X,r) = —hx, V(Y,r) > —hy und V(M,r) > —c gilt. Aus der Voraussetzung
erhalten wir, dass mit M auch p(M) in Mat(n, BL’;) liegt. Gilt jedoch o(m;;) € Bl

rig’

so ist bereits m;; € BI{;/ . Wir erhalten die folgenden Gleichungen:
V(p(M),t) > V(X,t)+ V(M t)+ V(Y 1). (3.2)
Vip(mi;), t) = qV(mij,t/q). (3:3)

Aus erhalten wir fiir Z = X oder Z =Y
1
V(Z,t/q) > QV(Z, t). (3.4)

Wir zeigen nun per Induktion iiber £ > 1, dass

—(k’(hx + hy) + C)

V(M,r/q") > 7

gilt. Der Fall £ =1 folgt aus
VM, r/q) =1/q¢(V(e(M),r) = 1/¢(V(X,r)+V(M,r)+V(Y,r)) = —(hx+hy+c)/q.

Weiterhin gilt
V(M,7/q"") = ~V(p(M),r/d")

>

QR

(V(X,7/q") + V(M,r/q") + V(Y,r/d"))

—1 1
> ——(hx + hy) + gv(M, T/qk)

qk+1
—(k,‘(hx + hy) + C)
qk:—',-l

—1
> F(hx-%hy)-l- )

Mit Lemma erhalten wir M € Mat(n, Bf). O

rig

Kommentar

Die in diesem Kapitel relevanten Konstruktionen sind im Wesentlichen analog zu
[Ber10]. Im Kontext von verzweigten Wittvektoren erscheint es natiirlich, die Bewer-
tung

VO lzalrf,r) = inf(vale, (24) + ks(r)

zu wahlen. In [Berl6] verwendet Berger andere Normierungskonventionen fiir valey
und setzt . .
V(S [aglnh,r) = inf(= + 2

ke pr

vales (7)),
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wobel p = mfe mit einer Einheit ¢ € oy, gilt. Bergers Konstruktion hat den Vorteil,
dass man die Ringe im verzweigten Fall mit denen aus dem unverzweigten Fall leichter
vergleichen kann. Es gilt

W(C)L = oL, ®.,, W(C)),

weshalb man sich an dieser Stelle fragen kann, ob man auf diese Weise die Ringe

B;’;g, Biig mit denen aus dem zyklotomischen Fall vergleichen kann.
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In diesem Kapitel betrachten wir Limites von Quotienten kristalliner und L-analytischer
Darstellungen. Konkret werden wir fiir ein 7" € Rep,, ;(Gr) und zwei Folgen von Git-

tern U; C T, € Rep”"%*"(G ) derart, dass die Hodge-Tate-Gewichte von

or,f

V;:L®0LT;:L®0LUZ'

im Intervall [a, b] fiir zwei ganze Zahlen a,b liegen und die T; ein projektives System
bilden derart, dass '
T)m, T =1T;/U;

gilt, zeigen, dass T bereits kristallin und L-analytisch ist. Die Strategie besteht darin,
fiir T einen Wachmodul zu konstruieren. Da T a priori keinen solchen Modul besitzt,
miissen wir genauer verstehen, wie sich N(7;) in Dy (T;) einbettet. Eine zusétzliche
Schwierigkeit entsteht dadurch, dass wir die Faktordarstellungen T;/U; betrachten
miissen. Da A} kein Hauptidealring ist, ldsst sich die Inklusion N(U;) € N(7;) im
Allgemeinen nicht durch Elementarteiler beschreiben, weshalb sich das Studium von

Im(N(T3) = Dpr(T3/Us))
als technisch kompliziert gestaltet.

Definition 4.1. Sei T' € Rep,, ;(Gr) und sei V = L ®,, T. Wir definieren
DzT(T) = (A+ oy, T)HL'

Dies ist ein A -Untermodul von Dy (T), welcher unter ¢p, vy und Ty, stabil bleibt.
Analog definieren wir

DZT(‘/) =L ®,, DZFT(T) = (B+ Qo T)HL-
Im Allgemeinen muss die kanonische Abbildung
AL ®xt Dig(T) = Drr(T)

keine Bijektion sein. Fiir L-analytische kristalline Darstellungen muss N(7') nicht
notwendig in D} (T) liegen.

cris,an

Proposition 4.2. Sei T' in Rep,, ;" (Gr) vom Rang d mit der Eigenschaft, dass
V = L ®,, T positiv ist. Dann ist N(T') aus Definition der eindeutige Aj -
Untermodul von Dpr(T), welcher mit den von Dprp(T) induzierten Operationen in
Modi%’r“m liegt und Dpr(T') = Ap ®,+ N(T) erfillt. Der Modul N(T') ist ebenso

der eindeutige AT -Untermodul von D},.(T) mit folgenden Eigenschaften:
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

e N(T) ist frei vom selben Rang wie D}, (T).

e N(T) ist ' -invariant.

e Die induzierte Wirkung von 'y auf N(T')/wrrN(T') ist trivial.
e Es gibt einr >0, sodass Wi Di(T) C N(T) gilt.

Setzen wir N(V) := N(T')[1/7] erhalten wir auf natiirliche Weise einen B} -Untermodul
von D} (V) mit analogen Eigenschaften. Man kann N(7') mittels

N(T) = D (T) NN(V)
aus N(V') zurtickgewinnen. N(7") ist stabil unter .

Beweis. Siehe [SV18, Remark 1.8, Proposition 1.10] fir die Aussage, dass N(T') stabil
unter ¢ ist und die Charakterisierung von N(7"). Wir zeigen

N(T) = Dyr(T) NN(V).

Die Inklusion N(7') C Dpr(T)NN(V) ist klar. Sei daher v € Dpr(T) N N(V) und sei
(n1,...,nq) eine Basis von N(T'). Diese liefert wegen Dpr(T) = AL ®at N(T") und
N(V) = L ®,, N(T') eine Basis von Dyr(7T) und eine Basis von N(V'). Wir kénnen v
daher darstellen als v = Zle a;n; mit a; € Bz NA; = Az, wie wir im Beweis von
2.30] gesehen haben. N

Korollar 4.3. Sei T wie in Proposition[{.qund seiU C T ein G -stabiles Untergitter.
Dann gilt Dpr(U) NN(T) = N(U).

Beweis. Wegen Dy (U) C Dpr(T) erhalten wir mit

O
Lemma 4.4. Sei T in Repzziff’m(GL) vom Rang d, so dass V =L ®,, T positiv ist
mit Hodge-Tate-Gewichten —r = —rq < -+- < —rq < 0. Sei N(“")(V) der von dem

Bild von pn(vy erzeugte A} -Untermodul von N(V'). Dann gilt
Q'N(V) c N¥ (V).
Beweis. Siehe |SV18| Cor. 1.16]. O

Satz 4.5. Sei T in Repzzijéa"(GL) vom Rang d, so dass V =L ®,, T positiv ist mit
Hodge-Tate-Gewichten —r = —rg < -+ < —ry < 0. Dann gilt

WirA* ®,, T C A* @1 N(T).
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

Beweis. Wir zeigen zunéchst die entsprechende Aussage iiber BT = A*[1/7]. Sei
dazu M € Mat(d,B") die Matrix einer Basis von N(V') beziiglich einer Basis von
V und sei P die Darstellungsmatrix von ¢y beziiglich der Basis von N(V). Dann
gilt (M) = M P. Damit folgt o(w} M) = Q wi P 1M~ = (Q”Pil)(szMfl).
Nach Lemma gilt Q"N(V) € N®(V), weshalb die Matrix Q’" in Mat(d, BY)
liegt. Die Regularisierung des Frobenius zeigt nun, dass wi, M~ € Mat(d, B;tg) gilt.
Andererseits gilt wj,M~! € Mat(d, BY) und wj,M~' € Mat(d, B), da beide Ringe
Korper sind, die BT enthalten. Nach [3.15| gilt BTﬂBJr = B* und es gilt BN B+ = B*.
Damit folgt wj,M~' € Mat(d,B*). Fir v € B+ ®L V ist Mwv ein Element von

Bt Rp+ N(V). Da Bt p+ N(V) ein BT-Modul ist, gilt

wirv = (wpp M) (Mv) € BY @p:+ N(V).
Das zeigt
wETBJF ®L,V C BT ®BZ N(V) (41)
Ist nun v € Wi, AT ®,, T, so folgt aus (4.1)), dass 7fv € AT ®pt N(T) gilt fir n € N
geeignet. Nach Basiswechsel zu A gilt
A ®y+ N(T)=A®x, Dir(T)=A®,, T. (4.2)

Dabei gilt die rechte Gleichung nach [Sch17, Prop. 3.2.1. (ii) Eigenschaft D3] und die
linke Gleichung ergibt sich aus den Eigenschaften der Wachmoduln, indem man

AL @x+ N(T') = Dpr(T)
iiber A7 mit A tensoriert.Wenn wir uns eine A}-Basis (my,...,mg) von N(T') vor-
geben, erhalten wir eine A-Basis von A ®4, Drr(T"). Wir schreiben

d
T = Zaimi €At ®pt N(T)N7iAT ®,, T
i=1
und lesen an dieser Darstellung ab, dass a; € AT N7PA = 77 AT gelten muss. Dabei
gilt a; € AT wegen Z?:l am; € At Rpt N(T') und a; € 7} A wegen

AT ®,, T C 1A ®, T =77A ®at N(T)
unter Verwendung von (4.2)). Das zeigt, dass bereits v € AT® A{N(T ) gelten muss. [

Als néachstes wollen wir fiir zwei positive kristalline Darstellungen 77, 75 mit Hodge-
Tate-Gewichten in [—r, 0], welche modulo 7} isomorph sind, zeigen, dass auch ihre
Wachmoduln modulo ;"
cher lediglich von r abhangt.

isomorph sind, wobei a(r) ein Korrekturterm ist, wel-

Lemma 4.6. Sei T in Repms “(Gp) vom Rang d so, dass V =L ®,, T positiv ist
mit Hodge-Tate-Gewichten —r < —ry < --- < —ry < 0. Dann gilt

wip(AT/(7}) @0, T)™ € Im(N(T) — (AY/(n]) ®,, T)"").
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

Beweis. Sei v € (A'/(77) ®,, T)"r und sie v € At ®,, T ein Lift. Fiir jedes h € H,
ist h(v) ebenfalls ein Lift von o, weshalb h(v) — v € 7} (AT ®,, T) gilt. Nach Satz
gilt wi, v € AT® At N(T). Damit erhalten wir

h(wipv) — wipv € mL(AT @0, T) NAT @5+ N(T) C 7 (AT @4+ N(T)).

Schreiben wir nun

d
Wil = Z a; @n;
=0
beziiglich einer Basis (ni,...,n4) von N(T') mit a; € A* erhalten wir aus

h(v) —v € np (A" ®+ N(T)
bereits h(a;) — a; € 77 AT. Andererseits ist nach
Af = (A* /()
surjektiv und wir erhalten somit a; € A} + 77 A™. Insgesamt folgt
wipv € N(T') + 7 AT @4 N(T),
was zu zeigen war. [

Definition 4.7. Seir € N. Wir definieren

r

a(r) .= inf UWL(XLT(V)i —1).
veln o

Da xpr Werte in o] annimmt, ist a(r) eine natirliche Zahl.

Lemma 4.8. Sei T in Repgziff’m(GL) vom Rang d, so dassV = L®,, T positiv ist mit
Hodge-Tate-Gewichten in [—r,0], sein > a(r) und seien Ny, Ny C (AT /(7)) ®,, T)Ht
freie T -stabile AT /(7%)-Untermoduln vom Rang d, sodass die Wirkung von T, trivial

ist modulo wrr und Wi (AT /(77) ®,, T)HL C N; firi = 1,2 gilt. Dann ist bereits

N1:N2

modulo 77" in dem Sinne, dass ihre Bilder in (A*/(x} ")) ®,, T)H* iiberein-

stimmen.

o(r)

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es N; C Ny modulo 7y zu zeigen. Wir

zeigen, dass fiir v € ', und alle ¢ < r

i—1

Wiz | [(xer ()™ = 1)N; C N (4.3)
=0
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

gilt. Der Fall i = 0 folgt aus der Voraussetzung wj (A" /(77}) ®,, T) C N3 und daher
wi N1 C Ny. Wir fiihren den Beweis per Induktion. Sei z € N; und es gelte fiir ein
1 <r—1

i—1
zi=wig [[Oawr(n) ™ = 1z € Na.
=0

Nach Voraussetzung operiert 'y, trivial modulo wpr, weshalb (y—1)z € wprNs liegen
muss. Wir schreiben kurz

und berechnen

Wi () +v(wig )y — v (Wi )y — =
= (Y(wip) —wip)y +wip (v — 1y

Nach Voraussetzung gilt (v — 1)(z) € wprN; und daher auch wi /(v — 1)y € wrrN;
nach Induktionsvoraussetzung. Insgesamt erhalten wir

(v = V(wir)y = (v(wi7') — wir)y € wirNs.

Es gilt
Y(wrr) = IxXer(Y)]e(wer) = xor(v)wrr + Terme hoherer Ordnung

und daher folgt

(v = D(wiz) = (X7 (v) = Dwir (1 +wirf)
mit einem geeigneten f € AF. Wir erhalten

(v = Dwiz'y = (X7 (7) = Dwizr (1 +wir f)y
= (Xzr' (7) = Dwiz'y + (Xor (V) — Dwirwerfy.

Per Induktionsvoraussetzung liegt wZ}iy in Ny und daher der rechte Summand in
wrrNo, weshalb auch

(7' () = Dwiz'y = wiz [ [(xer(7) ™ = D=
=0

in wyr Ny liegt. Da wpr in AT/(7}) kein Nullteiler ist, erhalten wir

i

Wi T er (7)™ = D)o € Ny,
j=0
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

was die erste Behauptung zeigt. Wahlen wir v mit a(r) = >, v, (xor(70)" — 1)
und wenden oben gezeigtes Resultat auf » = ¢ an, erhalten wir

Wg(r)Nl C NQ.

Fixieren wir eine Basis (n!,...,n%) von N, und schreiben fiir x € N,

d
r o § 7
=1

mit Potenzreihen a; € A} /(7}), konnen wir x darstellen als

d
T = Z a; /whmt.
i=1
Aus der Eigenschaft Wz(r)l‘ € N, folgt, dass die Koeffizienten des Hauptteils der Lau-

rentreihen a;/wf ;. in 7oy, /(w7) liegen miissen, weshalb Ny C Ny mod 77"
gilt. 0

Satz 4.9. Seien 1), T in Repms"m(GL) vom Rang d, so dass V; = L ®,, T; positiv

OL7f
ist mit Hodge-Tate-Gewichten in [—r,0]. Ferner gebe es ein n > a(r) mit

TI/T‘—ZTl = TQ/T('ETQ.
Dann haben N(Ty) und N(Tz) dasselbe Bild in (A*/(W(Ln_a(r))) ®,, T;)1L.

Beweis. Wegen der Gleichung Ty /77Ty = To/n} Ty und T;/77T; = or/(7}) ®o, T;
hingt der Modul (A*/(77) ®,, T;)7* und wegen n > n — a(r) > 0 auch

(A*/(x"*0D) @, T)Hr nicht mehr von i ab, weshalb obige Formulierung Sinn
ergibt. Anhand der Eigenschaften der Wachmoduln und Lemma iiberlegt man
sich, dass die Bilder von N(T;) in (AT/7? ®,, T)Ht die Voraussetzungen von
erfiillen, woraus sofort die Behauptung folgt. O

Lemma 4.10. Secien U C T € Repg’j;“”(GL), sodass V =U ®,, L =T ®,, L gilt
und V' positiv ist. Gibt es ein x € AT ®pt N(T) mit h(z) — 2z € AT ®pt N(U) fir
alle h € Hy. Dann gilt bereits x € N(T) + (A* ®pt N(U)), wobei wir N(T') mit
A} ®a+ N(T') C At R+ N(T) identifizieren.

Beweis. Wir fithren den Beweis zunéchst in dem Spezialfall 7, (7'/U) = 0. In diesem
Fall gilt ebenso 7, N(T")/N(U) = 0, denn fur n € N(T') gilt

T € N(T) N DLT(U) = N(U)

nach [4.3] Wir zeigen zunéchst, dass N(T')/N(U) keine wyr-Torsion hat.
Ist wiy € N(U) fur ein y € N(T'), erhalten wir, da wrr € AT gilt, dass y ein Element
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

von D(U) ist. Wegen folgt y € N(U). Insgesamt erhalten wir, dass N(7')/N(U)
ein torsionsfreier und endlich erzeugter Ef = k[[wzr]]- Modul ist. Da E} ein Haupti-
dealring ist, ist N(7)/N(U) sogar frei. Der Rang von N(7")/N(U) entspricht dabei der
Er-Dimension von (N(7")/N(U)) ®p+ Br, da Ep = k((wrr)) der Quotientenkorper
von Ef ist. Es gilt E;, = Az /7 und wegen der Eigenschaften der Wachmoduln gilt
Dpr(U) = AL @+ N(U) und Dpp(T) = Ay ® 4+ N(T'). Figen wir alles zusammen
und verwenden [2.7} erhalten wir

(N(T)/N(U)) @g; EL = (N(T)/NU)) @5+ A = Dpr(T)/Dir(U) = Dpr(T/U)

als Ez-Moduln. Die letzte Isomorphie gilt, da Dy ein exakter Funktor ist. Der Rang
von N(T")/N(U) berechnet sich dementsprechend zu s = dim,(7'/U). Das liefert die
Existenz einer kurzen exakten Folge

0— N(U) = N(T) — (Ef)* — 0.

Wir betrachten als néchstes das kommutative Diagramm

0
0 — NU) —> NT) —>» $——» 0
0 —>» N(U) —» NT) —» (Ef)* ——» 0

U)/WLT N T)/wLT E+) /WLT

Dabei bezeichne -wpr die Multiplikation mit wzr. Die Zeilen und Spalten des Dia-
gramms sind offenbar exakt und wir erhalten mit dem Schlangenlemma eine exakte
Folge

0— N(U)/LULTN(U) — N(T)/WLTN(T) — (Ei)s/wLT(Ezr)s —0

von A /(wrr) = or-Moduln. Da oy, ein Hauptidealring ist und N(7') bzw. N(U) freie
A}-Moduln vom Rang d = Rang(T) sind, sind N(T') /wrrN(T) bzw. N(U)/wrrN(U)
freie o -Moduln vom Rang d und es gibt eine Basis 77, ..., 77g von N(T)/wprN(T)
mit der Eigenschaft, dass 7.7y, ..., 77, st 1, - - - g €ine Basis von N(U)/wrrN(U)
ist. Da A} = or[lwrr]] als Potenzreihenring iiber einem lokalen Ring selbt wieder
lokal ist, erhalten wir mit dem Lemma von Nakayama, dass die ny,...,ng (bzw.
LN,y TLNs, Mgt 1, - - -, Ng) €in Erzeugendensystem von N(T') (bzw. N(U)) iiber A}
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

bilden. Wegen d = Rang(7’) sind diese minimal und daher Basen der entsprechenden
Moduln.

Seinunx € AT ®p+ N(T) mit h(z) -z € AT ®,+ N(U) fiir alle h € Hy. Wir schreiben
=0 &n; und erhalten h(z) —x = S0 (h(x;) — 2;)n;. Aus der Konstruktion
der Basis (n;) erhalten wir, dass 7, die Koeffizienten h(x;) — x; fir 0 <i < sin A"
teilt. Daraus erhalten wir fir 0 <¢ <s

z; mod mp € (AT/(m))Hr.

Da die Abbildung
AL = (AT /(mp)) ™

nach surjektiv ist, erhalten wir z; € AT + 7 A™. Insgesamt erhalten wir
z € N(T)+ (A ®pt N(U)).

Das zeigt die Behauptung in dem Fall, dass T//U von m; annuliert wird. Im allge-
meinen Fall betrachte man fiir k € Ny die Gitter Ty, := 7¥T + U. Dann ist Ty = T
und 7 = U fir k > 0. Ferner annuliert 7, fiir jedes k& den Modul T}, /Ty,. Star-
tet man mit 2@ € At ® At N(T') wie oben, erhélt man aus bereits Bewiesenem
7© € N(T) + A+ ®a+ N(T1) und kann 2(© daher schreiben als (0 = y(© 4 (1)
mit 2 € At ®at N(T}). Da die Elemente von N(T') fix unter Hj, bleiben, gilt
h(zM) — 20 = h(2@) — 2O und die Voraussetzungen des Satzes bleiben fiir x(!
weiterhin erfiillt. Fiithrt man dieses Verfahren induktiv fort, erhalt man eine Folge
z®) e AT R+ N(T}) fir die jeweils x® € N(Tj,_) + A* ®p+ N(Tis1) gilt. Schreibt
man
20—y ®) | (1)
mit y*) € N(T},) € N(T), erhilt man fiir k> 0

k—1

=0
Der linke Summand liegt in N(7') und es gilt x*) € A+ ®pt N(U). O

Lemma 4.11. Seien U C T € RepZ’Zj;“”(GL), sodass V = U ®,, L =T ®,, L gilt
und V' Hodge-Tate-Gewichte in [—r,0] hat. Dann gilt

Wi (AT ®,, T/U)"E C Im(N(T) — (A* ®,, T/U)"E).

Beweis. Sei U € wip(AT ®,, T/U) L und sei v € Wi A" ®,, T ein Lift. Nach
gilt v € AT ®pt N(T'). Andererseits gilt per Definition h(v) —v =0in AT ®,, T/U.
Wir zeigen als néchstes, dass der Kern der kanonischen Abbildung

AT @+ N(T) = A* @, T/U

41



4 Limites L-kristalliner Darstellungen

durch AT ® AT N(U) gegeben ist. Das ist gleichbedeutend mit
AT @, N(T)NAT @, U= A" ®,+ N(U). (4.4)

Wie im Beweis von Lemma beschrénken wir uns zunéchst auf den Fall, dass T'/U
von 77, annuliert wird. Dort hatten wir eine Basis ny,...,nqg von N(7T) konstruiert
mit der FEigenschaft, dass mynq,...,mpns, ngy, ..., nq eine Basis von N(U) ist. Sei

d
T = mez A" ®pt N(T)NA*®,, U.

i=1

1
Wenden wir Satz auf U an, erhalten wir x € A™ [—} ®pt N(U), weshalb 7,

wrT

1
die Koeffizienten z; fir 0 < i < s in AT {—} teilen muss. Nach Bemerkung
wrr
teilt 7z in diesem Fall z; bereits in A* und wir erhalten z € AT ®,+ N(U). Fir

den allgemeinen Fall betrachtet man fiir £ € Ny wie im Beweis von die Gitter
Ty := 78T + U. Dann ist T}, = U fiir k > 0 und startet man mit

z€AT @, N(T)NAT ®,, U,

erhélt man wegen U C T; C T, dass x € A+®AIN(E+1) fir 0 <i < k — 1 gilt, woraus
z € AT @,+ N(U) folgt. Fiir v erhalten wir aus dass h(v) —v € AT ®,+ N(U)
fir alle h € Hy, gilt. Nach Lemma gilt v € N(T) + AT ®,+ N(U), weshalb wir
v schreiben konnen als v = w + v mit w € N(T') und u € AT ®Oat N(U). Dabei ist
N(U) C D} ;(U), weshalb u = 0 in AT ®,, T/U gilt und daher w = v in A*®,, T/U
gilt, was zu zeigen war. ]

Satz 4.12. Seir € Ny. Sei T' € Rep,, ;(Gr), firi € N seien T; € Repgj’sj}a”(GL)
und es gelte:

1. Die T; bilden ein projektives System von Gp-Darstellungen.
2. U; C T; seien Untergitter, sodass V; = U; ®,, L ="T; ®,, L gilt.
3. Die Hodge-Tate-Gewichte von V; liegen in [—r,0].

4. Es gibt Isomorphismen '
T/m, T =1T;/U;

fiir alle i, welche kompatibel mit den Ubergangsabbildungen auf beiden Seiten
sind.

Dann gilt bereits T € Rep” 5™ (GL).

or,f
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4 Limites L-kristalliner Darstellungen

Beweis. Wir wenden fiir 4,7 > 0 auf die Gitter U ; + 7% T;y; und T;4; an. Nach
Voraussetzung ist

Typs) (Ui + mTog) = (T/79T) [T = T T,
Wir erhalten
wip(AY @, T/m T)™ C Im(N(Tipy) — (A* @, T/m, 1)) (4.5)

und setzen
Nii= (Y In(N(Ti,) — (A @, T/miT)"0).
Jj=0

Dann ist N; ein A} /7% Untermodul von (AT ®,, T/7tT)Ht C Dr(T /7t T). Wegen
den Eigenschaften der Wachmoduln ist N; stabil unter ¢ und I'y, und fiir jedes n € N;
gilt y(n)—n € wrrN; fiir alle v € T'z. Die Ubergangsabbildungen N; — N;_; sind per
Konstruktion surjektiv. Nach [Sch17, Lemma 3.3.6] gilt lim, Dyr(T/7T) = Dpr(T)
und wir kénnen N := @Z N; als A} -Untermodul von gnl Dir(T/7T) = Dpr(T)
auffassen, welcher unter ¢ und I';, stabil ist und modulo wyr triviale I'y, Wirkung hat.
Als néichstes betrachten wir den Modul B} ® At N=N [%] Wir werden zeigen, dass
dieser frei von Rang d ist. Zunéchst sind, da die Ringe A} /(%) noethersch sind und
die N(T;) endlich erzeugt iiber A}, alle N; endlich erzeugt. Wir konnen N;/7N; als
E;-Untermodul von Dy (T /7 T) auffassen. Da N; endlich erzeugt und Dy (T /7. T)
ohne wyr-Torsion ist, ist N;/7N; ein freier Ef-Untermodul von Dy (T /7 T), was
ein d-dimensionaler E;-Vektorraum ist. Da E;, = k((wrr)) der Quotientenkorper von
E} = k[Jwrr]] ist, siecht man leicht ein, dass ein solcher Modul héchstens Rang d hat.
Da die A} /(n%) lokale Ringe sind, erhalten wir mit dem Nakayama-Lemma, dass
alle N; sich von d Elementen erzeugen lassen und wir behaupten, dass auch N sich
von d Elementen erzeugen lisst. Sei dazu 7y, ..., ng ein A} /(7 )-Erzeugendensystem
von N;. Wegen der Surjektivitdt der Ubergangsabbildungen finden wir Elemente
ni,...,ng € N, die sich auf die m; abbilden. Bilden wir e; auf n; ab, erhalten wir
einen Homomorphismus

f:(A})* = N,
der nach Nakayama auf jeder Ebene f; : (A} /7%)? — N, Surjektionen induziert.

Da die N; endlich erzeugte A7-Moduln sind, sind sie wyr-adisch vollstindig und wir
erhalten Surjektionen

Jij: (A];L/(Wj:awéT))d - Ni/wiTNi-

Ubergang zum Limes zeigt, dass f eine fiir die (7, wrr)-adische Topologie stetige
Abbildung mit dichtem Bild ist. /V ist hausdorffsch, da die V; dies sind. Die schwa-
che (7, wrr)-adische Topologie auf A} = op[jwrr]] = [liso 0rwis entspricht der
Produkttopologie der 77 -adischen Topologie der o;,. Da oy, pro-endlich und insbeson-
dere kompakt ist, ist nach Tychonoff A} ebenfalls kompakt. Insgesamt ergibt sich,
dass das Bild von f abgeschlossen und daher ganz N ist.
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Da B} nachw ein Hauptidealring ist, ist B ® AT N frei iiber B] vom Rang hochstens
d. Da jedes N(7;) wegen A Rp+ N(T;) = Dpr(T;) eine Ap-Basis von Dy (T;) enthélt
und in der vorliegenden Situation N(7;) C D} (T;) gilt, kénnen wir uns wegen (4.5))
sicher sein, dass auch N; fiir jedes i ein Aj-Erzeugendensystem von Dpr(T /7 T)
enthdlt und N ein Aj-Erzeugendensystem von Dpr(7). Daher ist der Rang von
B} ® A+ N mindestens d und die kanonische Abbildung

Br @pt (B ®a N) = Drr(L®,, T)

ist eine surjektive lineare Abbildung zwischen By -Vektorrdumen gleicher Dimension
und daher ein Isomorphismus. Ferner erhalten wir aus , da Dpr(T;) étale ist und
N(T}) = Dpr(T;) N N(V;) gilt, dass Q"N C N gilt, weshalb die linearisierte Ab-
bildung %", welche bereits auf Ebene von Dyr(V) injektiv ist, zusitzlich surjektiv
wird, wenn man @) invertierbar macht. Die Aussage folgt nun aus [2.30] O

Korollar 4.13. Seien a < b € Z. Sei T € Rep,, ((GL), fir i € N seien T; €
Rep %" (G1) und es gelte:

or,f

1. Die T; bilden ein projektives System von Gp-Darstellungen.
2. U; C T; seien Untergitter, sodass V; = U; ®,, L =T, ®,, L gilt.
3. Die Hodge-Tate-Gewichte von V; liegen in [a,b].
4. FEs gibt Isomorphismen .
T/m, T =T,/U;
fiir alle i, welche kompatibel mit den Ubergangsabbildungen auf beiden Seiten
sind.

Dann gilt bereits T € Rep™™ ™ (G1).

or,f

Beweis. Wir kénnen alle T; mit x5 twisten. Wegen Lemma bleiben die Voraus-
setzungen von Satz erhalten. [

Kommentar

An dieser Stelle mochten wir auf die Unterschiede zu dem Beweis von Berger einge-
hen. Wir machen die zuséitzliche Annahme, dass die T; ein projektives System von
Darstellungen bilden. In diesem Fall liefern die Morphismen 7;; — 7T; aus Griinden
der Funktorialitit Abbildungen N(T; ;) — N(T;), welche die Ubergangsabbildun-
gen im projektiven System (N;); induzieren. In [Ber04, Theorem IV.2.1] wird die
Wohldefiniertheit der Ubergangsabbildungen implizit angenommen. Diese Zusatz-
voraussetzung kann man wegen in dem Spezialfall U; = 74T; umgehen. Damit
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das Ergebnis ohne die zusétzliche Annahme korrekt ist, miisste man gewahrleisten,
dass '
Im(N(Tis1) = Dpr(T /7, T))

im Bild von N(T;) enthalten ist. Da freie or-Moduln stets projektiv sind, kénnen
wir die Abbildungen T;,; — T;/U; tiber die Surjektion 7; — T;/U; liften. Dieser
Lift muss nicht G-linear sein. Wir bendétigen jedoch Gp-lineare Morphismen um
einen Morphismus N(7;41) — N(7;) zu induzieren. Weiterhin benutzt Berger beim
Beweis, dass T von endlicher Hohe ist, obwohl an dieser Stelle nicht klar ist, dass
D*(T) = lim D*(T'/p"T) gilt. Dies wird spéter fiir kristalline Darstellungen gezeigt
(vgl. [Ber04, IV.3.1]). In dem Theorem kénnen wir jedoch nicht annehmen, dass T
kristallin ist, weshalb wir direkt mit der Kategoriendquivalenz [2.26] argumentieren.
Im zyklotomischen Fall kann man an dieser Stelle [Col99, Lemma II1.5.] benuzten,
um zu folgern, dass 7" von endlicher Hohe ist. In dem Beweis haben wir auflerdem
verwendet, dass oy kompakt ist. Das ist genau dann der Fall, wenn der Restklas-
senkorper endlich ist. Berger betrachtet hingegen den Quotientenkorper F' der un-
verzweigten Wittvektoren iiber einem perfekten (nicht notwendiger Weise endlichen)
Korper kr der Charakteristik p. Wir haben die Tatsache, dass o kompakt ist, ver-
wendet, um zu zeigen, dass N sich von d Elementen erzeugen léasst. Diese Aussage wird
in [Ber04, Theorem IV.2.1] nicht ausfiihrlich begriindet, weshalb wir keine Aussage
dariiber machen konnen, ob diese Bedingung auch im zyklotomischen Fall notwendig
wére.
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5 Berechnung der
Hodge-Tate-Gewichte

Im zyklotomischen Fall zeigt Berger, dass die Hodge-Tate-Gewichte des Limes kris-
talliner Darstellungen mit Hodge-Tate-Gewichten in [—r, 0] ebenfalls in [—r, 0] lie-
gen. Ein entsprechendes Resultat konnen wir auch im Lubin-Tate-Fall erhalten. Man
kann dazu auf N(V)/wrrN(V) eine Filtrierung definieren und zeigen, dass dieser
L-Vektorraum isomorph zu der Identitédtskomponente von D,.;s(V') ist, welche wir
mit Deis(V') bezeichnen. Wir werden im Rahmen dieser Arbeit nicht im Detail auf
diesen Isomorphismus eingehen und beschreiben lediglich die Seite der Wachmoduln.

Definition 5.1. Sei V' eine kristalline L-analytische Darstellung. Wir sagen v &

N(V) liegt in Fil'(N(V)), wenn onan(v) unter oxary : N(V) — N(V)[%] in Q'N(V)

liegt. Dies definiert eine Filtrierung durch B -Untermoduln. Wir geben N(V) /wrrN(V)
die Faktorraumfiltrierung. Das bedeutet

Fil'(N(V) JwrrN(V)) := Im(Fil'(N(V)) — N(V) JwrrN(V)).
Dadurch erhdlt N(V') JwrrN(V') die Struktur eines filtrierten L-Vektorraums.

Fiir positive Darstellungen ist N(V') stabil unter (). Die Surjektivitét der lineari-
sierten Abbildung

PN(v) P AL Bat o, N(V)[1/Q] = N(V)[1/Q)]

bedeutet in diesem Kontext einfach, dass der Kokern N(V')/N(V)®) von einer Potenz
Q" von @ annuliert wird.

Lemma 5.2. Sei poxon(N(V)) € N(V) und Q"N(V) € N(V)®). Dann gilt
Fil" ™ (N(V) JwrrN(V)) = 0.

Mit anderen Worten

Fil" "' N(V) C wrrN(V).

Beweis. Wir zeigen zunéchst eine Hilfsbehauptung. In B} = oy [[wrr]] [%] gilt Q | pr(f)
genau dann, wenn wyr | f gilt. Sei zundchst f = wyrg, dann erhalten wir

or(f) = er(wrr)er(g) = Qurrer(g).-
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Fiir die umgekehrte Implikation merken wir an, dass wir die Reihen in B}, da ihre
Koeffizienten beschrankt sind, als Funktionen auf der offenen Einheitskreisscheibe
mg, C C, auffassen kénnen, indem wir fiir wyr einen Wert z € mc, einsetzen. Eine
Reihe ist offensichtlich genau dann durch wpr teilbar, wenn z = 0 eine Nullstelle
ist. Sei z € mg, ein 7y-Torsionspunkt des formalen Lubin-Tate-Gruppengesetzes, der
von 0 verschieden ist. Dann ist z eine Nullstelle von @) = %. Wir erhalten aus
der Bedingung @ | ¢r(f), dass z ebenfalls eine Nullstelle von ¢ (f) = f(¢r(wrr))
ist. Wir berechnen

0= SOL(f)leT:Z = f((pL(wLT))\wLTZZ = f(O) = f(wLT)|wLT:07

was die Hilfsbehauptung zeigt. Schreiben wir n = Z?Zl a;n; € Fil"™(N(V)) beziiglich
einer Basis ny,...,ng von N(V), erhalten wir aus

d
= Z vr(a)pr(n) € QIN(V) = QQ"N(V)) € QN(V)¥),

dass es geeignete b; € B} gibt mit

ZQOL az <)OL nz szzSOL nz

Beziiglich der Basis (ny, . ..,nq) sind die ¢ (n;) gerade die Spaltenvektoren der Dar-
stellungsmatrix von ¢y, welche Koeffizienten in GL4(B7[1/Q]) hat. Insbesondere
sind die ¢r(n;) linear unabhanglg und wir erhalten ein System von Gleichungen
or(a;)ern(n;) = Qbipr(n;). Aus der Hilfsaussage erhalten wir wrr | a; fur alle ¢, was
n € wrrN(V) zeigt. N

Fir die Berechnung der Hodge-Tate-Gewichte an der Identitdtskomponente benoti-
gen wir den Ring B.is 1 := L ®p, Beris. In [FO, Theorem 6.14] wird gezeigt, dass die
kanonische Abbildung

Beris,r — Bar

injektiv ist und wir geben B, die von Byr induzierte Filtrierung, wodurch wir
eine Filtrierung auf

Dcris,L(V) = (Bcris,L XL V)GL

erhalten.

Satz 5.3. Sei V' kristallin und L-analytisch. Es gibt einen Isomorphismus von fil-
trierten Vektorraumen

N(V)/WLTN(V) = Dcris,L(V)

und die Filtrierungsspringe mit Vielfachheiten entsprechen den Hodge-Tate- Gewichten
an der Identitdtskomponente.
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Beweis. Diese Ergebnisse flieen alle in [KR09| Cor. 3.3.8] ein. Sie werden in [KR09,
Cor. 2.4.4, Lemma 3.3.1 | behandelt. O

Korollar 5.4. In der Situation von Satz[{.13 liegen die Hodge- Tate-Gewichte von T
in [—r,0].

Beweis. Wir haben gesehen, dass N(V') stabil unter ¢y, ist. Das zeigt n € Fil’(N(V))
fiir alle n € N(V). In dem Beweis ging auch hervor, dass Q"N(V) C N(V)®) gilt.
Mit Lemma [5.2] erhalten wir, dass Fil"™ (N(V) /wzrN(V)) = 0 gilt. Insgesamt folgern
wir, dass sich die Filtrierung zwischen 0 und r abspielt. Die Hodge-Tate-Gewichte
sind die additiven inversen der Filtrierungsspriinge und liegen daher in [—r,0]. O

Korollar 5.5. In der Situation von[{.15 liegen die Hodge-Tate-Gewichte in [a,b].
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