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Kurzdarstellung/Abstract

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, Darstellungen der absoluten Galoisgruppe
einer endlichen Erweiterung K von Q, mithilfe von (¢, I')-Moduln {iber Lubin-Tate-
Erweiterungen von Q,, zu beschreiben.

Dazu wird im ersten Kapitel die Theorie der (¢, [')-Moduln tiber Lubin-Tate-Erweite-
rungen einer endlichen Erweiterung L von Q, behandelt. Auf diesen Moduln wird
daraufhin fiir L = Q, ein zu ¢ linksinverser Operator 1 definiert.

Wie im klassischen, zyklotomischen Fall, wird im zweiten Kapitel mit diesen Ope-
ratoren die Galoiskohomologie einer Darstellung der absoluten Galoisgruppe von K
berechnet. Zum Abschluss werden diese Ergebnisse mit den Ergebnissen aus [SV15]
verglichen.

The goal of the present thesis is to describe representations of the absolute Galois
group of a finite extension K of Q, with (¢, I')-modules over Lubin-Tate extensions
of Q.

In order to do this the first chapter adresses the theorie of (¢, I')-modules over Lubin-
Tate extensions of a finite extension L of Q,. After that one defines for L = Q, on
these modules an operator 1) which is a left inverse to .

As in the classical, cyclotomical case one computes in the second chapter the Galois
cohomology of a representation of the absolute Galois group of K with these operators.
Finally these results are compared with the results in [SV15].
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Einleitung

In dieser Einleitung soll die klassische Theorie der (¢,I')-Moduln erkléart werden
und, wie man mithilfe der zugehorigen Operatoren ¢ und seinem Linksinversen )
die Galoiskohomologie gewisser absoluter Galoisgruppen berechnen kann. Dies ist
nahe an [Col04, Chapter 4, 5] gehalten. Fiir Beweise oder ausfiihrlichere Erklarungen
schaue man also dort. Lediglich die Notation wird so angepasst, dass sie innerhalb
dieser Arbeit einheitlich ist.

(p,I')-Moduln der zyklotomischen Erweiterung

Sei @p ein algebraischer Abschluss von Q,, C,, die Vervollstandigung von (QTP beziiglich
der Bewertung v, mit v,(p) = 1, K| Q, eine endliche Erweiterung, O sein Ganzheits-
ring und k sein Restklassenkorper. Man definiere den Ring

R = xl._%lp O(cp /p O(CP .
Sei (z,,) € R, &, € O, fiir jedes n € N ein Lift von z,, in O¢, und 2™ der Grenzwert
der Folge ((Znsx)?" ). Dann zeigt man, wie in Proposition und Definition 1.9, dass
R = {(z™)]|z™ Oc,, ()P = ()}
gilt, wobei Addition und Multiplikation auf der rechten Seite durch
(x+y)™ = lim (2R gy HRPE () = ) ()

erklart sind. Sei ¢ € C, fiir n € N eine primitive p"-te Einheitswurzel, sodass
(elnt)P = £ gilt. Man setzt dann ¢ := (1,e®,...) € Rund 7 := ¢ — 1 € R und
definiert damit

K, =K(E"), Ky =] K,
neN
Gk = Gal(Q,|K), Hg := Gal(Q,| K») und
FK = GK/HK.
Es bezeichne W (FrR) den Ring der Wittvektoren des Quotientenkorpers von R. Ist
x € W(FrR), so gibt es x; € Fr'R mit

v = pMal,
k=0
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wobei [x] € W(FrR) den Teichmiillerreprisentanten von zjy bezeichnet. Man kann
W (FrR) mit zwei verschiedenen Topologien versehen. Zum einen, mit der starken
Topologie, oder p-adische Topologie, bei welcher die Mengen p*W (Fr R) eine offene
Umgebungsbasis der 0 bilden. Zum anderen mit der schwachen Topologie, welche
gerade die Produkttopologie auf W (FrR) darstellt und bei welcher durch die Men-
gen p"W(FrR) + [7"]W(R) eine offene Umgebungsbasis der 0 gegeben ist. Auf R
operiert der Frobenius ¢ durch p-Potenzierung, sowie die absolute Galoisgruppe Gg,
auf natiirlich Weise. Man erhélt somit per Funktorialitdt auch Operationen von ¢
und Gg, auf W(Fr(R)), welche wie folgt gegeben sind:

g (2o rtlad) = Do r o) @ (3o ptlml) = - tladl

Man setzt dann 7 := [¢] — 1 und definiert

—

O&@p = Zp[[ﬂ—]][l/ﬂ]v

wobei die Vervollstdndigung beziiglich der p-adischen Topologie gemeint ist. Dies ist
ein Unterring von W (Fr(R)) und lasst sich konkret angeben:

Og@p = {Z apm®

kEZ

ay € Zy, kll)r_noo vp(ag) = +oo} :

Sei weiterhin Ogwr C W(Fr(R)) die maximal ganze, unverzweigte Erweiterung von
Ogy, In W(Fr(R)) und Oz © W(Fr(R)) die Vervollsténdigung beziiglich der
p-adischen Topologie. Weiterhin setze man dann O, := (Ogw)"¥. Die zugehorigen
Quotientenkorper werden im Folgenden mit q , £, E™ bhyw. £ i bezeichnet. Auch
der Ring Og¢, lasst sich konkret beschreiben. Sei dazu F' C K, die maximal unver-

zweigte Erweiterung von Q, in K. Dann ist

O¢) = {Z akﬂﬁ

keZ

ay € (’)F,kligloo vp(ax) = —i—oo} ,

wobei g ein Lift eines uniformisierenden Elements des Restklassenkorpers von Og,.
ist.

Definition 0.1.

Ein (¢,I'x)-Modul iiber O, ist ein endlich erzeugter Og,-Modul, zusammen mit
einer Operation von ¢ und einer semilinearen Operation von I'g, welche beziiglich
der schwachen Topologie stetig sind und die miteinander kommutieren.

Ein (¢, I'k)-Modul M iiber Og, heifit étale, falls M durch (M) als Og,-Modul
erzeugt wird.

Es bezeichne Modg’gget die Kategorie der étalen (¢, I' x)-Moduln iiber Og¢ .. Die Mor-
phismen dieser Kategorie sind Og,.-Modulhomomorphismen, welche die Operationen
von ¢ und ['k respektieren.

Weiterhin bezeichne Repgi Z die Kategorie der endlich erzeugten Z,-Darstellungen
von Gg.
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Satz 0.2.
Sei fiir M € Modg’flf’et der Funktor

und firV e Rep(Gf?,Zp der Funktor

Mo, . (V)= (O/u\r Rz, V)HK
definiert.
Dann sind V- MOd((e)f;{,et — Repg{i,zp und Mo, Repgg;zp — Mod%f;et zuein-
ander quasiinverse Funktoren. Insbesondere sind also die Kategorien Mod%’fﬁet und

Repgfgvzp dquivalent.
Berechnung der Galoiskohomologie durch ¢ und v

Es ldsst sich zeigen, dass sich ¢ zu einem injektiven Ringhomomorphismus auf
Oz einschrénkt. Man fithrt dann den Operator ¢ als Linksinverses zu ¢ ein. Im
Wesentlichen gibt es zwei verschiedene Darstellungen des Operators 1. Zum einen
kann man zeigen, dass (1,[e], ..., [e]?"") eine p(Og)-Basis von Og ist und stellt
dann fest, dass ¢ durch

p—1
V: Oz = Ogm, © = ng(mi)[g]l — X
=0
gegeben ist. Zum anderen l&sst sich 1) auch durch

1
Y= e o Tro fp(0 )

darstellen, wobei Tro . p(0) die Spur der Erweiterung Ogw ©(Ogw) ist. Man stellt
dann fest, dass mit ¢ auch 1 stetig ist (beziiglich der schwachen Topologie) und mit
der Operation von Gg, kommutiert.

Unter der Annahme, dass ' prozyklisch ist (was im Falle p # 2 oder Qy(py) C K

gilt) und dass v € ' ein topologischer Erzeuger ist, definiert man fiir V' € Repgi z,

den Komplex C,,r, (V) durch

O M(V) (501&4717'771) M(V) @ M(V)('Y_l)prl _(SOJVI_l)prQM(V) 0
und den Komplex Cy r, (V') durch

(Ym—1,y-1)
) ————>

0— > M(V M(V) @ M(v) 2Pt ee oy g

Dabei ist M (V) = Mo, (V). Fiir i € Nound V' € Repgi,zp zeigt man dann:
Hi(GKv V) = Hi<C<PaFK(V)) = Hi(CTZ%FK(V»

In der vorliegenden Arbeit soll diese Theorie fiir sogenannte Lubin-Tate-Erweite-
rungen aufgebaut werden. Zuvor soll jedoch noch eine weitere Anwendung der Theoire
der (p,T'x)-Moduln angefiihrt werden.
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Weitere Anwendungen

Neben der Berechnung der Galoiskohomologie gibt es noch weitere Anwendun-
gen der Theorie der (p,I')-Moduln. Im Folgenden soll noch auf die Beschreibung
der sogenannten Iwasawa-Kohomologie mit (¢, ')-Moduln eingegangen werden. Zu

dem betrachteten Kérperturm definiert man fiir V' € Rep(Gfi) z, die i-te Iwasawa-
Kohomologie durch

H},(V) = lim H'(G,., V).
Dann gilt der folgende Satz (vgl. [Col04, 6, Theorem 6.2.2, S.112]).

Satz 0.3.
IstV e Repgfzzp, so gilt

H{ (V) =0 falls i # 1,2,
Hy, (V) = Mo, (V)*,
Hy, (V) = Mo, (V) /(¥ = 1).

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. Otmar Venjakob fiir das interessante
Thema und die vielen hilfreichen Konversationen danken. Ebenso mdéchte ich Herrn
Dr. Andreas Riedel fiir die vielen Hilfestellungen und Anmerkungen danken. Ein
weiterer Dank geht an meine Korrekturleser Angelika Kupferer, Jonas Belzner und
Martin Liidtke fiir das Aufspiiren von Tippfehlern und fiir stilistische Verbesserungs-
vorschldge. Ein ganz besonderer Dank geht an meine Eltern, Nikolaus und Angelika
Kupferer, die mir in den letzten Jahren immer zur Seite standen und mir dieses
Studium iiberhaupt erst ermdglicht haben.



KAPITEL 1

(p,')-Moduln iiber Lubin-Tate-Erweiterun-
gen

Gegenstand dieses Kapitels sind (¢, [')-Moduln, welche iiber Lubin-Tate-Erweite-
rungen einer endlichen Erweiterung L von Q,, gebildet werden. Einige dieser Resultate
werden dabei aus der Literatur zitiert. Den Abschluss bildet dann ein Abschnitt, in
dem fiir L = Q, der Operator v definiert wird, welcher linksinvers zu ¢ ist.

1.1 Lubin-Tate-Gruppen und Tate-Moduln

Sei p eine Primzahl und @p ein algebraischer Abschluss von Q,. Fiir die gesamte
Arbeit ist jede algebraische Erweiterung von Q, als Teilkdrper von @p zZu verste-
hen. Sei weiterhin C, die Vervollstdndigung von @p beziiglich der Bewertung v, mit
vp(p) = 1 und Oc, der zugehorige Ganzheitsring. Sei K|Q, eine endliche Erweite-
rung, Ok der zugehdrige Ganzheitsring, ki der Restklassenkorper, K" die maximal
unverzweigte Erweiterung von Q,, in K, Ogw der zugehdrige Ganzheitsring und kgcur
der Restklassenkorper. Sei ferner L|Q, eine endliche Erweiterung mit L € K, O
der Ganzheitsring von L, 7 ein Primelement von Oy, k; der zugehorige Restklas-
senkorper, ¢ = p” die Méchtigkeit von k7, L™ die maximal unverzweigte Erweiterung
von Q, in L, Opuw der zugehorige Ganzheitsring und kzw der Restklassenkorper.

Sei fr, € Op[X] ein Lubin-Tate-Polynom zu 7, und Gy € Or[X,Y] eine Lubin-Tate-
Gruppe zu fr, d.h. iiber Oy, gilt dann (vgl. [Neu07, S.345, S.3591t]):
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Nach [Neu07, (2.2) Satz S.345, S. 361f] gibt es zu jedem a € O, eine eindeutig
bestimmte Potenzreihe [a,, € Op[X] mit den Eigenschaften

[a]7, (X) = aX mod (Grad 2),
[a]x, (G1.(X,Y)) = Gr(lalx, (X), [a]x, (Y)),
(L] I,

frllalz, (X)) = lalr, (f(X)).

)
)

Insbesondere ist [1],, = X. Bezeichnet man mit fé") die n-fache Verkniipfung von
fr, so erhélt man:

Proposition und Definition 1.1.
Beziiglich der durch

x +gL Yy = gL<x7y)
erklarten Addition und der durch

b-z:=[b], (z)

erkldrten duferen Multiplikation bildet die Menge {x € Oc, |f (n)( ) = 0} einen
Or-Modul. Sie wird im Folgenden mit Gp[r}]| bezeichnet und heifst die Menge der
m7-Torsionspunkte von G .

Beweis.

Zu Beginn soll geklidrt werden, dass obige Definitionen allesamt Sinn ergeben, das
heiflt, dass alle auftretenden Potenzreihen konvergieren. Da Potenzreihen iiber voll-
standigen nichtarchimedisch bewerteten Korpern bekanntlich genau dann konvergie-
ren, wenn die Folge der Summanden eine Nullfolge bildet, geniigt es zu zeigen, dass
||, < 1 fiir x € Gp[r}] gilt. Es wird die Kontraposition gezeigt. Sei also # € Oc,
mit |z, = 1. Wegen f.(X) = X9mod 7 gilt dann fr(z) € OF +(ny), also ist
fu(z) € OF. Insbesondere gilt " £ 0 fiir alle k € N und damit z ¢ G [77].

Als n#chstes wird untersucht, ob obige Verkniipfungen wohldefiniert sind. Seien da-
zu z,y € Grln}] und b € Op. Nach der vorausgegangen Bemerkung gilt dann
fr([bl, () = [b]r, (fr(x)) = [b]+,(0) = 0, also ist b x € Gp[n}]. Weiterhin ist

0=G.(0,0) =GL(fr(x), fu(y)) = fL(Gr(z,y))

und damit ist G (z,y) € Gp[r}]. Die oben erklarten Verkniipfungen auf G [n7] sind
also wohldefiniert. Wegen f.(0) = 0 ist 0 € Gp[n}] und wegen G.(X,0) = X,
Gr(0,Y) =Y ist 0 das neutrale Element beziiglich ,+¢, “. Nach [Fr68, Proposition
1, S. 22] ist die Existenz von inversen Elementen in O¢, gesichert, da die auftreten-
den Potenzreihen in Oc, konvergieren. Es bleibt zu zeigen, dass das Inverse eines
Torsionspunktes wieder ein Torsionspunkt ist. Sei also € Gp[r}] und y € O¢, mit
Gr(z,y) = 0. Dann gilt

0= f"(0) = £ (Grlw.y) = Gr(f (@), () = G0, £ () = £ (v).
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Folglich bildet G [7}] mit der durch G, gegebenen Addition eine abelsche Gruppe.
Dass G [7}] mit der oben erklirten d&uleren Multiplikation zu einem Op-Modul wird,
ist mit den zuvor erwiahnten Vertriaglichkeiten sofort ersichtlich. O

Beispiel 1.2.

An einigen Stellen soll erklart werden, inwiefern diese Theorie eine Verallgemeinerung
des , klassischen Falls “ darstellt. Dabei ist unter dem klassischen Fall der Fall L = Q,,,
7 = pund G;, = Gy, gemeint, wobei G(X,Y) = X + Y + XY die multiplikative
formale Gruppe bezeichnet. Letztere Bezeichnung hat ihre Rechtfertigung, denn
fir z,y € Oc, gilt

Gt ) +1=a+y+ay+1=(z+1)(y+1),

d.h. die durch é; gegebene Operation entspricht der Multiplikation mit Translation
um 1.
Fiir a € Z,, ist dann (vgl. [Neu07, Beispiel, Seite 361])

()= (LX)~ 1=3 () Xt

=1

dabei ist (¢) = % Folglich ist

[plp(X) = (1+ X)? — 1= X? mod p.

Also ist G, in der Tat ein Lubin-Tate-Modul zum Primelement p iber Z,. Weiterhin
1st
PV (X) = 1+ X" 1,

p

d.h. die Nullstellen von [p]én) (X) sind gegeben durch 1 — (n, wobei (,» die Menge
p(p™) der p"-ten Einheitswurzeln in O¢, durchlduft. Ferner ist dann

Gn[P"] = {1 = Gr |G € pu(p") -
Satz 1.3.
Gr|n}] ist ein freier O /7}Or-Modul von Rang 1.

Beweis. [Neu07, (5.2) Satz, S.364]
Ist A, € G\ G777, so induziert O, — Gr[n?],z + x -\, den Isomorphismus.
[

Proposition und Definition 1.4.
Fiir natiirliche Zahlen k < n seien die Abbildungen

Qni: Grlrt] — QL[WE], T Wz_k T

definiert. Dann bildet (GL[7}], atur)n €in projektives System.
Der projektive Limes

TG = rglgL[WZ]

heifst der Tate-Modul von Gy,
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Korollar 1.5.
TGy ist ein freier Op-Modul von Rang 1.

Beweis.

Die Familie (O, /77 Oy),, bildet eine Filterbasis von O mit N, O /77O = 0. Da Oy,
kompakt und Lm Oy, /77O, Hausdorffsch ist, ist Of, als topologischer Ring isomorph
Al 1'&11(9,;/7?2(9,;. Nach Satz 1.3 ist Gp[n}] ein freier O /7}Or-Modul von Rang 1.
Weiterhin ist fiir £ < n das Diagramm

Op/m}Op ——Gy[r]]

n—k n—k
L \L lﬂ'L

OL/TF]ZOL N*>gL[7le]

kommutativ, da O /77O — G [r}] fiir alle n € N ein Modulhomomorphismus ist.
Folglich ist @ O /77 Or, isomorph zu TGy, was gerade der Behauptung entspricht.
m

Sei L, = L(G[r}]) der Korper der n}-Torsionspunkte von Gy, iiber L, Lo, = U, Ly,
GL = Gal(@@), HL = Gal(@p| Loo) und FL = Gal(Loo ‘L) = GL/HL.
Sei ebenso K, = K(G[r}]) der Kérper der 7}-Torsionspunkte iiber K, Ko = U, K,
G = Gal(Q,|K), Hk := Gal(Q,| Kx), ' := Gal(K |K) = Gx/Hyk und K die
maximal unverzweigte Erweiterung von Q,, in K. Die wichtigsten Definitionen sind
noch einmal in nachfolgendem Diagramm zusammengefasst.

%N

rp K

Bemerkung 1.6.

Nach [Neu07, (5.4) Theorem, S. 366] sind die Erweiterungen L, |L rein verzweigt. Da-
her ist Lo |L ebenfalls rein verzweigt. Folglich ist L™ auch die maximal unverzweigte
Erweiterung von Q,, in L, weshalb keine neue Notation fiir Letztere eingefiihrt wur-
de.

Wegen L C K ist K,, = KL,, sowie K, = K L,,. Weiterhin ist Gx C G, Hx C Hy,
und Gx N Hp = Hg, denn ist 0 € Gx N Hp, so ist o(z) =z fir z € K, oder x € Ly,.

L
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Folglich ist o(z) = z fiir € Ko, = K L. Daher ist der Kern des natiirlichen Homo-
morphismus Gx — G /Hj gleich Hg und man erhélt einen natiirlichen, injektiven
Homomorphismus ',k — I'z, d.h. I'x kann stets als Untergruppe von I';, betrachtet
werden.

Beispiel 1.7.
Im klassischen Fall erhdlt man L, = Q,(u(p")) und K,, = K(u(p™)), also die Kérper
der p"-ten Einheitswurzeln.

Proposition 1.8.
Es gibt einen stetigen Isomorphismus xr: I', — OF, sodass y(A) = [x(V)]x,(A) fir
vyeTl'L und X € TGy gilt.

Bewezs.

Nach [Neu07, (5.4) Theorem, S. 366] gibt es einen Isomorphismus y, zwischen
Gal(L,|L) und OF /(1 + (7})), sodass Vn(An) = [Xn(Yn) ]r, (An) fiir alle A, € Gp[7}]
und v, € Gal(L,|L) gilt, wobei x,(7,)" einen (beliebigen) Lift von x,(v,) in Of
bezeichnet. Die x,, sind stetig beziiglich der diskreten Topologie auf Gal(L,|L) und
OF /(1 +(7})). Durch Ubergang zum projektiven Limes erhilt man somit einen steti-

gen Isomorphismus xz: I'y — OF mit x.(7) = (xn(7)) fiir v = (7,) € I'L. Da x(v)
nach Konstruktion ein Lift von x,(7,) fiir alle n ist, gilt somit fiir A = (\,) € TGy

YA = (W) = (Xa () Tr (An)) = (XD, (An)) = DX (1)), (A)-

1.2 Der Operator ¢

Proposition und Definition 1.9.
Es sei

R = @OCp /pO(Cp7

wobei die Ubergangsabbildungen durch x +— xP gegeben sind. R ist ein Ring von
Charakteristik p, auf welchem Gg, operiert.
Fiir v = (x,,) € R bezeichne &, € O, fiir jedes n einen Lift von x,,. Dann konvergiert

die Folge ((in+k)pk) unabhdngig von der Wahl des Lifts in Oc,. Bezeichnet man den
Grenzwert dieser Folge mit ™, so folgt

wobei Addition und Multiplikation durch (x + y)™ = lm(zh) 4y pagy,
(zy)™ = 2My™) erklirt sind. Weiterhin ist R nullteilerfrei.

Beweis.
Sei v = (x,) € R und &, € Oc, ein Lift von x,. Um zu zeigen, dass die Fol-

ge ((Zper)?") in Oc, konvergiert, geniigt es zu zeigen, dass zu jedem N € N ein
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k+1 A

— (:UnJrk)pk) > N fiir alle & > ko. Wegen

(Zntht1)? = Tpgr mod p gibt es oy € Oc, mit (Tpypy1)? = Tpgr + pog. Damit ist

ko € N existiert, sodass v, ((f;nJrkH)p

p* k

N k N k ~ k N k P N k_; ;

(xn—l—k:-‘rl)p - (xn—i-k)p - (In-i-k +pak)p - (xn+k>p = E : < i ) (xn-‘rk)p Z(pakY'
i=1

Wegen v, ((pzk)pl) > pF fiir 1 <@ < p* ist dann v, ((jnJrkH)P'““ — (inJrk)Pk) > pk.
Man wihle also kg so groB, dass p* > N gilt.

Sei 7, € O, fiir jedes n ein weiterer Lift von z,,. Wegen 2, = #,,44 mod p gibt es
dann B € Oc, mit 2, = Tn4i + pBr. Wie eben ergibt sich somit

p* k
R k . k p N ki i
T e (T Zl ( ; )(-Tn-i-k)p (pB)
und damit v, <(:f3;1+k)pk - (£n+k)pk> > p*, d.h. die Folge ((:%;Hk)pk — (in+k)pk> kon-
k
vergiert gegen 0. Folglich ist 2™ unabhingig von der Wahl des Lifts.
Man setze M := {z = (z)[z() € Oc,, (z"*V)? = 2™}, Die Abbildungen

p: R — M, (z,) — (™) und
o: M =R, (™) — (™ mod p)

sind invers zueinander, da (£n+k)pk mod p = %, mod p = =z, fiir alle k¥ und somit
auch 2™ mod p = z,, gilt und 2™ unabhingig von der Wahl des Lifts ist. Ersteres
impliziert also o o p = id und Letzteres p o 0 = id. Erklart man auf M Addition
und Multiplikation wie oben, so werden p und o sogar zu Ringhomomorphismen. Fiir
x,y € M gilt insbesondere (z + )™ = 2 + 4™ mod p.

Diese Identitdt soll nun benutzt werden um zu zeigen, dass R nullteilerfrei ist. Seien
also (™), (y™) € R und 2™, y™ € O¢, mit 0 = (™) (y™) = (z™y™). Angenom-
men es ist (y™) # 0. Dann gibt es ng € N mit y™) # 0 und wegen (y™ 1) = y™
gilt dann bereits y™ £ 0 fiir alle n > ng. Da Oc, nullteilerfrei ist, gilt folglich
2™ = 0 fiir alle n > no. Damit muss aber schon ™ =0 gelten, denn anderenfalls
gibe es ny < ng mit ™) # 0 und wie eben wire dann 2™ £ 0 fiir alle n > nq, im
Widerspruch zu 2™ = 0 fiir alle n > ng. Also ist (z() = 0 und R damit in der Tat
nullteilerfrei. O

Proposition 1.10.
Der Ring R st isomorph zu

@ O(Cp /7TL O(Cp>
wobei die Ubergangsabbildungen durch x — x4 gegeben sind. Versieht man alle Objekte

mat der Topologie des inversen Limes, so ist dies sogar ein topologischer Isomorphis-
mus.

Beweis.
Wie eben zeigt man, dass

lim O, /7 Oc, = {z = (2|2 e Oc,, (21 = g(My

x4
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gilt, wobei (™ den Grenzwert der Folge ((Z,4%)?) und &, € Oc, einen Lift von
r, € Oc, /71, Oc, bezeichnet, und damit, dass @n(?@p /71 Oc, nullteilerfrei ist.
Weiterhin bildet die Familie (Oc, /p O¢,) zusammen mit den Ubergangsiabbildung
x — 27 ein kofinales System der Familie (O¢, /p Oc,) zusammen mit den Ubergangs-
abbildung x +— zP. Dazu identifiziert man das n-te Glied der ersten Familie mit dem
nr-ten der zweiten. Daher ist

R = lim Oc, /pOc, -
x—xd
Wie eben zeigt man dann, dass {z = (2™)|2™) € Oc,, (V)7 = 2™} isomorph zu
Im  Oc,/pOc, ist. Daher gilt dann

R = l&l O(CP/T"LO(C,,-

x—xd

]

Proposition und Definition 1.11. (Topologie auf R)

Auf R ist durch vg(z) = v,(29) eine Bewertung definiert. Beziiglich dieser Be-
wertung ist R ein vollstindiger Bewertungsring mit maximalem Ideal mg. Die so
definierte Topologie stimmt mit der Toplogie des inversen Limes tiberein.

Beweis.
Fiir z = (z),y = (y™) € R gilt

vr(7) = +oo & v, (2?) = 400 & 2©

vr(zy) = vp((2y)" ) = v, (2 VYY) = 0,(2'9) + 0, (") = vr (@) + vr(Y).

Es bleibt also v (zy) > min{vg(x), vr(y)} zu zeigen. Sei dazu x,y # 0 angenommen.
Wegen (" 1” = 2 gilt v, (")) = pv, (™) und somit vg () = p"v,(z™). Insbe-
sondere gibt es also ein n € N mit v,(z(™) < 1 und v,(y™) < 1. Wie im Beweis zu
Definition und Proposition 1.9 festgestellt wurde, gilt (x + y)(”) = 2™ + ™ mod p.
Damit folgt

=0 & =0,

vr(@ +y) = po((z +y)™)
> p" min{u, (¢, v,(y"™), 1}
= p" min{u,(¢), v,(y")}
= min{vg (™), vr (y™)}.
Weiterhin gilt
vr(z) > p" e vy (x™) > 1< 2™ =0 mod p.
Bezeichnet P,: R — Oc, /p Oc, die Projektion auf die n-te Komponente, so folgt

{z € Rlvg(x) > p"} = ker(F,).

In der von vy definierten Topologie bildet die Familie ({z € R|vg(x) > p"}), eine
Basis der offenen Nullumgebungen und da ker(P,) C ker(P,,) fiir n < m gilt, bildet
in der Topologie des inversen Limes die Familie (ker(P,)), eine Basis der offenen
Nullumgebungen. Wie eben gesehen wurde, stimmen diese aber iiberein, weshalb die
Topologien identisch sind. O]
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Satz 1.12.
Der Korper Fr'R st algebraisch abgeschlossen.

Beweis. [FO10, Proposition 4.8, S.118] O

Satz 1.13.
Der Ring der Wittvektoren W (Fr'R) ist ein wvollstindiger diskreter Bewertungsring
mit maximalem Ideal pW (Fr'R) und Restklassenkorper FrR.

Beweis. [Sch07, Satz 5.22, S.31] O

Bemerkung 1.14.

Auf W (FrR) lassen sich also zwei Topologien definieren.

Zum einen die p-adische Topologie, welche auch starke Topologie genannt wird.
Zum anderen die Produkttopologie beziiglich der durch vz definierten Topologie auf
R. Diese Topologie wird auch schwache Topologie genannt. Im Folgenden wird sich
zeigen, dass diese Topologien nicht {ibereinstimmen und beide ihre Berechtigung ha-
ben.

Proposition 1.15.
Durch g -z := (gz™),, wird eine stetige Operation von G auf R definiert.

Bewezs.

Wegen g(p) = p fiir alle g € G, ist die Operation von G, auf O¢, /p O¢, wohldefiniert
und da die Elemente aus G; Automorphismen sind, ist auch die Operation auf R
wohldefiniert. Es geniigt nun zu zeigen, dass die Operation von G auf O¢,, stetig ist.
Denn dann ist auch die Operation auf Oc, /p Oc, stetig und somit auch diejenige auf
R. Die Mengen p° Oc, mit ¢ € Q. bilden eine Basis der offenen Nullumgebungen. Es
geniigt also die Aussage fiir diese Mengen zu zeigen. Seien nun g € G, und x € Oc,
mit g(xz) € p°O¢, und ¢ = a/b. Es gibt eine Folge (z,), in (9@, welche gegen x
konvergiert, d.h. es gibt ein N, € N mit z,, — x € p® Oc, fiir alle n > N,. Dann ist
L' := L(xy,) ein endlicher Erweiterungskérper von L, Gr := Gal(Q,|L') C G eine
offene Untergruppe und wegen p* Oc, C p°Oc, gilt dann auch g(z,) € p® O, fiir
alle n > N,. Sei nun z € Oc, so gewéhlt, dass xy, + p*z = z gilt. Fiir h € G/ und
y € Oc, gilt dann

gh(z +p*y) = gh(zn, +p*(y + 2)) = 9(zn,) + D gh(y + 2) € p° O, .

Also ist gG 1/ X (ac + p° Ocp) eine offene Umgebung von (g, z), deren Bild in p® Oc,
liegt, d.h. die Operation ist stetig. O

Bemerkung 1.16.

Auf Oc, /pOc, gibt es mit dem Frobenius x — 2? einen (beziiglich der Quotien-
tentopologie) stetigen und offenen Ringhomomorphismus, ebenso auf Oc, /71 Oc,
durch den Frobenius z — 29, denn die Quotiententopologie auf Oc, /p Oc, bzw.
Oc, /7, Oc, entspricht der diskreten Topologie, da die Mengen x + pOc, und
v+ 7 Oc, fir z € Oc, in Oc, offen sind. Da die Verkniipfungen auf R kompo-
nentenweise definiert wurden, setzt sich dies in eindeutiger Weise zu einem stetigen
und offenen Ringhomomorphismus auf R fort, wobei R mit der Topologie des inversen
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Limes, bzw. der durch vg definierten Topologie versehen ist, welche nach Definition
und Proposition 1.11 identisch sind. Da die Multiplikation auf R komponentenweise
definiert wurde (vgl. Proposition und Definition 1.9), sind diese Homomorphismen
auch auf R durch p- bzw. g-Potenzierung gegeben und da R nullteilerfrei ist, sind
sie sogar injektiv und lassen sich auf FrR fortsetzten. Da R und FrR nach [FO10,
Proposition 4.6, S. 117] sogar perfekt sind, sind diese Homomorphismen bijektiv. Im
Folgenden werden diese Homomorphismen mit pg, bzw. ¢, bezeichnet.

Proposition 1.17.
Es gilt kp, = R#t=Y und ky, = (Fr R)¥L=1.

Bewezs.

Die kanonische Inklusion Op < Oc¢, induziert einen stetigen Homomorphismus
Or — Oc, /7L Oc,, dessen Kern gleich 770y, ist, d.h. man erhélt einen stetigen
Homomorphismus k;, — Oc, /7L, Oc,. Da a? = a fiir alle a € kg gilt, erhilt man
somit den stetigen Homomorphismus 3: k;, — R,z +— (z). Dieser ist injektiv, da
ky — Oc, /7 Oc, injektiv ist und es gilt im(8) € R¥L=1 Ist @ = (z,) € RPE7!, so
ist « eine Nullstelle des Polynoms X9 — X. Mit der Darstellung von R aus Proposition
und Definition 1.9 als Teilring von [] Oc, sieht man nun sofort, dass das Polynom
X?%— X in R genau ¢ Nullstellen hat. Folglich ist £ surjektiv und somit insgesamt
ein Isomorphismus.

Sei nun 0 # ¢ € (Fr R)#L=l. Dann ist 277! = 9! und da das Polynom X? — X in
R genau ¢ Nullstellen hat, hat das Polynom X9~! — 1 genau ¢ — 1 Nullstellen in R.
Folglich hat auch X97! — 39~ genau ¢ — 1 Nullstellen in R, die alle von der Form ay
sind, wobei o € R eine Nullstelle von X! — 1 ist. Daher gibt es ein a mit z = ay.
Also ist § = a € R¥L=! und somit (FrR)#-=! = R~ = k;, wie behauptet. O

Proposition 1.18.
Sei T|Q, eine unverzweigte Erweiterung und Op der zugehdrige Ganzheitsring. Dann
gibt es eine stetige Finbettung

Or — W(FrR).

Beweis.

Sei kr der Restklassenkorper von T'. Wie eben erhélt man dann einen stetigen und
injektiven Homomorphismus kr — R, welcher einen stetigen und injektiven Homo-
morphismus k7 — FrR induziert. Durch diesen erhilt man wiederum einen steti-
gen und injektiven Homomorphismus auf den zugehorigen Ringen der Wittvektoren
W(kr) — W(FrR). Da T|Q, unverzweigt ist, ist W(kr) = Or und daher erhélt
man eine stetige Einbettung Or — W (FrR), wie behauptet. ]

Proposition 1.19.
Es gibt eine Abbildung v: TG — R, welche vertraglich mit den Operationen von I'f,
ist. Fir a € Op und x € TGy, gilt weiterhin [a]., t(x) = ([a],, x).

Beweis.
Die natiirliche Inklusion G [n}] < Oc, induziert fiir jedes n € N eine Abbildung
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tn: Grlr}t] = Oc, /7 Oc,. Wegen [rp]r, () = fr(z) und f, = X9 mod 7, sind
dann fiir £ < n die Diagramme

Grlrp] —> Oc, /71 O,

wzk'l i()q"k

Grlmh] —= O¢, /71 O,

kommutativ. Durch Ubergang zum projektiven Limes erhélt man also eine Abbildung
t: TG, — R, (x,) — (x, mod 7).

Wegen ¢,,(x) = x mod 7, gilt ¢, (- x) = Y- tn(x) fur v, € Gal(L,|L) und z € G [7}].
Damit gilt dann aber auch «(vy-z) =~ -¢(z) fir y € 'y und x € TGy,

Fir a € Op und z € Grn}] gilt t,([a], () = [alr, (tn(z)) und somit auch
([o)s, () = [a)e, (o2)) fiix @ € TG, -

Proposition 1.20.

Auf W(Fr'R), versehen mit der Produkttopologie, gibt es einen stetigen, offenen und
bijektiven Homomorphismus ¢, und eine stetige Operation von G, die miteinander
kommutieren.

Beweis.

Sei ¢y, der stetige, offene und bijektive Homomorphismus auf Fr R aus Bemerkung
1.16. Nach Proposition 1.15 gibt es eine stetige Operation von G auf R. Da die
Operation von ¢, auf R durch ¢g-Potenzierung gegeben ist und die Elemente aus G,
Homomorphismen sind, kommutieren die beiden Operationen auf R miteinander. Die
Operationen lassen sich nun in eindeutiger Weise auf W (FrR) fortsetzen und haben
dann auch dort die gewiinschte Eigenschaft. O]

Proposition 1.21.

Es gibt eine eindeutige Abbildung {}: R — W(R) ®o,w OL, sodass fir x € R das
Bild {z} € W(R) ®o,w Or ein Lift von x ist und pr({z}) = [rL]., {z}) = fr({z})
gilt. Weiterhin respektiert {} die Operation von Gy.

Beweis. [Col02, Lemma 8.3] O

Bemerkung 1.22.

Die Operation von G, auf W (FrR) ist nicht stetig beziiglich der starken Topologie.
Denn sei 1 # 21 € O¢, mit (z(V)? = 1 und 2 € Oc, induktiv so gewéhlt, dass
(z )P = () gilt. Dann ist 7 := (z™) € R C FrR und somit {x} € W(FrR).
Man betrachte nun den Punkt (id,{z}) € G, x W(FrR). Wére die Operation ste-
tig, so wiirde es eine offene Untergruppe H < G und ein m € N geben, sodass
h(y) € {z} + pW (FrR) fur alle h € H und y € {z} + p"W(FrR) gilt. Es ist aber
p"W(FrR) C pW(FrR) und pW(FrR) = {(0,05,0,...)|b; € FrR} (vgl. [Sch07,
Satz 5.19, S. 28]) und da {z} ein Lift von z ist, ist die erste Komponente von al-
len y € {x} + p"W(FrR) gleich z. Da G, komponentenweise auf W (FrR) operiert,
miisste also h(z) =  fiir alle h € H gelten, dann wiren aber bereits alle 2™ fix unter
H und somit auch der Kérper L(z™|n € N), welcher unendlichen Grad iiber L hat.
Da H C G, aber offen sein soll, hat H insbesondere endlichen Index und kann somit
nicht alle Elemente von L(2™|n € N) fixieren.
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Lemma 1.23.
Seiv € TG und ~y € I'p,. Dann gilt:

(a) {t(a-v)} = [a]., ({t(v)}) fir alle a € O.
(0) ez, {e(w)}) = {e(yv)} = {7 - 1)} = v {e(v)}.

Ist v ein Op-Erzeuger von TG, so gibt es eine Einbettung Opu] — W(R)®0,w OL,
welche u auf {t(v)} abbildet und die Or[u] mit einem G- und @ -stabilen Unterring
von W(R) o, . Or identifiziert, sodass {¢(TGr)} im Bild dieser Einbettung liegt.

Beweis. [KR09, Lemma 1.3] O

Beispiel 1.24.

Im klassischen Fall entspricht {} dem Teichmiillerrepriasentanten und das Element
{¢(v)} entspricht dem Element 7 = {e}—1, wobeie = (1,e,...) € Rund ™ € O,
eine primitive p"-te Einheitswurzel ist (vgl. [Col04, S.86ff]).

1.3 (p,I')-Moduln und die Kategoriendaquivalenz

oL lK ~ (fg)
1\/Iod@nget = RepGKpL

Es sei Og, € W(FrR) ®o0,. Op die p-adische Vervollstandigung von Op[u][1/ul].
Dann ist Og, ein vollsténdiger diskreter Bewertungsring, dessen uniformisierendes
Element 7y ist und welcher kp((u)) als Restklassenkorper besitzt. Sei weiterhin
Ogu € W(FrR) ®0,. Or die maximal ganze, unverzweigte Erweiterung von Og,
und Oz € W(FrR) ®0,. Or ihre p-adische Vervollstindigung. Die zugehorigen
Quotientenkorper werden mit £, £ und E™ begeichnet. Da es auf W (FrR) nach
Bemerkung 1.14 zwei verschieden Topologien gibt, lassen sich auch die eben definier-
ten Ringe und Korper mit der jeweiligen Teilraumtopologie versehen. Diese werden
dann auch wieder schwache beziehungsweise starke Topologie genannt. Nach Bemer-
kung 1.16 und Proposition 1.20 gibt es auf W(FrR) einen beziiglich der schwachen
Topologie stetigen und bijektiven Homomorphismus ¢, und eine beziiglich der schwa-
chen Topologie stetige Operation G. Diese Operationen schrinken sich jeweils zu
beziiglich der schwachen Topologie stetigen Operationen auf obigen Ringen ein, die
miteinander kommutieren. Der Homomorphismus ¢ ist dann allerdings nicht mehr
surjektiv. Auf Op[u] lassen sie sich mit Hilfe von Proposition 1.21 und Lemma 1.23
konkret beschreiben. Sei also g € G, und Y a;u’ € Op[u], dann ist

g (D a) =D allba(@l )y er (Y au') =3 aifmle, ().

Dabei ist x1(g) ein sinnvoller Ausdruck, da Hj, trivial auf u operiert, weshalb statt g
die Klasse modulo Hg, also das Bild von ¢ in I'j, betrachtet werden kann. Auch Og,
lasst sich konkret beschreiben:

O¢, = {Z a;u’

iE€EZ

i——00

a; € Op, lim vy(a;) = +oo} .
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Weiterhin definiere man O, := (Ogx)"* und € als zugehdrigen Quotientenkdrper.
Wie die zuvor definierten Ringe lésst sich auch dieser Ring mit einer schwachen
und einer starken Topologie betrachten. Auch Og, lédsst sich konkret beschreiben:
Nach Proposition 1.18 gilt K3 € W(FrR) und da K¥|Q, unverzweigt, Ogw die
maximal unverzweigte Erweiterung von Op[u][1/u] in W(FrR) ®0,. Or und Ogx
die p-adische Vervollsténdigung ist, gilt bereits Ogu C Oz und W(Fr R){ = Ogur.
Daher ist Og, die Vervollstandigung des Ringes Oxw ®0, . Oru][1/u]. Falls K|L
unverzweigt ist, so ist K = K" und damit LK™ = K. In diesem Fall ist dann Og¢,

die Vervollstandigung des Ringes Ok [u][1/u].

Beispiel 1.25.
Nach [Col04, S.88] ist im klassischen Fall

p(m) =p(l+m—=1) = (1 +7)" = 1= [plp(n).

In der hier behandelten allgemeineren Situation ist

pr(u) = [mrlr, (w).

Der Operator ¢y, stellt also eine Verallgemeinerung des Operators ¢ aus der klassi-
schen Theorie dar.

Proposition 1.26.
Es ist (’)g%:l >~ O;.

Beweis.
Nach Proposition 1.17 ist (Fr R)¥:=! = k| also ist W (Fr R)?=! = Oy, und daher
(W(FrR) ®0,, Or)?*=" = Of. Folglich ist

Op C O™ C (W(FrR) ®o,, O1)7= = O,

woraus sich die Behauptung ergibt. O]

Definition 1.27.

Ein (¢r,I'x)-Modul iiber Og, ist ein endlich erzeugter Og,-Modul M, zusammen
mit einer von ¢y, induzierten, beziiglich der schwachen Topologie stetigen und semili-
nearen Operation, die mit (,; bezeichnet wird und mit einer beziiglich der schwachen

Topologie stetigen Operation von I'k, sodass diese Operationen miteinander kommu-
tieren. Ein (¢, 'x)-Modul M heifit étale, falls

(par)™: Oy ®0g, o0 M — M, a @ m — app(m)

ein Isomorphismus ist, wobei Og . ®o, _, M bedeutet, dass a®@bm = apr(b) @m fiir
a,b € Og,. und m € M gilt. Die étalen (¢r,['x)-Moduln bilden zusammen mit den
O¢,.-Modulhomomorphismen, welche die Operationen von ¢y, und I'x respektieren ei-
ne abelsche Kategorie, welche mit Mod‘éﬁ’;fgt bezeichnet wird. Die (¢, 'k )-Moduln,

die zugleich Og-Torsionsmoduln sind, bilden eine volle Unterkategorie, welche mit

r ) .
Modé@’ . bezeichnet wird.
K7
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Repg‘i,(% (bzw. Repgi’tgi) sei diejenige Kategorie, deren Objekte endlich erzeug-
te Op-Moduln (bzw. Op-Torsionsmoduln) zusammen mit einer linearen und ste-
tigen Operation von Gk sind. Die Morphismen dieser Kategorie, sind diejenigen
Or-Modulhomomorphismen, die die Gg-Operation respektieren und die stetig sind,
also die stetigen Op |G k|-Modulhomomorphismen. O-Moduln mit einer stetigen und
linearen Operation von G nennt man auch Darstellungen von G . Daher heifit
Repgi)yoL die Katgegorie der endlich erzeugten G g-Darstellungen iiber Op und

Repgi’fgi die Kategorie der endlich erzeugten G-Torsionsdarstellungen iiber Oy

Man definiere nun durch

V(M) = (Og{ﬁ ®O'5K M)‘PL=1

einen Funktor V': Modé@if‘gt — Repgi)pL (bzw. Modé@;fm — Repgi’%i) und
durch
Mo, (V) := (V ®o, Og)"x

; . (fe) er.l'K (fg;tor) Iy
einen Funktor Mo, : Repg; o, — 1\/IodOSK7et bzw. Repg, o, — 1\/IodOSK7tor .
Satz 1.28.

Die Funktoren V' und Mo,  induzieren Kategoriendquivalenzen zwischen 1\/_[odgL€’F’fet
K7

(fg,tor)

eL. 'K
d und Repg,. o, -

f . .
und Rep(c;i,oL: sowte zwischen Mo Ok tor

Beweis. [KR09, Theorem 1.6] O

Proposition 1.29.
Fir M € Mod%-"%
€K

%ot 1St o ingektiv.

Bewezs.

Da pp von ¢y, induziert wird und M = Mo, (V(M)) gilt, geniigt es die Behauptung
fiir id @, auf MOsK (V(M)) zu zeigen. Da Oy, fix unter ¢y, ist, ist ¢, also insbesonde-
re ein Op-Modulhomomorphismus und da O, ein diskreter Bewertungsring ist, gibt
es k,m € Ny und n; € N fir 1 <4 <m, sodass sich V(M) schreiben lésst als

V(M) =0f e @0, /mi0L.
=1

Da ¢y, injektiv auf Og ist (vgl. Proposition 1.20), bleibt zu zeigen, dass id ®¢y,
eingeschrénkt auf den Torsionsuntermodul von V(M) ®o, Ogw injektiv ist.
Hierzu betrachte man zunéchst

OL/ﬂ'LOL Koy Ogﬁ = OEE/WLOEE

Auf Og /7, Ogw ist ¢ gerade die Potenzierung mit ¢ und somit ein Korperhomo-
morphismus und daher insbesondere injektiv. Ist also € Oz mit o (r) € 71,04,
so ist auch z € 7 O0g. Aus der Nullteilerfreiheit von Og folgt dann induktiv,
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dass fiir pp(r) € 7}Og= bereits x € 7} Og gilt. Also ist der von ¢ induzierte
Homomorphismus auf Oz /77 Oz ebenfalls injektiv. Folglich ist id @y, injektiv auf

V(M) ®0, Ogs = Of @0, Ogw & P O1/7}'01 ®0, Oz

i=1
und somit auch auf M = Mo, (M(V)). O
Bemerkung 1.30.

1. Die Forderungen in der Definition von (¢, 'k )-Moduln, dass die Operationen
beziiglich der schwachen Topologie stetig sein sollen, ist sinnvoll, da in Bemer-
kung 1.36 festgestellt wurde, dass die Operation von G auf W (FrR) nicht
stetig beziiglich der starken Topologie ist.

2. Auch wenn sich dieser Abschnitt nahe an [KR09, §1] hilt und auf den dortigen
Beweis der Kategoriendquivalenz verwiesen wird, gibt es doch einige Unterschie-
de, die kurz erldutert werden.

Zum einen sind die Objekte aus Repgi)voL (bzw. aus Repgg;gi ) in [KR09, S.
445] endlich erzeugte Ox-Moduln. Das kann allerdings nicht sein, denn es ist
(Ogﬁ)”:l = O, und Oy, ist im Allgemeinen kein Og-Modul.

Zum anderen wird Og . als Vervollstandigung des Ringes O gur ®0, . Or[u][1/u]
definiert. Auch dies kann so nicht richtig sein, denn wie zuvor schon gesehen
wurde, ldsst sich Og, als Vervollstindigung des Ringes Oguw @0, Op[u][1/u]
beschreiben und K™ muss nicht mit K3 iibereinstimmen.

3. Es soll an dieser Stelle auch noch erklért werden, dass fiir M € Modé@if&

die Bedingung, dass (¢p)* ein Isomorphismus ist, dquivalent dazu ist, dass
M von @y (M) als Og, -Modul erzeugt wird. Dabei ist mit ¢y auch (¢pr)*
stets injektiv, was aber erst spéter gezeigt werden kann (vgl. Bemerkung 1.42).
An dieser Stelle wird daher nur gezeigt, dass M genau dann von ¢, (M) als
O¢,.-Modul erzeugt wird, wenn (p,r)* surjektiv ist.

Sei also (par)* surjektiv und m € M. Dann gibt es 3, a;@m; € Og, Qo o, M
mit m = Y. a;pn(m;). Folglich wird M von ¢y (M) als Og,-Modul erzeugt.
Werde nun M von ¢y (M) als Og, -Modul erzeugt und sei m € M. Dann
gibt es a; € Og, und m; € M, sodass m = > . a;pn(m;) gilt. Folglich ist
m = (em)* (D, a; ® m;) und somit ist ()" surjektiv.

1.4 Der Operator ¢

In diesem Abschnitt soll der Operator ¢, eingefiihrt werden, welcher wie in der klas-
sischen Theorie ein Linksinverses von ¢y, sein soll. Hierzu wird zunéchst gezeigt, dass
(Lu,...,u?") eine ¢ (Ogw)-Basis von Ogy ist. Das daran anschliefende Ziel ist es,
aus der Basis (1,u,...,u?"!) eine Basis (1 = eq, €1, ...,e,_1) zu konstruieren, sodass
sich 1, beschreiben lésst als

q—1 q—1

'LbLI Ogl; = @@L(Ogﬁ)el — OEE, xr = Z@L(Ii>ei = Zo.

1=0 =0
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Um dies zu zeigen, wird nachfolgende Begriffsbildung benétigt.

Definition 1.31.

Ein topologischer Ring R heifit pseudokompakt, falls R vollstindig und Haus-
dorffsch ist und es eine Umgebungsbasis der 0 aus Idealen a < R gibt, sodass R/a
ein artinscher Ring ist.

Ist nun R ein pseudokompakter Ring und M ein R-Modul, so heifit M pseudo-
kompakt, falls M vollstdndig und Hausdorffsch ist und es eine Umgebungsbasis der
0 € M aus Untermoduln N C M gibt, sodass M /N endliche Lénge hat.

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass die Ringe Ogw und ¢ (Og) pseudo-
kompakte Ringe sind.

Lemma 1.32.
Sei (R,m) ein lokaler, noetherscher und nullteilerfreier Ring von Krulldimension 1,

dessen maximales Ideal von einem Element p erzeugt wird. Fir jedes k € N hat dann
R/p*R Krulldimension 0. Insbesondere ist R/p*R als R-Modul artinsch.

Beweis.
Zuniichst sei an die durch die kanonische Projektion 7: R — R/p*R induzierte Bi-
jektion von Idealen erinnert:

{a<a R mit (p*) C a} = {a<R/p"R}.

Sei p<aR/pF R ein Primideal. Dann ist 7~ (p)< R ein Primideal in R mit (p*) C 7~ (p).
Da (0) und m die einzigen Primideale in R sind und (0) C (p*) gilt, ist 7=1(p) = m.
Aufgrund obiger Bijektion ist dann aber bereits p = m/p*R und somit auch das
einzige Primideal von R/p*R. Also hat R/p*R Krulldimension 0 und ist daher als
Ring artinsch. Da aber jeder R-Untermodul von R/p*R auch ein Ideal ist, ist R/p*R
auch artinsch als R-Modul. [

Korollar 1.33.
Sei (R, m) wie oben und M ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul. Dann ist M ein
artinscher R-Modul. Insbesondere hat M also endliche Linge.

Beweis.
R ist bereits ein Hauptidealring. Nach dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln
iiber Hauptidealringen gibt es also ki, ..., k, € N mit

M = EE R/p"R.

Da aber R/p*R fiir k € N nach Lemma 1.32 ein artinscher R-Modul ist, ist auch M
als endliche direkte Summe artinscher R-Moduln artinsch. O

Proposition 1.34.
Oz ist beziiglich der wr-adischen Topologie ein pseudokompakter Ring. Ebenso ist
¢0r(Ogw) beziiglich der mp-adischen Topologie ein pseudokompakter Ring.
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Beweis.

Beziiglich der 7 -adischen Topologie bilden die Mengen WEO@ eine Umgebungsbasis
der 0. Da Ogw noethersch ist, ist auch Ogw/7} Oz fiir alle k& € N noethersch und
nach obigem Lemma 1.32 sogar artinsch. Folglich ist Oz ein pseudokompakter Ring.

Der Beweis fiir ¢r(Ogw) ist identisch. O
Proposition 1.35.

(a) Og, ist beziiglich der mr-adischen Topologie ein pseudokompakter Ring.

(b) Ist M ein endlich erzeugter Og,.-Modul, so ist M beziglich der mp-adischen
Topologie pseudokompakt.

Bewess.

(a) Der Beweis ist identisch zum Beweis von Proposition 1.34.

(b) Da Og, vollstindig beziiglich der m-adischen Topologie ist, ist auch M voll-
stindig beziiglich der 7z-adischen Topologie. Weiterhin sind die Moduln M /7% M
nach Korollar 1.33 artinsch. Folglich ist M pseudokompakt als Og,-Modul.

]

Lemma 1.36. (Pseudokompaktes Nakayama-Lemma)

Sei R ein pseudokompakter Ring, Jac(R) das Jacobson-Radikal und M ein pseudo-
kompakter R-Modul. Gilt dann mM = M fir alle offenen mazimalen Ideale m von
R, so gilt bereits M = 0. Insbesondere folgt aus Jac(R)M = M ebenfalls M = 0.

Beweis. [Bru65, Lemma 1.4] O

Korollar 1.37.

Sei R ein pseudokompakter Ring, Jac(R) das Jacobson-Radikal, M ein pseudokom-
pakter R-Modul und {z;} eine Familie von Elementen aus M. Dann gilt:

Die Familie {x;} erzeugt M genau dann als topologischen R-Modul, wenn die Familie
{T;} ihrer Restklassen M /Jac(R)M als topologischen R/Jac(R)-Modul erzeugt.
Wird M /Jac(R)M bereits durch T, ..., %, erzeugt, so gilt M = Rxy + -+ + Rxy,.

Beweis. [Bru65, Corollary 1.5] O

Lemma 1.38.
Sei E|kp((u)) eine endliche, separable Erweiterung. Dann ist E selbst wieder ein
Laurentreihenring.

Beweis.

Nach [Ser79, Examples of discrete valuation rings 2), S. 6; Examples 2), S. 27] ist
kr((u)) beziiglich der durch v(f) := min{n|a, # 0,f = > a,X"} definierten Be-
wertung ein vollstandiger bewerteter Korper, dessen diskreter Bewertungsring kp [u]
ist. Sei O der ganze Abschluss von kg Ju] in E. Nach [Ser79, Chapter 11, §2; Pro-
position 3, S. 28] ist dann Of ein diskreter Bewertungsring und E ist vollstédndig in
der Topologie von Opg. Ist k der Restklassenkoérper von Og, so ist k eine endliche
Erweiterung von kp. Insbesondere haben also x und Op die gleiche Charakteristik,
daher gilt Op = k[X] nach [Ser79, Chapter II, §4, Theorem 2, S. 33]. Da E der
Quotientenkorper von Op ist, ist E also wieder ein Laurentreihenring. n
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Lemma 1.39.
Sei E|kr((u)) eine endliche und separable Erweiterung. Dann gilt:

p'—1

E= @ or(E)u

Bewezs.

Setze zundchst Ey := kr((u)). Nach Lemma 1.38 ist £ wieder ein Laurentreihenring
in einer Variablen . Daher ist [E : EP] = p. Das Minimalpolynom von u iiber EP teilt
also das Polynom X? —u? = (X —u)? und ist daher von der Form (X —u)’ mit j = 1,
oder j = p. Weiterhin gilt Ef C EPNE, C Ey und [Ey : Ef] = p. Folglich gilt entweder
EPN Ey = Ey, oder EP N Ey = EY. Es soll nun per Widerspruch gezeigt werden, dass
EPNEy = Ef gilt. Sei also angenommen es wiirde E? N Ey = Ej gelten. Dann wiirde
auch Ey C EP C E gelten. Da aber E|E, separabel und E|EP rein inseparabel ist,
miisste dann bereits F' = EP gelten, im Widerspruch zu [E : EP] = p. Folglich gilt
EP N Ey = Ef. Wegen u € Eg und u ¢ Ef folgt dann v ¢ EP, d.h. es ist j = p und
daher F = @p o EPul. Fiir 1 < s < r zeigt man nun analog, dass EP" = @!_ GEPT
gilt und folgert daraus die Behauptung, da mit E|E, auch E?" |Eg Separabel ist. [

Lemma 1.40.
Oz st ein flacher pr(Ogw)-Modul.

Beweis.
Mit ker(y¢y) = 0 erhélt man wie in Lemma 1.32 eine Bijektion von Idealen

{090z} = {a<¢r(Oz)}-

Da Oz ein Hauptidealring ist, ist also auch ¢r(Ogw) ein Hauptidealring. Weiterhin
ist Oz ein torsionsfreier @L(Ogur) Modul, also ist Oz ein flacher ¢ (Ogw)-Modul.

O
Proposition 1.41.
Es gilt
pr—1
gur @ QOL gur
Beweis.

Da die Restklassenkérpererweiterung Ogw /7O |O¢, /71 Og . per Definition sepa-

rabel ist, folgt aus Lemma 1.39 durch Ubergang zum Kompositum

p'—1

Oz /71,05 = P 01.(Ogw /71 Oz u!
i=0
Da ¢ (Ogw/m.0g=) ein Korper ist und jeder ¢r(Ogw)-Untermodul von
¢01(Ogw /7L Ogw) bereits ein Ideal ist, ist ¢ (Ogw /7L Ozw) als ©r(Ogw)-Modul ein-
fach. Daher ist Ogw /7L Ogw ein ¢ L(Ogur) -Modul von endlicher Lénge. Weiterhin ist
fiir 7 € N die Sequenz
0 e Oé’ur/ﬂ-LOSUT H Ogu\r/ﬂf_l@gu\r e Ogur/ﬂ-] Ogu\r e O
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exakt. Es folgt also induktiv, dass Og;/ﬁi(’)ga fir j € N ein ¢p(Og)-Modul von
endlicher Léange ist. Also ist O ein pseudokompakter ¢ (Ogw)-Modul. Mit Korollar
1.37 folgt dann

p"—1

gur - E SOL gur

beziehungsweise dass es eine kurze exakte Sequenz von ¢r,(Ogw)-Moduln gibt

Da ¢ L(Ogur) nach Proposition 1.34 ein pseudokompakter Ring ist, ist dieser Ring ins-
besondere ein pseudokompakter Modul iiber sich selbst. Damit ist dann aber auch C
ein pseudokompakter ¢ (Ogw)-Modul, wobei die Mengen 7% C eine Umgebungsbasis
der 0 € C' mit den geforderten Eigenschaften bilden. Weiterhin ist nach Lemma 1.40
Ogw ein flacher o (Og)-Modul. Da fiir einen beliebigen ¢, (Ogw)-Modul M

M/mM = M ®p,(0q) ¢L(Ogw) /T (Ogw)

gilt, ist somit die Sequenz
0—C/m.C ——= @, o1(Os /7. Oz )t! — O /71,055 — 0

ebenfalls exakt.Wie zuvor bereits gesehen wurde, ist in dieser Sequenz der rechte Pfeil
aber ein Isomorphismus. Daher ist C'/7,C = 0 und mit Lemma 1.36 folgt dann, dass
bereits C' = 0 gilt und somit ist

pr—1

gur @ ()OL 5ur

wie behauptet. O

Bemerkung 1.42.
Nun kann auch gezeigt werden, dass (ypp)* fir M € Modé@’;gt stets injektiv ist

(ygl. Bemerkung 1.30 Aussage 3). Da Hg trivial auf u operiert, erhilt man durch

Ubergang zum Fixmodul
p'—1

= @ QOL(OgK)u

und somit auch )
p—

M = @ (M R0g,. QOL(OgK)> u
i=0

Daher lésst sich jedes Element aus M ®o, o, O¢/ in der Form > m; @ut darstellen.
Ist also >, m; @ u' € M Qo 4, Of, mit

m)" (Z m; & uz> = Z SOM(mi)ui:

so gilt bereits pyr(m;) = 0 fiir alle 4. Da nach Propositon 1.29 ¢, aber injektiv auf
M ist, folgt m; = 0 fiir alle 7 und somit Y, m; ® u* = 0.
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Es wurde nun gesehen, dass (1,u,...,u¢"") eine o (Ogz)-Basis von Og ist. Wie
zu Beginn des Abschnitts schon erklartwurde , soll nun eine Basis (1 = eg, e1, ..., €4-1)
konstruiert werden, sodass sich ¢, beschreiben ldsst als

q—1

q—1
'LbLI Ogﬁ = @@L(Ogﬁ)ez — Ogﬁ, T = Z@L(Ii>ei = Zo.
=0 =0

Im klassischen Fall ist ; = (u+1)" eine solche Basis. Im vorliegenden Fall funktioniert
dies nicht, da ein so definierter Operator im Allgemeinen nicht mit der Operation der
Galoisgruppe G, kommutiert und da der Operator nicht mit der Definition iiber die
Spur iibereinstimmt. Bevor nun aber eine geeignete Basis konstruiert wird, wird der
Operator v, iiber die Spur der Erweiterung Ogw|oL(Ogw) definiert, falls L = Q, gilt.

Im Folgenden ist stets Tr = Tr@?mw(og\m ) zu verstehen.

Proposition 1.43.
Sei IC ein Korper der Charakteristik p und L|IKC eine endliche, nichttriviale und rein
inseparable Korpererweiterung. Dann ist Trz i trivial.

Beweis.
Sei * € L. Da die Darstellungsmatrix der Multiplikation mit z iiber L als
KC(x)-Vektorraum eine Diagonalmatrix mit x auf der Diagonalen ist, gilt

Tr£|lc($) = (TrIC(x)UC o Trﬁ‘]c(m)) (.Z') = [;C“C(SC)]TYK(I)“C

Ist bereits £ = K(x), so gibt es ein m € N und ein ¢ € K, sodass das Minimalpo-
lynom von z iiber K die Gestalt XP" — ¢ hat. Dieses Poylnom ist dann auch das
charakteristische Polynom von x iiber K und da Trzx(2) mit dem Koeffizienten zu
XP" ! iibereinstimmt, ist Trzc(z) = 0.

Ist £ # K(z), so ist [L|I(x)] = 0 mod p. Da K ein Kérper von Charakteristik p ist,
ist dann Trzc(x) = 0. O

Korollar 1.44.
Fiir v € Ogw st TrogAmw(ogAur)(x) durch my, teilbar.

Beweis.
Das Diagramm

Tro o le(0 )
O — 1 (Ogw)
(95@/7@0@? @L(Ogﬁ)/ﬂL@L(Oﬁ)

ist kommutativ, wobei der untere horizontale Pfeil ebenfalls die Spur darstellen soll.
Wie gerade gesehen wurde, entspricht dieser aber der Nullabbildung. Folglich ist
Tr(Ogw) € 7o (Ogw) wie behauptet. O
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Korollar 1.45.
Sei L| Q, unverzweigt. Dann gilt p|Tr(u").

Definition 1.46.
Sei L =Q,. Fir 1 <i <p— 1 setze man

Bemerkung 1.47.
Da (1,u,...,uP™") eine oo (Ogw
Welterhln gllt fir z,y € O

)-Basis von Oz ist, gilt dies auch fiir (1,eq,...,ep_1).

gur gur

gur

Tr(q, (2)y) = g, (z)Tr(y).

Denn nach [Neu07, I, §2, (2.6) Satz, S.9] ist Tr(z) = ) _ o(z), wobei o die (endlich
vielen) gpr((’)gﬁ)—Homomorphismen Oz — Og, fiir einen algebraischen Abschluss

C von gpr(Sur) durchlduft. Sind z,y € Oz, so ist dann

gury

Tr(eg, (x)y) = Y o(eg, (x Z pa, (2)o(y) = ¢q, () Tr(y).

Ist also 2 = ag + ) a;e; € Ogwr mit ag, a; € g, (Ogw), so ist Tr(z) = pag.

Bemerkung 1.48.

Wie zuvor schon erwdhnt wurde, betrachtet man im klassischen Fall die Basis
(1,[e], [e)%, .-, [e]P7!). Diese stimmt im Allgemeinen aber nicht mit der Basis
(1,e1,...,e,_1) tberein. Dennoch erhédlt man durch dieses Basis den selben Ope-
rator ¢, denn es ist Tr(u') = (—1)’p und daher ¢; = u’ — (—1)". Nun ist aber
w = Y, ()EF(=1)7*F. Also lassen sich die e; als Linearkombination von
([l [el%, ..., [e]P~") darstellen, weshalb die Darstellung eines Elements aus Og in ei-
ner dieser Basen denselben Anteil beziiglich des Basiselements 1 hat. Der ¥)-Operator
aus der klassischen Literatur kann also auch durch

gur @ QDQ gur 67, — Ogur;

p—1

r = ZSOQP(%)@‘ — X
i=0

definiert werden.

Definition 1.49. (Der Operator )
Sei L = Q,,. Der Operator ¢, : Oz = Ogw wird definiert durch

|
Yo, = » P2 ° Troqmlp0mm):

Dabei wird ¢q, als Homomorphismus Oz — ¢q, (Ogw) aufgefasst.
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Proposition 1.50.
Der Operator ¢q, stimmt mit dem durch

gur @ (PQ gur 67, — Ogur;

p—l

r = Z@Qp(xi)ei — Zg
i=0

definierten Operator tiberein. Dabei ist eq = 1. Weiterhin gilt:
L. 4q, ist additiv und linksinvers zu @q . Insbesondere ist Vg, surjektiv.

2. g, st stetig beziiglich der schwachen Topologie.

3. Fiir a,b € Oz gilt Yq, (apq, (b)) = ¥g,(a)b.
4. g, kommutiert mit Gg, .

Beweis.
Sei x = ) g, (ai)e; € Ogm. Nach Bemerkung 1.47 ist ¢g, (z) = ao. Dies entspricht
gerade dem oben angegebenem Operator. Zu den iibrigen Aussagen:

1. Die ersten beiden Behauptungen folgen direkt aus der eben bewiesenen Be-
schreibung von g, . Die Surjektivitit folgt aus 1, (pq,(z)) = z fiir z € Ogw.

2. Wie zu Beginn von Abschnitt 1.3 erklért, ist g, beziiglich der schwachen To-
pologie offen auf Og. Ist X C Ogw eine Teilmenge, so ist 1%; (X) = ¢q, (X).
Folglich ist ¢q, stetig beztiglich der schwachen Topologie.

3. Seien a,b € Oz:. Mit Bemerkung 1.47 folgt:

gut

v, (ape, () = g (T (g0, ) ) = ~¢! (Trla)oo, 1)

— 2! (Tr@) b = g, @

4. Seien g € G, und z € Ogw. Da g, injektiv ist, gentigt es

v, (Yo, (9(2))) = vo,(9(vg, (z)))

zu zeigen. Da g, mit Gy, kommutiert und Oz nullteilerfrei ist, ist dies dquiva-
lent zu

Tr(g(z)) = g(Tr(x)).
Ist B = (fi,...,[fp) eine ¢q, (Ogur) Basis von Ogur, so gilt dies ebenfalls fiir
9(B) = (gUf2). .- 9(y)). Detm sei y € Oger und g (5) = g, (a5) i 50 st

y =9l =9 (D" o (@) ) = 3 glva, (@) f) = 3 va,(g(@))g(fi).
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Also ist g(B) ein Erzeugendensystem und da g(B) und B gleich miéchtig sind,
ist es auch eine Basis. Ist Mp(j1,) = (a;;) die Darstellungsmatrix des Homomor-

phismus p,: Ogw — Ogwr, 2 — z2 beziiglich der Basis B, so ist die Darstellungs-

matrix von ;) beziiglich der Basis g(B) gegeben durch (g(a;;)) = M) (tg())-
Da die Spur aber unabhéngig von der Basis ist, ist dann

Tr(g(x)) = Y- glaw) = g (3 air) = g(Tr(a)),
wie behauptet.
[

Korollar 1.51.

Sei L =Q,. FirV € Repgi)pL gibt es einen eindeutigen additiven und surjektiven
Operator Yy : MOSK(V> — M@gK(V), der stetig beziiglich der schwachen Topologie
ist und der fiir a € Og,. und m € Mo, (V) folgende Gleichungen erfillt:

Yu(pg, (a)m) = apr(m),
v (apn(m)) = vg,(a)m.

Ebenso gibt es fir M € Modé@ifgt einen eindeutigen additiven und surjektiven Ope-

rator Yy M — M, welcher stetig beziiglich der schwachen Topologie ist und welcher
die entsprechenden Gleichungen wie oben erfillt.

Beweis.
Auf V ®z, Ogs lisst sich durch

V:V @z, Oz =V @z, Oz, v@7—0QYPg,(7)

ein additiver Operator ¢ definieren, welcher stetig beziiglich der schwachen Topolo-
gie ist, da g, nach Proposition 1.50 stetig beziiglich der schwachen Topologie ist.

Weiterhin gilt g(v ® ) = v ® g(z) fir g € Gk, v € V und v € Og, und nach

Proposition 1.50 kommutiert ¢, mit Gx C Gg,. Folglich schrénkt sich ¢ zu einem
Operator ¢y auf Mo, (V) ein, welcher stetig beziiglich der schwachen Topologie ist.
Seien a € Og, und m =3 v; @ x; € Mo, (V), dann ist

Yulpa, (@)m) = bur (g, (@) Y v @) = vur (3 0@ po, (a)as)
= " ui® g, (vo,(@)z:) =Y ;@ avg, ()
— 0y v @ g, (@) = avn (D vi @ i)
= ayyr(m)

und
Ynr(apu(m)) = du (az v ® SOQ,,<I¢)) =Yy (Z v; ® agon(xi))
- Z v; ® g, (G¢Qp($i)) £ Z v; @ g, (a)z;
= g, (@) Y vi®

= g, (a)m,
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wie behauptet. Insbesondere ist dann 1y (pa(m)) = m fir alle m € M, also ist ¥y,
surjektiv.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei ¢': Mo, (V) — Mo, (V) ein weiterer
additiver Operator, welcher die obigen Gleichungen erfiillt. Wie in Bemerkung 1.30
gezeigt wurde, wird Mo, (V) von (Mo, (V)) als Og,-Modul erzeugt. Sei also
m =3 aipm(m;) € Mo, (V) mit a; € Og,c und m; € Mo, (V). Dann ist

bar(m) = var (D aiors(my))
= Z Yo, (ai)m;
= ¥'(aipu(ms))
=¢(m).

Folglich stimmen v, und v’ bereits iiberein.

Wegen M = Mo, (V(M)) fir M € Mod‘é@iit lasst sich dann auch auf M ein
eindeutiger, beziiglich der schwachen Topologie stetiger, additiver und surjektiver
Operator 1), mit den geforderten Eigenschaften definieren. m



KAPITEL 2

Galoiskohomologie von Darstellungen be-
schrieben durch ¢ und ¥

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Galoiskohomologie von Gk fiir Darstellungen
mithilfe der Operatoren ¢y, bzw. ¢, unter der Annahme, dass I'xc C I';, prozyklisch ist,
zu berechnen. Nach Proposition 1.8 ist 'y, aber isomorph zu O] und OF ist nur dann
prozyklisch, wenn L = Q, gilt. Daher wird in diesem Kapitel lediglich die Notation
iiber Q, aus dem vorherigen Kapitel verwendet und nicht diejenige iiber L. Insbeson-
dere sind die G g-Darstellungen damit Z,-Moduln. Weiterhin ist Z; = u(Z,) x Z,
(vgl. [Neu07, (5.7) Satz, S.145f]), wobei p(Z,) die in Z, enthaltenen Einheitswurzeln
sein sollen. Also ist I'g, fiir p # 2 prozyklisch. Wie in Bemerkung 1.6 erkldrt wurde,
lasst sich I'k als Untergruppe von I'g, auffassen und ist somit fiir p # 2 auch prozy-
klisch.Gilt fiir p = 2 bereits Gg, [7(2@2] C K, so ist 'k ebenfalls prozyklisch.

Die Kohomologie wird nun zunéchst fiir endlich erzeugte Torsionsdarstellungen be-
rechnet und dann wird gezeigt, wie man daraus die Kohomologie einer beliebigen
endlich erzeugten Darstellung erhélt.

Fiir das ganze Kapitel sei v € 'k ein topologischer Erzeuger von I'g.

2.1 Galoiskohomologie von Torsionsdarstellungen
beschrieben durch ¢q,

In diesem Abschnitt soll die Galoiskohomologie von G fiir endlich erzeugte Torsi-

onsdarstellungen mithilfe von ¢g, berechnet werden. Sei also V' € Repgit’%rp) und der

Komplex C,, (V) wie folgt definiert:

(y=1) pry —(par—1) pry

0—— M) vy e M(v) M(V) ——0.

Dabei ist M(V) = Mo, (V). Fir M € Mod?" [,
C@QP’W(M ) analog. Es wird nun gezeigt, dass die Kohomologie des obigen Komple-
xes mit der Galoiskohomologie von V' iibereinstimmt. Dazu wird gezeigt, dass die

durch V. — H Z'(CgpQp ~(V)) gegebenen Funktoren einen universellen ¢-Funktor bilden,

definiert man den Komplex
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der in Grad Null mit dem Funktor V — H i(G K, V) iibereinstimmt. Die zugrun-

deliegende Kategorie Rep gtor (bzw. Modg%p’ o) besitzt jedoch nicht geniigend

Injektive. Es werden nun zwei Kategorlen definiert, welche die Kategorien Repg; (fe, tor)

bzw. Modmp’ " . enthalten, die geniigend Injektive besitzen und auf welche SlCh d1e

Funktoren V und MogK fortsetzen lassen und auch dort eine Kategoriendquivalenz
induzieren. Dies orientiert sich an [Her98, S. 572f], wird aber detaillierter besprochen.

Definition 2.1.

Eine (beliebige) Z,-Darstellung V' von G heiit diskret, falls die Operation von G
auf V stetig bezughch der diskreten Topologie auf V' ist.

Mit Re p (dis tor) sei die Kategorie bezeichnet, deren Objekte diskrete Z,-Torsionsdar-
stellungen und deren Morphismen die stetigen Z, |G k]-Modulhomomorphismen sind.

Proposition 2.2.
Sei V' eine (beliebige) Z,-Darstellung von Gg. Dann sind dquivalent:

(1) V ist diskret.

(it) Fir allev € V ist Gg, = {g € G|g(v) = v} C Gk eine offene Untergruppe.
(iii) V = UVY, wobei U die offenen Untergruppen von Gy durchliuft.
Beweis. [NSWO08, (1.1.8) Proposition, S.7f] O

Proposition 2.3.

Die Kategorie Rep(dllS for)

besitzt geniigend Injektive.
Bewezs.
Da die Z,-Darstellungen von Gk gerade die Z,|Gk]-Moduln sind, besitzt die Kate-

gorie der Z,-Darstellungen geniigend Injektive. Sei nun V € Repéi;: Z)r) und @ ein

injektives Objekt in der Kategorie der Z,-Darstellungen. Sei weiterhin Qg := UQY,
wobei U die offenen Untergruppen von G'x durchléuft und @4, der Z,-Torsionsunter-
modul von (4. Nach Proposition 2.2 ist ()4 dann eine diskrete Z,-Darstellung von
G . Damit ist dann auch Qg eine diskrete Z,-Darstellung von Gx. Da @ injektiv
ist, gibt es einen injektiven und stetigen Z,|G k]-Homomorphismus V' — Q). Wegen

(dis,tor)

V € Re pG 'z, st das Bild dann aber in ()4, enthalten, d.h. es gibt einen injekti-

ven und stet1gen Z,|G i ]-Homomorphismus V' — Q. Daher bleibt noch zu zeigen,

dass Qg injektiv in der Kategorie Rede1S tzor ist. Seien hierzu A, B € Re Gd;f tzor),

a: A — B, sowie : A — Qg stetige Z [pGK] Modulhomomorphismen, wobei «
zusatzlich injektiv sein soll. Da @) injektiv als Z,-Darstellung ist, gibt es dann einen
stetigen Z,[Gk]-Modulhomomorphismus n: B — @, sodass das folgende Diagramm
kommutiert

A—-DB
g
Qd,t n

:
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Da n aber ein Z,|G k]-Modulhomomorphismus und B ein diskreter Z, |G k]-Torsions-
modul ist, ist auch das Bild von 7 in @ ein diskreter Z,[Gk]-Torsionsmodul, d.h.

im(n) C Qa;¢ Also ist Qa ein injektives Objekt in Repgjf:tzir), =
Proposition 2.4.
Die Objekte aus Repg;

Genauer gilt sogar:
Zu'V € Rep(dls for) gibt es eine induktive Familie (V;); in Repgi’f%rg mit injektiven

(dls tor (fg,tor)

) sind induktive Limiten von Objekten aus Repg;,. 7z,

Ubergangsabbzldungen, sodass V = 13 V; qilt.

Beweis.

Sei V € Rep™ und (e;);e; ein Z,|G-Erzeugendensystem von V. Die Menge der
endlichen Teﬂmengen von [ ist partiell geordnet und gerichtet beziiglich Inklusion.
Fiir ¢ € [ ist nach Voraussetzung die Standgruppe Gk, eine offene Untergruppe von
Gk und da Gk eine proendliche Gruppe ist, ist somit der Index von Gg,., in Gg
endlich. Damit ist also die Bahn Gke; endlich und dies bedeutet, dass der Z,[G k|-
Untermodul Z,[Gyle; von V ebenfalls endlich ist und daher auch als Z,-Modul endlich
erzeugt ist. Versieht man Z,|Gkle; mit der diskreten Topologie, so ist die Operati-

on von Gk auf Z,[Gkle; stetig, da V' diskret war, d.h. es ist Z,[Gle; € Repgi’fz).

Fiir J C I endlich ist dann auch Vj := 3, ; Z,[Gile; € Rep (f5:0)  Weiterhin hat
man fir J,J' C I endlich mit J C J’ stets einen kanonischen, 1nJektiven Z,|Gkl-
Modulhomomorphismus V; — V, e; — e;. Also ist die Familie (VJ) s ein induktives
System in Rep(fg o0 it injektiven Ubergangsabbildungen. Nun stimmt V algebra-

isch mit dem 1ndukt1ven Limes hgl JCT endl V; iiberein und da die V; alle die diskrete
Topologie tragen, triigt auch der induktive Limes die diskrete Topologie. Also ist
auch %ﬂ 1T endl V; versehen mit der Topologie des induktiven Limes ein Objekt in

Repgjf:tzf) und somit isomorph zu V. O

Definition 2F5
Mit Modg(ip

tor.ina S€l diejenige Kategorie bezeichnet, deren Objekte induktive Limi-

W@p7 K
o otor

ten von Objekten aus Mod,,

O¢ .-Modulhomomorphismen smd die vertréglich mit den Operation von ¢g, und
'k sind.

sind und deren Morphismen die stetigen

Lemma 2.6.

Sei R ein topologischer Ring und ¢ ein injektiver und stetiger Endomorphismus auf
R. Sei (A;, fij)ier eine induktive Familie von topologischen R-Moduln mit injektiven
Ubergangsabbildungen.

1. Gibt es fiir jedes i € I eine beziiglich ¢ semilinaeare Abbildung ¢;: A; — A; und
sind die f;; vertrdglich mit der Operation von ¢, so gibt es einen topologischen
Isomorphismus

limg A7~ 2 (limg A,)7",
2. Ist G eine Gruppe, die stetig auf jedem A; operiert, H < G eine Untergruppe

und sind die f;; vertriglich mit der Operation von G, so gibt es einen topologi-
schen Isomorphismus

li A" 2 (ling A)".
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Bewess.

1. Zu jedem k € I gibt es einen kanonischen, stetigen und injektiven R-Modul-
homomorphismus Ale — Ay. Folglich gibt es zu jedem k € [ auch einen stetigen
R-Modulhomomorphismus Ale — h%A, Das Bild dieses Homomorphismus ist
aber bereits in (hg A;)?=! enthalten. Da fiir k¥ < j die Diagramme

A=t

™~

frj (hgrl Ai)@zl

7

p=1
AJ
kommutieren, gibt es aufgrund der universellen Eigenschaft des induktiven Limes
einen stetigen R-Modulhomomorphismus

f: liﬂAle — (liﬂAi)‘pzl, [z] — [z].

Dieser ist injektiv, denn ist [z] € lim A~ und 2 € AY~" ein Vertreter mit [z] = [0]
in (lim A;)¥=!, dann gibt es j > k mit fi;(z) = 0. Da aber die Einschréinkung von
(fi;) die Ubergansabbildungen der Familie (A?~") bilden, gilt bereits [z] = [0] in
lim A7~

Sel nun [z] € (hﬂ A= und z € Ay ein Vertreter. Dann gibt es j > k mit

fri(2) = fri(wr(x)) = o(fij(2))-

Da fy; injektiv ist, ist folglich z € A?=". Daher ist [z] € ligAle ein Urbild von
[z] € (lim A;)#=". Folglich ist f auch surjektiv.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass f offen ist. Sei hierzu f;: A; — @Ai
der stetige, kanonische Homomorphismus. Aufgrund der Definition der Topolo-
gie des induktiven Limes ist dieser auch offen und schrinkt sich zu stetigen
Homomorphismen A;Fl — liglAle bzw. Ale — (hﬂ A;)?=! ein. Per Defini-
tion ist U C @Ale genau dann offen, wenn fj_l(U ) C A;-Ozl fiir alle j of-
fen ist, also wenn es offene V; € A; mit V; N A}‘-’Zl = f;1(U) gibt. Eine Teil-
menge U’ C (lim A;)?=! ist genau dann offen, wenn es ein offenes V' C liﬂAi
mit V' N (11‘131 ﬁ“"zl = U’ gibt. Da fiir beliebige Teilmengen B C @Ai aber
B = U;f;(f;1(B)) gilt, ist U’ somit genau dann offen, wenn es ein offenes
V' C lim A; gibt, sodass fj_l(V’ﬂ(lig A=) = fj_l(U’) fiir alle 5 gilt. Wie zuvor
schon gesehen, gilt fiir [z] € (ling A)#=! und © € Ay bereits x € AY~". Daher ist
dann f;l((ligl APt = Ale. Ist nun f(U) =U" und U C liglAle offen, so ist
U’ genau dann offen, wenn es ein offenes 1V’ C lim A; mit fv )ﬂAle = £ 1(U)
fiir alle j gibt. Da U offen ist, gibt es aber offene V; € A; mit V; ﬂA;-”:1 = fj_l(U).
Dabher erfiillt V' := U; f;(V;) die Bedingung.
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2. Bis auf die Surjektivitdt von f ist der Beweis der zweiten Aussage analog.
Sei also [z] € (lim AN und z € Ay ein Vertreter. Zu h € H gibt es dann ein
j >k mit
foj(x) = frj(ha) = hfyj(z).
Da fy; injektiv ist, gilt dann bereits hz = z und somit auch = € Af. Folglich ist
[z] € lim Af" ein Urbild von z € (lim 4;)"
O

Proposition 2.7.
Tk
Die Funktoren V : Mod%p ¢

K otor

or or F
— Rep fgt ) und Mo, : RepégKtZ) — Modm” -

dis,t 90@ Ik
lassen sich zu Funktoren zwischen den Kategomen Rep( =40 nd Mody?’ " torind €77

,stor,ind

weitern, sodass fir W = limW; € Rede;S tzor und M = @M = Modm” "
qgilt:

Mo, (W) = lim Mo, (W),
V(M) = lin V(M;).

Insbesondere sind also V' und Mo, . auch Aquivalenzen zwischen den Kategorien

(dis,tor) ‘PQP Ik
Repg, ;" und Mod,, " tor,ind"

Beweis.
Sei W € Rep (dls tor , M € Mo dmp tor.ind» (Wi, fi;)i eine induktive Familie in Repég tozrg

WQP FK
or

mit injektiven Ubergansabblldungen und (MM, g;;); eine induktive Familie in Mod,,

mit Ubergansabbildungen, sodass W = llﬂWZ und M = lﬂMz gilt. Da Tensorpro—
dukte mit induktiven Limiten vertauschen gilt

Ogw ®o¢,, M = lim (Ogﬁ R0 . Mz) )
V 2, Oge =l (Vi &, Og).
Die Behautpung folgt dann aus Lemma 2.6. Man beachte dabei, dass
® pi ® pzl . .
lim (Ogur ®0g . MZ) ¢ (1&1 Ogw Qo . Ml) 7 auch G g-linear ist. O

Fir V € Re gﬁs’tzor) (bzw. M € Mo d@@p L ) definiert man den Komplex

,tor,ind
Cogyn (V) (bzw. Cyy (M) wie zuvor durch

O M(V) (901\1_177_1) M(V) @ M(V)(’Yf]-)prl 7(501\/171)pr2M<V) O,

wobei wieder M (V) = Mo, (V) ist (bzw. mit M statt M(V)). Fiir i € N definiere

man den Funktor HL, : Mo d%” oeina = Ab, M — H'(Cy, ,(M)), wobei Ab

,tor,in
die Kategorie der abelschen Gruppen bezeichne. Dass Hpr = (’H;‘;Q )
P

Funktor ist, ist klar. Es bleibt also noch zu zeigen, dass Hmp universell ist und in Grad

; ein additiver ¢-
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Null mit der Galoiskohomologie iibereinstimmt. Zunéchst soll aber die Kohomologie
des obigen Komplexes angegeben werden. Sei also V' € Repé};S tzor dann ist

My, (V) ={z € Mo, (V)| ou(z) =z, y(z) =},
{(z,y) € Mo, (V) @& Mo, (V)| (v = 1)(z) = (xr — 1)(y)}

Hoe, (V) = Mo — D@, (0 — D@z € Mo, (V)] ’
22 ( ) MQEK (V)
V) = e M (V39,7 € Mow (V) 2= (7= D) — (om — D)}

H. (V) =0 fiir i > 3.

PQp

Propos1t10n 2.8.
Sei V € Rep dlsytor) Dann gilt:

HC (V)= VO = O0(Gg, V).

©q,

Bewezs.

Die Giiltigkeit des zweiten [somorphismus ist allgemein bekannt. Nach Definition ist
My, (V) =A{z € Mo, (V)|pu(x) =« ’Y( ) =z} und Mo,, (V) = (V @z, Og)"x.
Nun ist aber nach Proposition 1.26 (’)@Q” = Ly, also ist Mo, (V)#%=! = VHx und
daher ’Hg@p( ) = (VH)™ ' = VG wie behauptet. O

Um nun zu zeigen, dass H%"@p ein universeller J-Funktor ist, wird gezeigt, dass H,,

schwach ausloschbar (engl. weakly effaceable) ist (vgl. hierzu [Buc60 Proposition 4.2,
S. 207]). Hierzu wird Hopq, als Funktor auf der Kategorie Modw@” betrachtet,

,tor,ind
was wegen der Aquivalenz der Kategorien legitim ist. Die Weltere Bedingnung in
[Buc60, Proposition 4.2, S. 207]), dass fiir jede kurze exakte Sequenz

0 M’ M M 0

in Modg(ip tor,na di€ zugehorige lange exakte Sequenz

% % 7 i+1
--HH%I)(M’)HH%I)( )HHWQP(M”) ”ngp(M’)
exakt ist, ist erfiillt, da H,, die Kohomologie eines Komplexes berechnet. Der Be-
weis, dass Hw@ schwach ausloschbar ist, wird in mehreren Schritten gefithrt und
benétigt unter anderem die nachfolgenden beiden Lemmata. Einige Aussagen werden

dabei lediglich fiir Objekte aus Modw@p Y b, Modm” toy

tor  torind bewiesen und spéter

wird erklért, wie sich das auf Objekte aus Mod,, @" Lx bzw Modm" Lx ausdehnt.

K otor ,tor,ind

a4 @p To,

tor auf natiirliche

Zunéachst soll aber erklart werden, wie die ObJekte aus Mo

Weise mit einer Topologie versehen werden kénnen.

Definition 2.9.
Sei N ein Z,[u][1/u]-Modul. Ein endlicher erzeugter Z,[u]-Untermodul von N heift
u-Gitter, falls er N als Z,[u][1/u]-Modul erzeugt.
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©q,-l'o
i tgr)

Bemerkung 2.10. (natirliche Topologie fiir Objekte aus Mod,,,
Sei N € Mod%” 12

g ,tor*
die Vervollstandlgung von Zy[ul[1/u] ist, ist N ein Z,[u][1/u]-Modul. Eine Basis
der offenen Umgebungen der 0 € N der natiirlichen Topologie auf N bilden die
u-Gitter von N.

Da N endlich erzeugt und ein Torswnsmodul ist, und da Og@

Lemma 2.11. T
Sei M € Mo dgo(if’ op

,tor”

Dann gilt:

1. M enthdlt ein u-Gitter, das stabil unter oy und g, ist und auf dem oy — 1
ewn Isomorphismus ist.

2. Zux € M gibt esr € Ny und y € M mit
(v = 1)"(#) = (ear — ().

Bewess.

1. Zunéchst soll ein u-Gitter konstruiert werden, welches stabil unter ¢, ist und auf
dem ¢y, — 1 ein Isomorphismus ist.
Sei n € N, sodass e M = 0 ist und sei (e;)1<i<q ein Erzeugendensystem von

M als Z,[u][1/ul- Modul Ein solches Erzeugendensystem existiert, da Og, die
Vervollsténdigung von Z,[u] [1/u] und M ein Og, -Torsionsmodul ist. Es gibt also
eine Matrix (aij)1<ij<a € Maxd(Zy[u][1/u]), sodass fiir 1 < i < d gilt:

d
= E ajiej.

j=1
Sei s € Ny so gewéhlt, dass fiir alle 4,5 € {1,...,d} gilt:
u’a;; € u" Zy[u] + g, Zp[ul[1/u].

Ein solches s existiert, da sich jedes a;; schreiben lasst als Zzozfn bru®. Sei wei-
terhin 7 € N so gewihlt, dass 7p" ' (p — 1) > s gilt. Wegen g, (u) = u” mod mg,
gilt vq, (u”"™") = " mod mg, und foglich fir alle i € {1,...,d}:

on(ue) = (Urpnfl(p_l)aj» (Urpnflej) : (*)

Jj=1

Fiiri € {1,...,d} setze man nun f; := u"”" e; und es sei N der Z,[u]-Untermodul
von M, der von den f; erzeugt wird. Nach obiger Gleichung (%) ist N stabil unter
@y und da M von (€;)1<i<a als Z,[u][1/u]-Modul erzeugt wird, wird M auch von
(fi)1<i<a als Zy[u][1/u]-Modul erzeugt. Folglich ist N ein u-Gitter von M, welches
stabil unter ), ist. Insbesondere ist NV also eine offene Umgebung der 0 € M.
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Nun soll gezeigt werden, dass ¢y; — 1 ein Isomorphismus auf N ist. Fir z € N
wird dazu zunéchst gezeigt, dass

lim goM( )=0

k—o0

gilt. Sei also x € N und seien z; € Zy[u] mit x = ). x;f;. Wird nun ¢y auf =
angewandt, so erhdlt man mit obiger Gleichung (x):

Z@Qp ) om(fi) = Z <Z vq, (T ( e l(pfl)aji) fj> .

Da (uTP”‘l(pfl)ajJ € u”" Zy[u] + T, Zyp[u][1/u] nach Wahl von r gilt und da
n so gewahlt wurde, dass WapM = 0 gilt, ist (upn*l(p—l)rajo f € """ N. Dies

gilt dann aber auch fiir obige Summe, d.h. es ist ¢ (2) € w?" N. Induktiv folgt
also @k, (x) € u*""'N. Nach Definition der Topologie auf M bzw. N gilt also
limy, o %, () = 0 wie behauptet. Folglich konvergiert fiir z € N auch die Reihe
>p —¢%(z) in N. Diese Reihe ist aber gerade invers zu ¢y — 1, weshalb oy — 1
ein Isomorphismus auf N ist.

Da I'g, topologisch isomorph zu Z, ist und in Z, die Folge (p*)r gegen 0 kon-
vergiert, konvergiert in I'g ~die Folge (v*"), gegen die Identitiit. Insbesondere
konvergiert dann die Folge ((77",z))) in [g, x M gegen (id,z). Da ', stetig
auf M operiert, ist die Abbildung I'g, x M — M, (g,y) ~ g(y) stetig. Daher
konvergiert die Folge (77" (x)), in M gegen x. Also konvergiert (v*" — z), in M
gegen 0. Da N aber eine offene Umgebung der 0 € M ist, gibt es ein k € N, sodass
'ypk(x) — 2 € N und somit auch ~*" (x) € N gilt. Also gibt es auch ein ky € N,
sodass 7" (f;) € N fiir alle 1 < i < d gilt. Weiterhin ist mit z € Z,[u] auch
v(z) € Z,[u]. Man setze nun

-1

= > (N

Dann ist N’ stabil unter der Operation von I'g, und da die Operationen von I'g,
und ¢y vertauschen, ist auch N’ ein u-Gitter von M, welches stabil unter ¢y, ist
und auf welchem @), — 1 ein Isomorphismus ist.

2. Da das eben definierte u-Gitter N’ eine offene Umgebung der 0 € M ist, auf
welchem ¢y — 1 ein Isomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, dass ((y — 1)?" ())x
fiir alle x € M eine Nullfolge ist. Dies folgt aber, wie zuvor schon erkléart wurde,
aus der Stetigkeit der Operation von I'g auf M.

]

Lemma 2.12.
Set M € Mo dcp@" tor und x € M. Dann gibt es N, € Mo dcp@F

M einbetten lasst und in dem x € (pn, — 1)(N,) gilt.

tors U welchem sich
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Beweis.
Da O, ein endlich erzeugter (95@ -Modul ist, ist M als Ong—Modul ebenfalls endlich

erzeugt, d.h. es ist M € Modgip ' Nach Lemma 2.11 gibt es dann r € Ny mit

,tor*

(v =1)"(z) € (enr — 1)(M).

Ist » = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also r > 1 und t; € M so gewihlt, dass
(v = 1)"(z) = (em — 1)(to) gilt und sei n € N so gewihlt, dass mg, M = 0 gilt. Man
setze .
N, = M & P O¢,. /73 Ot
i=1
und wiahle t; als Erzeuger des i-ten Summanden. N, ist also ein endlich erzeugter

Og .- Torsionsmodul. Die Operationen von ¢, und v werden fiir i € {1,...,7} wie
folgt auf N, fortgesetzt:

on, (ti) = ti+ (v = 1) "(z),
’y(ti) =t +t,_1.

Nach Konstruktion gilt (on, —1)(¢,.) = t,. + (v —1)°(z) —t, = x und ¢, = pn, (t,) — x,
also liegt t, im Og,-Erzeugnis von ¢y, (N,) und wegen t,_y = 7(t;) — t; gilt dies
bereits fiir alle ¢;. Also wird N, als Og,.-Modul von ¢y, (IV,) erzeugt. Um zu priifen,
dass oy, mit v kommutiert, geniigt es, dies auf den t; zu priifen. Fiir i € {1,...,r}
hat man in der Tat:

en, (V(t:) = on, () + on, (tio1)
=ti+(y=1)""(x) +tica+ (v = D((v = 1) ()
=(t:) +((y = 1) (2))
=t + (v = 1) (2))
=7(pn, (t:))-

Weiterhin gilt (y—1)%(¢;) = to € M, weshalb sich die Operation von 7 zu einer stetigen

WQP
t0r7

was den Beweis beendet. ]

und semilinearen Operation von I' auf N, fortsetzt. Folglich gilt NV, € Mod,,

Korollar 2.13. T
Ser M € Mo d%p tor,ma und x € M. Dann gibt es N, € Mo d@Q”

sich M embetten “lasst und in dem x € (on, — 1)(V,) gilt.

tor.inds U1 welchen

Bewezs.

Wie im Beweis von Proposition 2.4 gesehen wurde, ist M der direkte Limes seiner
endlich erzeugten Untermoduln. Sei also (M (i))ie ; die Familie der endlich erzeugten
Untermoduln von A mit kanonischen Inklusionen als Ubergangsabbildungen und
Iy .= {i € Ilx € M™}. Man setze dann

MO = ﬂieIOM(i).
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Daher ist My € M fir i € I, und da Og, als diskreter Bewertungsring noe-
thersch ist, ist MO selbst wieder endlich erzeugt. Nach Lemma 2.12 gibt es daher

Nos € Mod%” - mit z € (pn,, — 1)(Noz). Nach dem Beweis von Lemma 2.12 ist

Now = My & P Ot /75 Ok,
i=1
wobel r > 0 mit (y —1)"(z) € (pa, — 1)(Mo) und 7y My = 0. Fiir i € I setze man
dann )
NI = MO & @) e, /78, O,
i=1
und fiir i < j setze man die kanonische Inklusion M@ < MU) auf natiirliche Weise

zu einer Inklusion Néi) — Nggj ) fort. Mit den so fortgesetzten Inklusionen bildet die
Familie (NQE”))Z- ein induktives System. Sei daher N, := lim, NV, Nach Konstruktion
ldsst sich M@ in NS) einbetten, weshalb M ein Untermodul von N, ist. Fiir 7 € I,
gilt weiterhin No, € N und somit auch (YN — 1D (Now) € (e — 1N, also

insbesondere * € (¢ — 1)(]\75)). Folglich ist € (pn, — 1)(N,), was den Beweis
beendet. O

Proposition 2.14.
Der Funktor ”H@Q ist schwach ausloschbar, das heif$t fir jedes M &€ Modmp tx

,tor,ind
und x € Hyy (M) gibt es ein N € Mo dm" tir g und eine Inklusion vx: M — N,
sodass Heqy (1x)(x) = 0 in Hyy (N) gilt.
Beweis.
Sei M € Mod%p Wegen H, (M)* = 0 fiir i > 3 geniigt es die Grade 1 und
2 zu betrachten. ES soll mit Grad 2 begonnen werden.

Sei also x € M. Nach Korollar 2.13 gibt es NV, € Mo d@Q” torind Wit T € (o, —1)(Ny)
und eine Einbettung M — N,. Wie zuvor schon angegeben ist

Moo, (Vo) = Nof{la € N[ 3y, 2 € Not v = (v = 1)(2) — (e, — 1))}

,tor,ind "

also ist die Klasse von x gleich Null in ’Hi@ (Ny).
Nun zu Grad 1. Seien also z,y € M mit (v — 1)(z) = (oa — 1)(y). Wie eben gibt es
nach Korollar 2.13 N, € Modmp torina Mit T € (pn, — 1)(N;) und eine Einbettung

M < N,. Sei weiterhin z € N, ‘mit (pn, —1)(2) = z und s € Ny so gewihlt, dass
ﬁ@pz = ﬂ(‘apy = 0 gilt. Man definiere nun

NLy =N, D OgK/’/T(apOgK

und wihle v als einen Erzeuger der rechten Seite als Og¢, / T, O¢,.-Modul. Die Ope-
rationen von ¢y, und v werden wie folgt auf N, , fortgesetzt:

@Nz,y(v) =,
(W) =v+(y=1)(2) —y.
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Die so erweiterten Operationen von ¢y, und v kommutieren miteinander:

on,, (1) = on, (v + (v = 1)(2) — y)
=0+ ¢n,(1(2) — on. (2) — N, (y)
=v+y(@+z)—r—2-puy)
=v+(y=1(=)+ (v = D) - pmy)
=v+(vy=1)(2) —y
=7(v) = v(¢n,, (V).

Wegen (v — 1)(v) = (y — 1)(2) —y € N, setzt sich dann die Operation von 7y zu
einer semilinearen und stetigen Operation von I'x auf N, , fort. Dies bedeutet, dass

Ny, € Mod@Qp tor.ina 811t und es eine Einbettung M — N, , gibt. Nach Konstruktion
gilt nun

= (PN, = D(z =),
y=(—-D(z—v).

Wie zuvor schon angegeben ist

{(z,y) € Noy & Noy|(v = (@) = (o, — D)}

H ( my) {((me,y — 1)(1;)’ (fy — 1)<I>|Z‘ S Nm,y}

Folglich ist die Klasse von (z,y) gleich Null in H ( N, ), was den Beweis beendet.
[

Insgesamt wurde also gezeigt, dass ’;‘-[%p ein universeller )-Funktor ist, dessen null-
ter Term mit dem nullten Term der Galoiskohomologie iibereinstimmt, weshalb es
einen natiirlichen Isomorphismus zwischen diesen beiden Funktoren gibt. Dieses Re-
sultat soll noch einmal als Satz formuliert werden.

Satz 2.15.

Ist V € Rep (fs, tor) s0 gibt es fiir alle i € Ny einen natiirlichen Isomorphismus von
G x-Moduln

My, (V)= H'(Gk, V).
2.2 Galoiskohomologie endlich erzeugter
Darstellungen beschrieben durch g,

Das Ziel dieses Abschnittes ist es zu erkldren, wie man aus der Kohomologie
fiir Objekte aus Rep (fe, tor) die Kohomologie fiir Objekte aus Rep , erhilt. Sei

Ve Rep(fg . Dann 1st V = LV/WQ Voaund V, = V/mg V' € Re fg tor) Die
kanonischen Ubergangsabblldungen werden mit 7, bezeichnet.
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Lemma 2.16.
Sei R ein Ring, G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe und (Nj, fi;) ein projektives
System von R[G]|-Moduln. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

i (N}) = (jim N;)"
Beweis.
Sei (n;); € @(NH) Dann gilt h(n;) = n; fiir alle j und h € H. Wegen f;;(n;) = n;
fiur j < i ist dann auch (n;) € m Nj und wegen h((n;);) = (h(n;)); = (n;); folgt
dann (n;) € (L )
Sei nun (n;); € (@N) . Dann ist (n;); = h((n;);) = (h(n;)); und daher n; € N/
Folglich ist (n;); € Jm( Ny)H. O
Lemma 2.17.
Es gilt Mo, (V) = lim (V,, @z, Og) 5.
Beweis.
Nach Lemma 2.16 geniigt es zu zeigen, dass V ®z, Oz = L (Vi ®z, Ogw) gilt,
wobei die Ubergangsabbildungen durch 7" ® id fiir n < m gegeben sind. Da Oz
nach Konstruktion mg, -adisch vollstiandig ist, gilt Ogw = lim Ogw /T pogm und da V'
ein endlich erzeugter Z,-Modul ist, ist V' ®z, Oz ein endlich erzeugter Ogz-Modul.
Daher ist V®z, Oz auch vollstidndig beziiglich der g, -adischen Topologie. Weiterhin
gilt
Vn ®Zp Oga = V/TF& V ®Zp Ogﬁ
= V ®Z Z /WQ Z ®Z Ogur ®Ogur Ogﬁ

= (V ©, Ogwr) ®o, (2 /78, 2y ©2,0%)

gur
= (V ®Zp Ogur) ®Og/\ur Ogur/ﬂ-@ gur
= (V ®Zp gﬁ) /ﬂ-@p (V ®Zp OE‘“) :
Da V' ®z, Oz vollsténdig beziiglich der g, -adischen Topologie ist, gilt
V ®z, Oz = lim (V @z, Ogw) /75, (V ®2, Ogw)

und daher auch V ®z, Oz = gnn Vi ®z, Oz wie behauptet. O
Lemma 2.18.

Sei M € Mod@L & Dann sind ”H;QP(M) und Lm?—[;@p(M/mapM) fiir alle i € Ny
isomorph als OgK [GK]—Moduln.

Beweis.
Mit M, := M/x M € Mod,, "’ L

tor

ist M = Lm M,,, da M vollstandig beziiglich der
TQ," adlschen Topolog1e ist, und die Diagramme

0 M, (prr—1,7-1) M,y & Mnﬂ(v—l)prl—(wM—l)przMnH 0

. | l

0 M, epm—1y-1) M, & M, (y=1)pry —(pm—1) pry M, 0
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sind kommutativ, wobei sdmtliche Pfeile stetige Og, [Gk]|-Modulhomomorphismen
darstellen. Um Verwirrungen vorzubeugen, bezeichne nun «,, obigen Homomorphis-
mus M, — M, & M, und 3, obigen Homomorphismus M, & M, — M,, sowie «
und [ die jeweiligen Homomorphismen beziiglich M. Da M nach Proposition 1.35
als endlich erzeugter Og,-Modul ein pseudokompakter Hausdorffraum ist, sind auch
M, pseudokompakte Hausdorffraume und somit ist lim ein exakter Funktor. Folglich
gilt im(a) = Jm im(«,) und ebenso fiir 5. Weiterhin gilt stets ker(a) = lim ker(c,)
und ebenso fiir 8. Es bleibt also noch @(ker(ﬁn)/im(an)) ~ ker(ﬁ)/im(oz%'zu zeigen.
Fiir m € N ist die Sequenz

~

0 —im(ay,,) — ker(B,,) — ker(B,,) /im(a,,) —=0
exakt und fiir m < m' kommutieren die Diagramme

0 —— im(ay,y ) —= ker (5, ) — ker (5, ) /im(c, ) —=0

| | l

0 —— im(ay,) — ker(B,,) — ker(8,,) /im(a,,) — 0.

Da Lm im vorliegenden Fall ein exakter Funktor ist, ist also auch die Sequenz

0 — lim im(a,) — @ker(ﬁn) — lim (ker(B,)/im(av,)) —=0
exakt. Es gilt also @(ker(ﬁn)/im(an)) = ker(f)/im(«), wie behauptet. O

Satz 2.19.
SerV € Rep(Gf%in. Dann gibt es einen (kanonischen) Isomorphismus von Gk -Moduln

Héts(GKa V) = &Hl(Glﬁ Vn)

Beweis.

Da alle V,, endlich sind und da die Operation von G beziiglich der diskreten Topo-
logie auf V,, stetig ist, gibt es nach [NSWO08, (2.7.5) Theorem, S. 141] eine natiirliche
kurze exakte Sequenz

0= lim' Y (G ke, Va) = Hio(Gi, V) = lim H (G, V,) = 0,

wobei l'gll den ersten von lim rechtsabgeleiteten Funktor bezeichnet. Nach [Tat62,
Theorem 2.1, S. 289] sind die abelschen Gruppen H'(Gx, V,) allesamt endlich, da der
Restklassenkorper F, endlich ist. Nach [NSWO08, S. 138] hat dann aber das System
(H'(Gk, V), die Mittag-Leffler-Eigenschaft, was nach [NSW08, (2.7.4) Proposition
S. 140] impliziert, dass T&nl H(Gg,V,) = 0 gilt. Folglich erhélt man obigen Isomor-
phismus. O

Satz 2.20.
SeiV € Repgi’zp. Dann gibt es einen (kanonischen) Isomorphismus von G g -Moduln

My, (V) = Hyy (G, V).

PQp
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Beweis.
Nach Satz 2.15 gilt H, (Vi) = H'(Gk,V,) fiir allen € N. Man erhilt also auch einen

Isomorphismus der projektiven Limiten, d.h. es ist @pr@ (V) = l‘&lH"(GK,Vn).
Nach Lemma 2.17 und Lemma 2.18 gilt H{, (V) = I'&H’pr(@ (V,,) und nach Satz 2.19
ist H!

cts

(Gg,V) = LmHi(GK, V,,). Insgesamt gilt also
HZDQP <V) = @H;Qp (Vn) = I&H Hi(GK’ Vn) = Héts(GKv V)7

was gerade der Behauptung entspricht. O]

2.3 Galoiskohomologie von Darstellungen beschrieben
durch g,

Wie in den beiden Abschnitten zuvor definiere man nun fiir V € Repgfz’zp (bzw.
Repgif%?) den Komplex C¢@p ~(V)

) (¢M*17’7*1) M(V) @M(V)('Y_l)prl —(¢M—1)pr2M(V) 0

0—— M(V
Dabei ist wieder M (V) = Mo, (V) und fir M € Modg%’rf;r definiere man den Kom-
K € K

plex Cy, (M) analog. Es wird nun gezeigt, dass dieser Komplex fiir V' € Repgi’t’%;)

quasiisomorph zu dem Komplex Cw@pn(v) ist, wodurch man einen Isomorphismus

der jeweiligen Kohomologiegruppen erhélt. Durch Ubergang zum projektiven Limes
. . .. (fg)

gilt dies dann auch fiir V€ Repg,. 5 .

Konkret wird nun gezeigt, dass der wie folgt definierte Morphismus von Komplexen

y=1)pr; —(pnm—1) pry

0—— MV) 20 vy e M)
id J{d)MEBid lle
O M(V) (wl\/fflfyfl) M(V) @ M(V) (7_1)131"1 _(wM_l)prQM(V) 0

M(V)—=0

fir V e Repgg;fz ein Quasiisomorphismus ist, wobei wieder M (V) = Mo, (V) zu
verstehen ist. Dass dies tatséchlich ein Morphismus von Komplexen ist, liegt daran,
dass ¥y mit 'y kommutiert und dass ¥y, o py; = id gilt. Um nun zu zeigen, dass
dies ein Quasiisomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, dass die Kohomologie der zu-
gehorigen Kern- und Kokernkomplexe gleich Null ist. Da 1y, nach Korollar 1.51 aber
surjektiv ist, verschwindet bereits der Kokernkomplex. Der zugehérige Kernkomplex
ist:

0 —= 0 —>ker(1hys) ——> ker(vp;) —= 0.
Um zu zeigen, dass die Kohomologie dieses Kernkomplexes verschwindet, geniigt es

also zu zeigen, dass v — 1 auf ker(¢)s) ein Isomorphismus ist. Dies soll im Folgenden
geschehen.
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Proposition und Definition 2.21.

Sei KC ein wollstandiger, diskret bewerteter Kéorper und L|K eine algebraische und
separable Korpererweiterung. Bezeichnet Zp i die Menge der endlichen Erweiterun-
gen von KC, die in L enthalten sind, so bildet die Familie (EX)EegwC beztiglich der
Normabbildungen ein projektives System und man setzt

Xe(£) = lim B~

EGZ[;“C

Dann heifit Xic(L) := Xc(L)* U {0} der Normenkdrper von L|K.

Dabei ist die Addition auf Xic(L) wie folgt definiert:

Fir o = (ag), B = (Be) € Ak(L) und E € Zpx konvergiert die Folge
(Ngp(op + ﬁEr))EgEreguK in E. Sei der Grenzwert dieser Folge mit ng bezeichnet.
Dann setzt man

a+ = (UE)E S X]C(,C)
Beweis. [Win83, 2.1, S. 65{] O

Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung von Normenkorpern sei auf [Win83] verwiesen.
Ebenso wird der folgende Satz eine wichtige Rolle spielen, auf dessen Beweis lediglich
verwiesen wird.

Satz 2.22.

Sei KC eine endliche Erweiterung von Q,, k sein Restklassenkorper und K|KC eine
rein verzweigte, galoissche und prozyklische Korpererweiterung mit Galoisgruppe T'.
Sei weiterhin v € I' ein topologischer Erzeuger, X der Normenkdorper von Ky |K, mx
ein uniformisierendes Element von X, w = y(7wx)/mx und o € Zy,. Dann gilt:

L. Auf X gibt es genau eine k[y — 1]-lineare und stetige Operation
E[v—1] x X = X, (\,z) — Axx,
sodass fiir A € k und x € X gilt:
Axx=Ar, v*x=w(r)
Ist p ein Teiler von a so gilt weiterhin:

2. ¢q,(X) ist ein k[y — 1]-Untermodul von X und v — 1 ist ein Isomorphismus
auf X /g, (X).

Beweis. [Her98, Théoreme 5.1, S.593-599] O

Bemerkung und Definition 2.23.

Nach der Annahme zu Beginn dieses Kapitels ist I'x stets prozyklisch und wegen
[g CTo, = Z) = u(Zy,) x Z, gibt es sogar Untergruppen Ag,I'1x C T'g, so-
dass Ag isomorph zu einer Untergruppe von p(Z,) und I'y x isomorph zu Z, ist und
'k = Ag x I'y g gilt. Fiir p = 2 gilt dann bereits I'x =I'; k.

Sei nun K o := (Ko )?%. Dann ist die Erweiterung K, | K galoissch mit einer zu
I'y k isomorphen Galoisgruppe. Sei weiterhin H; x = Gal((QTp]KLOO), Xy = XQP(KLOO)
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und Xéip ein separabler Abschluss von Xy . Nach [Win83, Théoreme 2.1.3., S. 65{] ist
Xk ein Korper der Charakteristik p, der ein uniformisierendes Element besitzt und
dessen Restklassenkorper isomorph zu kg ist. Weiterhin ist nach [Win83, 2.3.3.2, S.
70f] Xk isomorph zu kg ((X)) und nach [Win83, Corollaire 3.2.3, S. 72] ist die Ga-
loisgruppe Gal(X; p|XK) isomorph zur Gruppe Gal(Q,|K; ) = Hi k. Insbesondere
ist also der Frobemus g, auch auf Xk ein wohldefinierter Kérperhomomorphismus.
Obiges Resultat soll im Folgenden auf £ = K und Ko = K angewandt werden.
Sei weiterhin v, := P71 fiir p # 2 und 7, = ~ fiir p = 2 ein topologischer Erzeuger
von I'y k.

Satz 2.24. -
Set M € Mo dmp’ o

tor- Dann ist 41 — 1 ein Isomorphismus auf ker(¢ar) € M.

Beweis.

Man setze V' = V(M). Zunéachst soll gezeigt werden, dass K durch eine endlich
galoissche, unverzweigte Erweiterung K C K’ C @p ersetzt werden kann.
Sei also K'| K endlich galoissch und unverzweigt. Dann ist 7g auch ein uniformisieren-
des Element von O, und es ist O¢ ., = O/ ®p, O¢, und K, = K' K. Insbesonde-
re ist also mit Ko |K auch K |K' rein verzweigt. Weiterhin ist dann M’ := Og®7, M
ein endlich erzeugter Oy -Torsionsmodul, auf welchem ein stetiger Operator ¢
durch ¢g, ® @ definiert ist. Da K'|K unverzweigt ist, ist 'y = I'xs = Gal(K[ |K’),

d.h. es ist M’ € Modmp’ K

,,tor”
auf ker(t¢ys) ist. Nach Oblgem ist ker(¢ar) = Ok ®o, ker(¢pr) und 1 ist ein Endo-
morphismus von ker(1/). Folglich ist auch (y; — 1)™' = >~ 4} ein Endomorphismus
von ker(¢p,) und daher ist ;3 — 1 auch ein Isomorphismus auf ker(¢).

K darf also durch eine endlich galoissche, unverzweigte Erweiterung ersetzt werden.

Sei also angenommen, dass 7; — 1 ein [somorphismus

Als néchstes soll gezeigt werden, dass angenommen werden kann, dass M einfach
ist.
Ist M nicht einfach so gibt es einen echten, nichttrivialen Untermodul M C M,
mit M’ € Modmp " or Und einen nichttrivialen Modul M" € Modm” " tor» S0dass die
Sequenz
0—>M —>M-—>M —0

exakt ist. Da 1y surjektiv auf M’ ist, erhélt man hieraus mithilfe des Schlangenlem-
mas die kurze exakte Sequenz

0 — ker(¢p) — ker(¢pr) — ker(¢pm) — 0.

Ist nun 7y — 1 ein Isomorphismus auf ker(1,,) und ker(¢ps), so ist 43 — 1 nach dem
Fiinferlemma auch ein Isomorphismus auf ker(,,). Per Induktion nach der Lénge
kann also angenommen werden, dass M einfach ist. Insbesondere kann angenommen
werden, dass mg M = pM = 0 gilt. Denn anderenfalls gibt es einen echten, nichttri-
vialen Untermodul M" = {m € M| mg, M = 0}, der stabil unter ¢y und I'k ist, da
wyp und 'k trivial auf TQ, operieren. Insbesondere ist dann V' ein endlichdimensio-
naler [F)-Vektorraum.
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Nun zum Beweis der Aussage fiir den Fall, dass M einfach ist.

Sei Gy der Kern der Operation von G auf V, T := (Q,)%V, dy := dimg, (V) und
(e1,...,€q4,) eine F,-Basis von V. Da K durch eine endliche, galoissche und unver-
zweigte Erweiterung ersetzt werden kann, kann ohne Einschrinkung angenommen
werden, dass die Erweiterungen K .|K und T'|K rein verzweigt sind. Die Erweite-
rung 7’| Q, ist galoissch, da Gal(Q,|T") = Gy ein Normalteiler von Gg ist und sie ist
endlich, denn V ist endlich und daher auch die zugehorige Automorphismengruppe.
Da weiterhin Gy der Kern der Operation ist, ist mit J := Gk /Gy der Homomor-
phismus J — Aut(V) injektiv. Im Folgenden bezeichne m die Ordnung von J. Da
nach Annahme die Erweiterung 7T'|K rein verzweigt ist, sind die Restklassenkorper
kr und kg von T und K gleich, was bedeutet, dass J = Gal(T|K) gleich ihrer
Trégheitsgruppe ist. Nach [Ser79, Corollary 4, S.68] ist J dann ein semidirektes Pro-
dukt aus einer zyklischen Gruppe J’, deren Ordnung prim zu p ist und einer normalen
Untergruppen P von p-Potenzordnung. Da V nach Annahme einfach und somit ein
endlichdimensionaler [F,-Vektorraum ist, ist V' auch eine endliche p-Gruppe. Wegen
J = Gk /Gy reduziert sich die Operation von G auf V' zu einer Operation von J auf
V. Auf V¥ operiert J (bzw. G ) ebenfalls, denn sei j € J, und x € V. Dann ist j(z)
fix unter jPj~1. Da P aber normal in J ist, ist jPj~! = P, also ist j(z) € VF. Somit
ist V' stabil unter der Operation von J (bzw. Gx) und daher ein Untermodul von V
in der Kategorie Repgi’t,%r;. Nach [Ser79, Lemma 2, S. 138] ist aber V¥ nichttrivial
und da V' einfach ist, kann folglich P = 0, also J = J’ angenommen werden. Also ist
J eine zyklische Gruppe, deren Ordnung m prim zu p ist. Da I'; ¢ = Gal(K; | K) iso-
morph zu Z, ist, ist dann auch T'N K o, = K. Insbesondere ist daher Gy H; x = Gg.
Sei Xr = (Xéip)GV”HLK . Dann ist X7|Xk (endlich) galoissch und die Galoisgruppe
ist isomorph zu Hi r/(H1 x N Gy). Wegen Gy Hy i = G ist J = Gal(Xp|Xk). Da
T|L rein verzweigt ist, ist auch Xr|Xk rein verzweigt, denn wie schon in Bemerkung
2.23 angemerkt wurde, ist der Restklassenkorper von Xy (bzw. Xr) isomorph zu kg
(bzw. k) und es ist kx = kp. Nach [Ser79, Corollary 1, Corollary 3, S. 67] enthélt
der Restklassenkorper von Xr den Korper F' := F,(p,,,) der m-ten Einheitswurzeln
und es gibt ein uniformisierendes Element 7y, von X7, sodass 7%, := 7, ein unifor-
misierendes Element von X ist und sodass durch

g(ﬂ-XT)
Txp

no: JJ — F*, g—

ein injektiver Homomorphismus definiert wird, welcher J mit den m-ten Einheits-
wurzeln in F' identifiziert. Dieser Homomorphismus ist auch Erzeuger der Charak-
tergruppe, also der Gruppe der Homomorphismen von J nach F*. Durch ny wird
insbesondere die Galoisoperation von J auf X beschrieben.

Da V weiterhin einfach als Darstellung von G'x bzw. J und ein [F,-Vektorraum ist,
ist jeder von Null verschiedene F,[J]-lineare Endomorphismus von V' bereits ein Au-
tomorphismus, d.h. Endg,[;(V) ist ein endlicher Schiefkérper und daher nach dem
kleinen Satz von Wedderburn ein Korper der Charakteristik p (vgl. [Ker04, Satz 9.5.2,
S. 3561]). Da J zyklisch, also insbesondere abelsch ist, ist der Ring IF,,[/] kommutativ.
Daher ist dann v — av fiir a € F,[J] ein F,[J]-linearer Endomorphismus von V. Man
kann also [F,[J] als Unterring von Endg,[;; auffassen. Da V' aber einfach als F,[.J]-
Modul ist, ist V' auch einfach als Endp,[j-Vektorraum und damit von Dimension 1.
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Weiterhin ist das Polynom X™ — 1 in Endg,;(V)[X] separabel und zerfillt bereits
in Linearfaktoren, da J C Endp, (V) gerade den m-ten Einheitswurzeln entspricht.
Daher gibt es eine Einbettung von Korpern F' < Endg,[;(V). Es folgt nun, dass die
Operation von J auf V' durch Multiplikation mit einer m-ten Einheitswurzel gegeben
ist. Es gibt also einen Gruppenhomomorphismus n: J — F*| sodass g-z = n(g)x fiir
alle g € J und z € V gilt. Durch dieselbe Vorschrift operiert J dann aber auch auf
F und da F ein in V' enthaltener IF,-Vektorraum und V' einfach als Darstellung von
J ist, ergibt sich, dass F' mit V' bzw. Endg,;(V) iibereinstimmt. Im Folgenden wird
daher 7 stets als Homomorphismus mit Bild in V' aufgefasst.

Weiterhin ist ker(tys) isomorph zu M /op (M), weshalb es geniigt, die Aussage fiir
letzteres Objekt zu zeigen. Da der Restklassenkorper von Ogw nach [KR09, Lemma
1.4, S. 444] ein separabler Abschluss von F,((u)) ist, ist dieser isomorph zu X&ip und
weil V' ein Fj-Vektorraum ist, ist V' = F, ®p, V. Folglich gilt

M = (Ogﬁ ®Zp V)HK = (Ogﬁ ®Zp Fp ®Fp V)HK
= (A7 @, V)" = Hom, (V, X57) %

Die letzte Gleichheit ist dabei wie folgt zu verstehen: Zu der F,-Basis (ey,..., €4, )
von V und zu xz € X&ip ®r, V gibt es eindeutige Elemente z; € X(Sip mit z = > 7;Re;.
Dann ist

Xéip ®r, V — Homg, (V, X&ip), T = Z:cz ®e; = g = [e; — 1]

ein wohldefinierter Isomorphismus von [F,-Vektorrdumen. Es ist M Ak C M ein
(v, T'k)-Untermodul und da M einfach ist, ist M2% = 0 oder M*% = M. Auf
Homg, (V, X&Zp) operiert H; g durch (g-a)(v) := g(a(g~'(v))). Der Fixmodul unter
H, i besteht dann aber gerade aus denjenigen Elementen, die H; g-linear sind. Damit
ist
MA% = (Hom, (V, X)) % = Hom, (V, X5 "5
= Homg, 1, ,1(V; Xéip) = Homp, (g, ,(V, Xr)
= HOIHFP[J}(‘/, XT)

Die letzten beiden Gleichheiten sollen noch erklért werden. Sei v € Homg, 7, . (V, X&ip)
und h € Gy N Hy . Fiir v € V gilt dann:

ha)) = a(hv) "EY a(v).

Also ist im(«) C (Xéip)GVmHlﬁK = Xr, was die Giiltigkeit der vorletzten Gleichheit
erklart. Die F,[J]-linearen Homomorphismen V' — Xr sind bereits F,[H; x]-linear,
da Gy N Hy g trivial auf V und X operiert, also gilt auch die letzte Gleichheit.

Im Folgenden soll eine Basis von Homg, 5(V, X7) als Xx-Vektorraum bestimmt wer-
den, wodurch dann auch klar ist, dass M2 = M gilt. Die Familie (q;); mit
a;(e;) := 6;; ist eine Basis von Homg, (V, A7) als Xp-Vektorraum. Also ist dies ein
Vektorraum von Dimension dy. Weiterhin gibt es einen kanonischen, injektiven und
Xr-linearen Homomorphismus

Homy, (11, ) (V, Xr) @, Xr — Homg, (V, Xr), Zﬁz‘ ® A; — Z Aifi
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Folglich ist die Dimension des Xx-Vektorraumes Homg,z, ,(V, X7) kleiner oder
gleich dy. Die Galoisgruppe von F' iiber F, (bzw. von V iiber F,) besitzt genau
dy Elemente. Sei © die Menge der [F)-linearen Kérperisomorphismen V' = F. Dann
hat © auch genau dy Elemente. Da 7y ein Erzeuger der Charaktergruppe von J iiber
F ist, gibt es daher zu ¢ € © eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl 0 < ay < m,
sodass ¥ on = ny” gilt. Man definiere fiir ¢ € © nun

eg: V= Xp, v d(v)my.
Fiir g € J und v € V gilt dann
es(gv) = D(n(g)v)my, = 15" (9)0(v)m;, = V(v)g(my,) = g(V(v)Tar) = gles(v))-

Man beachte dabei, dass g auf v als Darstellung und auf J(v)7%. als Galoisautomor-
phismus operiert. Daher ist 0 # ey € Homg,m, ,)(V, Xr) und somit ist M = M Ak,

Weiterhin ist die Familie (ey)y iiber Xk linear unabhéingig, da (1, mx,, 7%, ..., 75 ')
tiber X linear unabhéngig ist. Folglich hat Homg,z, ,)(V, A7) Dimension dy iiber

Xk. Man setze nun e := @q, 0 ey, d.h. fiir v € V ist ejy(v) = J(vP)7h.". Da m und p

teilerfremd sind, ist dann auch (ej)y eine Xx-Basis von Homg,z, ,)(V, X7). Man hat
also die beiden folgenden Isomorphismen von Xg-Vektorraumen:

fl (XK)dV — M, (ZL‘@)@ — 21'196,9,
9€O

5,2 (XK)dV — M, (1‘19)19 — 213196;9.
YEO

Sei nun w € X, sodass 11 (7T, ) = Wiy, gilt. Wegen 7% = 7y, gibt es dann ein
wp € Xp, mit w" = w und ¥ (7x,) = wiTx,. Man setze nun ay = pay/m. Da m
teilerfremd zu p ist, ist dann ay € Z, und daher gibt es nach Satz 2.22 eine kg [y, —1]-
lineare Operation auf X mit 7 x 2 = w* 7 (x) und v, — 1 ist ein kg [y1 — 1]-linearer
Isomorphismus auf Xk /g, (Xx). Im Folgenden wird Xy mit dieser neuen Operation
mit Xk, bezeichnet. Somit ldsst sich ¢ auch als Isomorphismus von kx[y; — 1]-
Moduln auffassen
& P Xia, > M,

YEO
denn fiir (zy)y € P Xk o, gilt:

& nx (29)9) = € (W (70))0) = Y w™mi(x9)ey

9e0
= Z’yl(l’ﬁ)wlfaﬂe% - nyl (Iﬂ)ryl © 629
€O LSS
=m (Z 330619) = 1(§'((x0)9))-
)

Dies induziert dann aber auch einen kg[vy; — 1]-linearen Isomorphismus

B Ko/ 90, (Xiay) = M/or(M).
JEO
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Nach Satz 2.22 ist ;3 — 1 ein Isomorphismus auf Xk 4,/ go@p()( K.a,) Und somit auch
auf @ Xk o,/ ¥0, (XK .a,). Daher ist 71 — 1 auch ein Isomorphismus auf M/ (M),
womit der Beweis beendet ist. O

Korollar 2.25. T
Sei M € Mod%” . Dann ist v — 1 ein Isomorphismus auf ker(¢y;) C M.

Bewezs.
Im Fall p = 2 ist nichts zu zeigen. Ist p # 2, so ist v*~1 = ~;. Somit erhélt man

(Z’Y> m-—1)"'=Mm-n-1)"'=1

Also ist auch v — 1 ein Isomorphismus auf ker(iyy). O

Ist Hbe (V):=H Z‘(Cw@pﬂ/(‘/)), so wurde, wie zuvor bereits erklért, insgesamt der
nachfolgende Satz bewiesen.

Satz 2.26.
Se1 V € Repg ) . Dann st der Morphismus von Komplexen

0 M(V) (prr—19-1) MV)® M(V)(v—l)prl—(wM—l)przM(V) 0
id J/dJMEBid M
O M(V) WM*L’Y*U M(V) @ M(V) (Vfl)prl 7(wk171)pr2M(V) 0

ein  Quasiisomorphismus. Insbesondere gibt es also einen Isomorphismus wvon

G -Moduln My, (V) = H, (V) fir alle i € No.

Satz 2.27.
Sei und V € Repgfzzp. Dann gibt es einen Isomorphismus von G -Moduln

f/)@p (V) cts(GK7 v) :

Bewezs.
Wie in Lemma 2.18 zeigt man, dass H,, (V) = 1'&17—[@@ (V/mg, V) gilt, woraus sich
dann mit Satz 2.20 die Behauptung ergibt. O]
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2.4 Galoiskohomologie von Darstellungen beschrieben
durch v nach [SV15]

Wie in [SV15] ausgefiihrt, ist fiir mg, = ep in der Anwendung der Operator 1/¢ g,

von grofier Bedeutung. Dieser Operator aus [SV15] wird im Folgenden mit Vo be-

K
,€

zeichnet und mit W,; der zugehorige Operator auf M € Mod‘(@i’r .- Insbesondere
K

gilt dann also Wg o ¢g, = 1/cid. Das Ziel ist nun, mit diesem neuen W auch die

Kohomologie von V' € Repgfz z, Zu berechnen. Dazu wird ein dhnlicher Komplex

wie in Satz 2.26 betrachtet und es wird gezeigt, dass zwischen diesem Komplex und
dem bereits zuvor definierten Komplex C@Qpﬁ(\/) ein Morphismus von Komplexen
vorliegt.

Der Charakter xq, aus Proposition 1.8 ldsst sich auch als Charakter Go, — Z, be-
trachten, was im Folgenden geschehen soll. Sei weiterhin yx die Einschrankung auf
Gk, Xeye der zyklotomische Charakter, 7o, = Xq, /Xeye und g die Einschrénkung
auf G K-

Proposition 2.28.
Der Charakter 1, ist unverzweigt.
Beweis. [Sti07, Prop 80, S. 67] ]

Satz 2.29.
Set W ein endlichdimensionaler C,,- Vektorraum mit einer stetigen Operation von G, .

Dann gibt es einen Isomorphismus von @E— Vektorraumen
@ ®q W o 1%y
D
Dabei ist Gop = Gal(Q," [ Q,).

Beweis. [Ser98, III Appendix, Theorem 1, S. 111-31] O

Definition 2.30.
Ist N ein Z,-Modul mit einer stetigen Operation von G, so bezeichnet N(7x) den
Z,-Modul mit der durch

g9-n=1r(g)g(n)
definierten Operation, wobei g(n) die urspriingliche Operation darstellt.
Korollar 2.31. y
Es gibt ein a € 7" mit g(a) = 7(g9)""a fir alle g € G, .

Bewets.
Man wende Satz 2.29 auf W = C,(7g,) an. Da 7g, nach Proposition 2.28 unverzweigt

ist, gilt g, (g) = 1 fiir alle g € Ggur. Somit ist Cy(rq, ) % = @f@gr(T@p) = Q¥ (rg, ).
Insbesondere ist also dim@\r(@(ﬂ@p)) = 1 und nach Satz 2.29 ist somit auch
dime(Cp(TQp)G@P) = 1. Folglich gibt es 0 # o’ € C, mit g(a')rg,(g9) = o fiir alle
g € Gg,. Nach Satz 2.29 gilt aber bereits ' € @. Weiterhin gilt somit fiir & € Z
auch g(pka’)T@p(g) = pkg(a’)T@p(g) = pFa’ fiir alle g € Gg,. Wihlt man £ so, dass
a:=pkd € igrx gilt, so erfiillt dieses Element gerade die Bedingung. O]
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Sei von nun an a € Z\;rx mit g(a) = 7o, (g) 'a fiir alle g € Gg, fest gewdhlt. Ins-

besondere gilt @ € O und g(a) = 7g,(g) 'a fiir alle g € Gk. Sei V' € Repgi’t’cz’l;)

und (f1,..., fn) eine Z,-Erzeugendensystem von V, d.h. es ist V = > Z, f;. Ver-
sieht man dann Z, mit der trivialen Gx-Operation, so ist V(7x) = > Z,(7x) fi- Sei
(e1,...,em) ein Og-Erzeugendensystem von Mo, (V). Man betrachte das Element
a® 1€ Oz ®g, Zy(Tk). Fiir g € G gilt dann

gra®l=g(@eT(g)l="(9) la®T(g)l=a 1
Daher ist dann (a ® 1)e; € Mo, (V(7x)) und somit ist

MOsK (V(TK» = Z Oe (a ® 1)61'7

da a eine Einheit ist. Damit ist dann
Mo, (V) — MogK(V(TK)), m— (a® 1)m

ein Isomorphismus von Og,-Moduln. Dieser ist sogar G'i-linear, denn nach obiger
Rechnung ist g - (a ® 1)m = (a ® 1)g(m) fiir g € G.

Da die Erweiterung Q,' | Q, per Definition unverzweigt ist, ist die Galoisgruppe iso-
morph zur Galoisgruppe der Restklassenkorpererweiterung. Letztere wird vom Fro-
benius erzeugt, d.h. in Gal(Q,"|Q,) gibt es ein Element, welches dem Frobenius
entspricht. Da pg, auf dem Restklassenkérper von Ogw ebenfalls nach Konstruktion
dem Frobenius entspricht, gilt somit nach [Sti07, Prop. 80, S. 67]

1
po,(a®1) =¢q (a) ®1=TFrob(a) ® 1= e ® 1.

Da Vg = 1/e ¢q, gilt, erhilt man fiir b,c € Ozz und v € V' wie in Korollar 1.51

1 1
id®@Vgq, (v®¢pq, (b)c) = - id @, (v&pq, (b)c) = b-g id @, (v®c) = b-id @¥q (v&c).

Da 95 nach Korollar 1.51 die Einschrénkung des Operators id ®¢g, auf M@gK(V)

ist (ebenso ist ¥j; die Einschrankung des Operators id ®‘I’Qp) und da € € Z; gilt, ist
¢q,(e) = € und damit gilt fiir m € Mo, (V) auch

Ur((a®1)m) = Wpr(epg,(a @ 1)m) = e(a @ 1)Wpr(m).
Sei nun im Folgenden e :=a ® 1.

Satz 2.32.
FirV e Repgi’fozl;) ist das Diagramm

M(V) (pr—19-1) M) @ M(V) (v—=1) pry —(par—1) pry M(V)
\Le- . \L—se\PM@e i—ee\IfM
M(V (7)) ————= M(V(7x)) ® M(V(7x)) M(V(7x))

(y=1)pry —(¥amr—1) pry

kommutativ. Dabei ist M(V) = Mo, (V) und M(V(7)) = Mo,, (V(7)). Dies ist
sogar ein Quasiisomorphismus von Komplexen.
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Bewess.
Sei m € Mo,, (V). Dann gilt

(Upr — 1)(em) = ee¥p(m) — em,

—eetu(ipw = 1)(m) = —ze (Lm = War(m) ) = ety (m) - em,

Folglich ist das erste Quadrat kommutativ. Fiir das zweite Quadrat sei zusétzlich
n € Mo, (V). Dann gilt

—eeWy ((y = 1)) = (oar = () = ze(War(m) = 7(Par(m)) = Was(n) ) +en,

(y—n(—aﬂM@m)—(wM—1yww:a{mew—V@W@m)_wM@D+@n

Also kommutiert auch das zweite Diagramm.
Da die Multiplikationen mit e und ¢ bijektiv sind, ist wie in Abschnitt 2.3 der Ko-
kernkomplex des obigen Diagramms gleich 0 und der Kernkomplex reduziert sich zu

ker(Wyy) = ker(W,y). Dass der Kernkomplex fiir ¢, triviale Kohomologie besitzt,
wurde in Satz 2.24 und Korollar 2.25 gezeigt. Da aber ¢ € Z; gilt, besitzt auch der
Kernkomplex zu ¥, triviale Kohomologie. O

Wegen 1y, = eV, lasst sich der nachfolgende Satz wie der vorausgegangene Satz
beweisen.

Satz 2.33.
FirV e Repgifozlg st das Diagramm

(Yapr—1,7-1)

M(V) MV) @ M(V) 07D mOumlpe gy

(
& &%

MV (7)) S0 MOV (7)) @ MUV () T

(Uar—1) pry

kommutativ. Dabei ist M(V) = Mo, (V) und M(V(7)) = Mo, (V(7)). Dies ist
sogar ein Quasiisomorphismus von Komplexen.

Nachfolgender Satz lésst sich wie Satz 2.27 (bzw. Lemma 2.18 und Satz 2.20)
beweisen.

Satz 2.34.
Sei V € Repgi’zp. Dann gibt es Isomorphismen von G g-Moduln

wo, (V7)) 2 H, (V) = Hy(Gr, V) = Hy, (V).

PQp



Symbolverzeichnis

Im Folgenden ist ein Verzeichnis der ab Kapitel 1 verwendeten Symbole mit einer
kurzen Erklarung und einer Angabe, auf welcher Seite das Symbol eingefiihrt wird.

Q, Korper der p-adischen Zahlen S. 5
@p algebraischer Abschluss von Q, S. 5
Uy Bewertung von @, mit v,(p) = 1 S.5
G, Vervollstindigung von @p beziiglich v, S. 5
Oc, Ganzheitsring von C, S. 5
K endliche Erweiterung von Q, S. 5
Ok Ganzheitsring von K S. 5
ki Restklassenkorper von Ok S.5
K™ maximal unverzweigte Erweiterung von Q, in K S. 5
Ok Ganzheitsring von K™ S. 5
k geur Restklassenkorper von O gur S.5
L endliche Erweiterung von Q, mit L C K S. 5
O Ganzheitsring von L S. 5
T, Primelement in O, S.5
kr, Restklassenkorper von Oy, S.5
q = p", Méchtigkeit von kj, S.5
L™ maximal unverzweigte Erweiterung von Q, in L S. 5
Opuw Ganzheitsring von L™ S. 5
kpur Restklassenkorper von O pur S.5
fr Lubin-Tate-Polynom zu S. 5
gr Lubin-Tate-Gruppe zu f;, S.5
[a)x, Potenzreihe zu a € O mit gewissen Eigenschaften S. 6
fén) n-fache Verkniipfung von [, S. 6
Gr[r}] Menge der n7-Torsionspunkte von Gy, S. 6
TG = Lm Gp[m?] - Tate-Modul von G, S. 7
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L, = L(Gp[n}]) - Korper der m}-Torsionspunkte von Gy, iber  S. 8
L
L = U,Ly, S. 8
Iy = Gal(L |L) S. 8
GL = Gal(Q,|L) S. 8
Hy = Gal(Q,| Loo) S. 8
K, = K(Gp[n}]) - Korper der 7}-Torsionspunkte von G, iiber  S. 8
K
K = U, Ky S. 8
Ik = Gal(K« |K) S. 8
Gk = Gal(Q,|K) S. 8
Hy = Gal(Q,| Kx) S. 8
XL Isomorphismus I', — OF mit o(v) = [x(0)]., (v) fir c € S.9
I'yund v e TG,
R =1im Oc, /p O, S. 9
UR Bewertung auf R mit vg(r) = v,(z®) S. 12
W(R) Ring der Wittvektoren eines Ringes R S. 12
©q, Frobenius auf R mit g, ((2n)n) = (24),, spiter auch auf S. 13
W (FrR) und stabilen Unterringen
L Frobenius auf R mit g, ((2n)n) = (1)n, spiter auch auf S. 13
W (FrR) und stabilen Unterringen
L mit I'y, vertréagliche Abbildung 7G;, — R S. 14
{} Abbildung R — W(R) @pu Oy, - {x} ist ein Lift von z S. 15
u entspricht {¢(v)} fiir einen Op-Erzeuger v von TG, S. 15
O¢, p-adische  Vervollstdndigung  von  Opfu][l/u] in S. 16
W(FrR) @pu Of
Ogur maximal unverzweigte Erweiterung von Og, in S.16
W(FrR) @puw O
Ogl\r p-adische Vervollstandigung von Oguwr in W(FrR) @pw O S. 16
Er Quotientenkorper von Og, S. 16
o Quotientenkorper von Ogur S. 16
gu Quotientenkorper von Oz S. 16
O — (Oz)"" S. 16
OM von ¢y, induzierter Operator auf einem (¢, I'x)-Modul M S. 17
Modé@’;gt Kategorie der étalen (¢r,'x)-Moduln S. 17
ModZ:" % Kategorie der endlich erzeugten (¢r, I'x)-Torsionsmoduln ~ S. 17

Og . stor
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v Modg." — Rep(f , (bzw. Modg:', — Rep(iy)) S.17
mit V(M) = (Ogu\r ®0¢ M><PL:1
Repgf; Z, Kategorie der endlich freien Darstellungen von G iiber S. 17
Or
Re git%? Kategorie der endlich erzeugten Torsionsdarstellungen von S. 17
G tber Oy,
Mo, Rep(), — ModZ:™, (bzw. Rep(ys) — Modg:'s ) S.17
mit Mo, (V)= (V Ko, Ogﬁ)HK
Tr = Tr@ﬁw(@ﬁ) S. 23
Vg, zu g, linksinverser Operator auf Ogz, definiert durch 5. 24
1/p ¢g) © Tto o le(0 )
Y zu ) linksinverser Operator auf einem (pq,, 'x)-Modul ~ S. 26
M
w(Zy) in Z, enthaltene Einheitswurzeln S. 28
vy topologischer Erzeuger von I'y S. 28
Coq, ~(V)  Komplex beziiglich ¢q, fiir eine G g-Darstellung V/ S. 28
Cyg, (M) Komplex beziiglich ¢q, fiir einen (¢q,, I'x)-Modul M S. 28
H i(Cpr,w(V)) i-te Kohomologie des Komplexes Cyy (V) S. 28
H'(Gk,V) i-te Galoiskohomologie von V S. 29
Repg;f:tzzr) Kategorie der diskreten Z,-Torsiondarstellungen von G S. 29
Modg(ii fgr’ind Kategorie, deren Objekte direkte Limiten von Objekten S. 30
aus Modz%’;ftir sind
Ab Kategorie der abelschen Gruppen S. 32
H, Mod{" %, q — Ab, M HI(C,,, (M) S. 32
Ho, = (”H%) S. 32
Va = V/m3 V fiir V € Repye 5, S. 38
ot Ubergangsabbildung V,y — V;, fiir V € Repg ;- S. 38
Cuyg, ~(V)  Komplex beziiglich ¢q, fiir eine Gg-Darstellung V' S. 41
Cyg, (M) Komplex beziiglich 1, fiir einen (¢g,, I'x)-Modul M S. 41
Xic(L) Normenkérper der algebraischen und separablen Erweite- S. 42
rung L|K
Ax Untergruppen von 'y mit I'x = Ag X I'y g, wobei Ag S. 42
I i isomorph zu einer Untergruppe von p(Z,) und I'y x iso-
morph zu 7Z,, ist
K1 oo = (K,)"¥ S. 42



54 Symbolverzeichnis

H, kg = Gal(Q,| K1) S. 42
Xx = Xo, (K1,00) S. 42
X&ip separabler Abschluss von Xx S. 43
" topologischer Erzeuger von I'y g S. 43
e, Rep("'7) — Ab, V = Hi(Cy, (V) S. 47
Vo, = 1/etpq, S. 48
W =1/ey S. 48
Xeye zyklotomischer Charakter S. 48
Q, = X, /Xeye S. 48
TK Einschrinkung von 7q, auf Gk S. 48
N(7k) Z,-Modul N mit durch 7 geshifteter Gx-Operation S. 48
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