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Einleitung

Fiir den Rest dieser Arbeit sei p eine Primzahl.

Motivation

Auf den ersten Blick scheint es schwierig diese Arbeit einer mathematischen Teildiszi-
plin zuzuordnen. Etwas pauschal formuliert konnte man ihr Thema etwa so festlegen,
dass man sich mit dem Studium von p-adischen Liegruppen, welche rein formal als
Gruppenobjekte in der Kategorie der lokal analytische Q,-Mannigfaltigkeiten auf-
treten, mit Schwerpunkt auf ihre Gruppenkohomologie beschiftigt. Dabei geht es
hier nicht so sehr um den Bezug zur algebraischen Zahlenthorie, was man vielleicht
zuerst denken konnte, sondern eher um die algebraische Theorie dieser Liegruppen.
Beginnt man sich in die Theorie der p-adischen Liegruppen einzuarbeiten, so sieht
man sich sofort einigen Schwierigkeiten gegeniibergestellt. Einige der Hauptschwie-
rigkeiten sind neben der Fiille an unterschiedlichen Charakterisierungen und Klas-
sifikationen von p-adischen Liegruppen die komplizierten Filtrationstechniken und
Analytizitatsbegriffen, auf welchen die algebraische Theorie fufit. Deswegen ist es
sicherlich wichtig, eine gute Motivation fiir die Beschéftigung mit p-adischen Lie-
gruppen zu liefern. Diesbeziiglich wird kurz auf eine Anwendung in der algebraischen
Zahlentheorie und eine weitere Anwendung in der algebraischen Topologie eingegan-
gen:

Bei der ersten Anwendung lohnt es sich kurz an die Situation der GLs-Haupt-
vermutung fiir elliptische Kurven ohne komplexe Multiplikation zu erinnern. Sei
hierzu E eine elliptische Kurve ohne komplexe Multiplikation iiber Q und sei Epe
die Gruppe der p-Potenz Divisionspunkte auf £. Man setze die Kérpererweiterung
F = Q(Ey~), die durch die Adjunktion der p-Potenz Divisionspunkte der ellipti-
schen Kurve E entsteht. Dann ist die Galoisgruppe G := Gal(F/Q) eine kompakte
p-adische Liegruppe, genauer lisst sie sich nach einem Ergebnis von Serre sogar als
abgeschlossene Untergruppe von G Ly(Z,) realisieren. Diese Tatsache tragt essentiell
zur Formulierung und Diskussion der G Lo-Hauptvermutung bei.

Die zweite Anwendung stammt aus der stabilen Homotopietheorie der Kugel. Sei
hierzu W,, := Wx, der Ring der Witt-Vektoren iiber F, mit ¢ = p" und sei o :
W, — W,, mit w — w? die Liftung des Frobenius Automorphismusses F, — F,
mit z — 2P. Sei weiter O,, die Ringerweiterung von W,,, die durch die Adjunktion
des Elements S, welches den Relationen S™ = p und Sw = w?S geniigt, ensteht.
Das Element S erzeugt ein zweiseitiges Ideal 91 im lokalen Ring O, und es gilt
O, /M =TF,. Mit dem Kern S,, der Reduktionsabbildung O — F wird die strikte
Morava-Stabilisator Gruppe bezeichnet. Man kann zeigen, dass S,, eine kompakte p-
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6 EINLEITUNG

adische Liegruppe ist. Mit ihrer stetigen Gruppenkohomologie lésst sich die Es-Seite
der Adams-Novikov Spektralsequenz berechnen. Diese ist wiederum von unabding-
barer Wichtigkeit in der eben genannten Homotopietheorie.

Nach dieser kurzen Illustration von zwei der vielen unterschiedlichen Anwendun-
gen p-adische Liegruppen, beschiftigt sich diese Arbeit nun mit einem Vergleichs-
isomorphismus zwischen der stetigen Gruppenkohomologie von p-adischen Liegrup-
pen und ihrer Lie-Algebra Kohomologie. Die ersten Resultate fiir einen solchen
Vergleich lieferte Lazard in seinem bahnbrechenden Werk [Laz65] iiber p-adische
Liegruppen. Genauer bewies Lazard, dass die stetige Gruppenkohomologie mit ra-
tionalen Koeffizienten von bestimmten torsionsfreien p-adischen Liegruppen mit der
Lie-Algebra-Kohomologie mit rationalen Koeffizienten der Lie-Algebra dieser Grup-
pen iibereinstimmt. ([Laz65] V.2.4.9). Auch er stellte sich schon die Frage, die dann
unter anderem von Totaro in [Tot99] weitergefithrt wurde, warum diese Isomorphie
nicht mit integralen Koeffizienten moglich ist. Lazard beschrieb dieses Problem als
reste d faire und erst seit Neuestem sind die Autoren Huber-Klawitter, Kings und
Naumann in [HKNO6] erste Schritte in Richtung einer Losung dieses Problems ge-
gangen.

Um nun den Nutzen einer solchen integralen Lazardisomorphie zu motivieren, soll
an die Arbeit [VO11] von Peter Schneider und Otmar Venjakob iiber die spezielle
Whithead Gruppe erinnert werden, die vor allem fiir Aussagen der algebraischen
K-Theorie wichtig ist.

Sei dazu G ein p-bewertete Gruppe !, A(G) = l%mN Z,(G/N) ihre Iwasawa-Algebra
und man setze A®(G) := Hm Q,(G/N), wobei der projektive Limes tiber alle
normalen offenen Untergruppen N der Gruppe G genommen wird. Die spezielle

Whitehead Gruppe wird in [VO11] durch
SK1(MG)) := ker(Ki(A(G)) — Ki(A®(G)))

definiert. Mit Hilfe der integralen Lazard Isomorphie und einigen weiteren Zusatzbe-
dingungen an die Gruppe G kann man SK;(A(G)) explizit berechnen. Diese Resul-
tate stellen weitere Mosaiksteine der Hauptvermutung in der nicht-kommutativen
Iwasawa-Theorie dar.

Nach dieser Motivation, soll nun in dieser Arbeit die Frage beantwortet werden,
fiir welche p-adischen Liegruppen ein integraler Lazard Isomorphismus moglich ist.
Dabei wird unter anderem gezeigt, dass die Bedingung an die p-adische Liegruppe
uniform mdchtig zu sein nicht notwendig ist.

Leitfaden und Ubersicht iiber die Ergebnisse

Das erste Kapitel bildet das technische Herz dieser Arbeit. Es widmet sich der Fra-
ge, wie man Ringen und Moduln Filtrierungen zuordnen kann. Diese werden zuerst
ganz allgemein nach Lazarad [Laz65] Kapitel I eingefiihrt. Dabei bleibt zu bemerken,
dass diese nicht-diskreten Filtrierungen im allgemeinen sehr schwer zu handhaben
sind. Beispielsweise verliert der Funktor gr(—) im nicht-diskreten Fall seine Exakt-
heitseigenschaften. Die Filtrierungen, welche in dieser Arbeit vorkommen sind zum

'Die prézisen Definitionen erfolgen zu einem spiteren Zeitpunkt. Man stelle sich einfach eine
torsionsfreie endlich erzeugte analytische pro-p Gruppe vor.
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Gliick alle diskret.

Anschliefend zu diesen grundlegenden Konzepten bemiiht man sich verschiedene
Eigenschaften der zu den Filtrierungen assozierten Filtrierungstopologie wie etwa
Kompaktheit oder Vollstandigkeit zu untersuchen.

Im zweiten Kapitel geht es darum die p-adischen Liegruppen topologisch einzufiihren.
Die anschlieende Darlegung orientiert sich an dem Buchprojekt von Peter Schneider
[Sch08], sowie an den Arbeiten von Chistian Tobias Feaux de Lacroix [dLG99] und
[dL92]. An erster Stelle steht das Studium von Rdumen iiber nichtarchimedischen
vollstéandigen Korpern und deren Eigenschaften. Als néchstes wird ein geeigneter
lokal analytischer Funktionenbegriff fiir Abbildungen zwischen diesen Rédumen ent-
wickelt. Darauf folgend werden bestimmte topologische Hausdorff-Réume betrach-
tet, die unter Zusatzbedingungen die Grundlage fiir lokal analytische Mannigfaltig-
keiten bilden. Schliefllich werden die p-adischen Liegruppen definiert.

In Kapitel 3 geht es um die Frage, wie man bestimmte p-adische Liegruppen als Q,-
wertige Punkte von Gruppenschemata erhélt. Dies ist ein erster Fingerzeig hinsicht-
lich der Beantwortung der Frage, wie man einen Lazard [somorphismus auf der Ebe-
ne von Gruppenschemata konstruieren konnte, aus welchem die in [HKN06] bewie-
sene Lazardisomorphie und das klassische Ergebnis [Laz65] V.2.4.9 folgen wiirden.
Das eine solche Isomorphie existiert, die mit der zuletzt genannten iibereinstimmt,
wurde bereits in [HK06] gezeigt. Jedoch handelt es sich in diesem Fall aber um eine
Isomorphie zwischen lokal analytischer Gruppenkohomologie und Lie-Algebra Koho-
mologie. Deswegen ist es bis jetzt noch nicht einmal klar, ob eine solche allgemeine
Lazardisomorphie in der stetigen oder in der lokal analytischen Gruppenkohomolo-
gie beschrieben werden sollte.

Um auf die zu Beginn des dritten Kapitels erwiahnte Fragestellung zuriickzukom-
men, werden die Objekte glattes Gruppenschema und dessen vervollsténdigte Versi-
on das formale glatte Gruppenschema eingefiihrt. Dabei beschrinkt man sich auf die
Kategorie SChg(]Olatt der glatten separablen O-Gruppenschemata von endlichem Typ,
wobei K/Q, eine endliche algebraische Korpererweiterung mit Ganzheitsring O ist.
Um nun von der Kategorie der Schemata in die Kategorie der lokal analytischen
Mannigfaltigkeiten zu gelangen, wird ein Analytifizierungsfunktor konstruiert, der
in Kapitel 5.4 auf Objekte in SChg)latt angewendet wird.

Theorem: (Analytifzierung)
Sei X € Obj(Schflatt). Dann gilt:

1. Es emistiert eine lokal analytische Mannigfaltigkeit (X, O%..) und eine ka-
nonische Abbildung ¢ : X — X, die eine Bijektion des zugrundeliegenden
topologischen Raumes | X" mit den K -rationalen Punkten X (K') des Schemas
X induziert.

2. FEs existiert ein Analytifizierungsfunktor

{SCh?latt} ) { lokal a.nalyt?'sch'e }
K -Mannigfaltigkeiten

mit folgenden Eigenschaften:
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(a) Seien X und Y Objekte in Schflatt, dann ist die Analytifizierung des
Faserproduktes tiiber K

(X X Y)™ 22 X x yon

eine lokal analytische K -Produktmannigfaltigkeit.
(b) Gruppenobjekte in Sch9 , werden zu Gruppenobjekten in der Kategorie

glat

der lokal analytischen K-Mannigfaltigkeiten.

Als letzten Punkt in diesem Kapitel wird kurz auf die Weil-Restriktion eingegangen.
Anhand dieser Vorbereitungen wird es in Kapitel 6 moglich sein, eine Version der
Lazardisomorphie explizit auf dem Niveau der glatten Gruppenschemata anzugeben.

Im vierten Kapitel wird sowohl die Kohomologie von Lie-Algebren als auch die Ko-
homologie von Liegruppen eingefiihrt. Im néchsten Abschnitt werden einige Lem-
mata aus der homologischen Algebra bewiesen, welche fiir den Beweis der integralen
Lazardisomorphie von unabdingbarer Wichtigkeit sind. Das erste ist das urspriing-
lich von Serre bewiesene Liftungslemma fiir Auflosungen. Daran anschliefend wird
das auf Lazard zuriickgehende Vergleichslemma von gelifteten Auflosungen bewie-
sen. Darauffolgend wird die Lie-Algebra Kohomologie eingefiithrt und einige ihrer
fundamentalen Eigenschaften gezeigt. Als ndchstes geht es darum stetige Gruppen-
kohomologie analytischer pro-p-Gruppen mithilfe des Lazardschen quasiminimalen
Komplex einzufiihren.

Im fiinften Kapitel werden alle in der géngigen Literatur auftretetenden kompakten
p-bewerteten p-adischen Liegruppen klassifiziert und ihre wichtigsten Eigenschaften
dargestellt. Dabei ist es von Vorteil in der Lazardschen Sprache der p-Bewertungen
zu arbeiten und diese durch die rein gruppentheoretischen Charakterisierungen aus
[DDSMS03] und [GS07] zu ergéinzen. Hierbei ergibt sich folgendes kategorielles Uber-

sichtsdiagramm:

{ kompakte p-adische }
Liegruppen, (Prop.5.1.3)

TDﬂf{).l.? \

{pro—p Poincaré Dualitiits Gruppon[}'”(&) { p-bewertete Gruppcn} PT“7‘-5-1-4{ analytische }
von endlicher Dimension von endlichem Rang pro-p-Gruppen, (Prop.5.1.4)

Prop.13 | Def.5.2.2

Prop.5.2.4

saturierte Prop.6.1.4 )
{ } - {[J*S&turlel‘te Gruppen} -~ {

endlich erzeugte
Z,-Liealgebren

torsionsfreie PF-Gruppen

J

c
$
g
&
&
z

{ starke p—saturierte}
Gruppen

{gleiclég-bewertete} _ Proph31 {unif:or’me méchtige}

ruppen pro-p-Gruppen

Es ist wichtig einige Dinge zu diesem Diagramm zu bemerken. Die Definitionen ei-
ner p-bewerteten Gruppen sind zu einem geringen Ausmafl unterschiedlich zu den
originalen Definitionen in [Laz65]. Lazard definiert die p-Bewertung zuerst einmal
hinsichtlich einer abstrakten Gruppe. Fiir die Zwecke dieser Arbeit ist es nun {iber-
sichtlich und dienlich gleich von einer der Gruppen zugrundeliegenden analytischen
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Struktur auszugehen. Diese Variante der Definition iibertrégt sich natiirlich auf die
p-saturierten Gruppen und die gleich p-bewerteten Gruppen.

Nach den grundsétzlichen Definitionen der unterschiedlichen Gruppen wird die Fra-
ge beantwortet, wann man die Modulstruktur eines G-Moduls auf eine Sat A(G)-
Modulstruktur erweitert kann, falls G eine p-saturierte Gruppe ist. Hinsichtlich des-
sen wird die Kategorie modi‘(’tg) der erweiterbaren Moduln eingefiihrt. Anschlie-
Bend wird der Unterschied zwischen p-saturierten Gruppen und uniformen méchti-
gen pro-p-Gruppen mithilfe von Klopschs Veroffentlichung [Klo05] herausgearbei-
tet. Als néchstes wird die Frage aufgegriffen, in wieweit sich p-bewertete Grup-
pen G iiber ihre mod-p-Kohomologie - also die Gruppenkohomologie H*(G,F,) mit
Koeffizienten in I, - klassifizieren lassen. Dabei wird die mod-p-Kohomologie von
gleich-p-bewerteten Gruppen mithilfe der May-Spektralsequenz explizit berechnet
und es wird mit den allgemein bekannten Ergebnissen aus Symonds [SW00] wieder-
holt, inwiefern man zumindest fiir diese Klasse eine kohomologische Klassifizierung
erhélt. Leider konnte bis jetzt nicht die weitaus neuere und interessantere Frage
nach der Struktur der mod-p-Kohomologie von beispielsweise p-saturierten Grup-
pen beantwortet werden. Diesbeziiglich ist es ziemlich wahrscheinlich, dass man mit
der mod-p-Kohomologie von elementar abelschen p-Gruppen und Spektralsequenz
Argumenten auch dieses Problem losen kann und damit auch eine erste kohomolo-
gische Klassifizierung von nicht uniform méchtigen Gruppen hétte.

Abschlielend wird die Klasse der starken p-saturierten Gruppen eingefiihrt, die eine
PF-Filtrierung besitzen und dariiber hinaus die Bedingung v,(G) C ®(G)? an den
p-iterierten Kommutator erfiillen. Diese Bedingung dient vor allem dazu, dass man
im Gegensatz zu den p-saturierten Gruppen allgemein sehr leicht eine handliche Fil-
trierung, etwa durch die Untere-p-Reihe oder durch Dimensionsuntergruppen findet.
Diese Klasse von Gruppen dient spéter in Kapitel 7 dazu eine integrale Lazardiso-
morphie fiir p-bewertete Gruppen von endlichem Typ, die nicht p-saturiert sind, zu
beweisen.

In Kapitel 6 geht es nun darum, wie man einer kompakten p-adischen Liegruppe
eine Lie-Algebra zuordnen kann. Diese Lie-Algebra einer Gruppe wird zuerst als
Saturierung von bestimmten filtrierten Hopf-Algebren rein algebraisch eingefiihrt.
Diese Konstruktion orientiert sich an [Laz65] Kapitel IV. Schliellich werden zwei fir
den Beweis der integralen Lazardisomorphie duflerst wichtige Vergleichsétze bewie-
sen. Der erste beschreibt eine Isomorphie zwischen den Saturierungen der Iwasawa
Algebra und der universell einhiillenden Algebra der Lie-Algebra:

Proposition: (Isomorphie der Saturierungen, [Laz65]1V,3.2.5) Sei G eine p-saturierte
Gruppe, dann erhdlt man eine Isomorphie zwischen den p-saturierten Gruppen

G = G* Sat Z,[G)

und eine Isomorphie

Sat Z,|G] = SatUL(G)

zwischen der Saturierung der Iwasawa-Algebra von G und der Saturierung der Uni-

versell Einhiillenden Algebra der Lie-Algebra £(G).

Der zweite auf Totaro (vgl.[Tot99] Beweis Theorm 9.1) zuriickgehende Vergleichssatz
beschreibt, wann die Graduierungen der beiden oben erwéhnten Algebren isomorph
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sind. Dabei ist es wichtig zu bemerken, wann diese Isomorphie um den Ganzheitsring
Ok ’korrigiert’” werden muss.

Proposition: (Isomorphie der Graduierungen) Sei G eine p-saturierte Gruppe,
A(G) ihre Twasawa-Algebra und £(G) ihre integrale Lie-ALgebra. Dann folgt:

1. Angenommen die Bewertung von G ist nicht ganzzahlig, dann sind die korri-
gierten Graduierungen

grSat Ok |[[G]] = gr(Ox ®z, SatUL(G))
1somorph.

2. Fir die Vervollstindigung der universell Finhiillenden Algebra gilt

— e~

U(L(G) @z, Ox) 2 U(L(G)) @z, Ok.

Anschlielend wird kurz auf die Lie-Korrespondenz fiir p-saturierte Gruppen ein-
gegangen. Dabei wird auch untersucht, inwiefern sich eine solche Korrespondenz
auf alle p-bewerteten Gruppen ausdehnen liefle. Als ersten Ansatz wird an die Idee
von Pink aus [Pin93] erinnert. Als eine weitere etwas kiinstliche, aber trotzdem
technisch korrekte Teillosung dieses Problems, wird die transportable Gruppe aus
[Laz65|1V,3.4.8 eingefiihrt.

Daran anschlieflend wird gezeigt, inwiefern diese algebraische Konstruktion mit der
geometrischen Intuition der Lie-Algebra einer Liegruppe als Tangentialraum im neu-
tralen Element der Gruppe in Ubereinstimmung gebracht werden kann.

Im siebten Kapitel wird nachstehendes Vergleichstheorem der beiden Kohomologie-
theorien bewiesen. Dabei wird im erheblichen Ausmaf} auf die in Kapitel 1 entwickel-
ten Filtrierungstechniken und dort bewiesenen Sétze zuriickgegriffen.

Theorem: (Integraler Lazard-Morphismus)
Sei G eine gleich-p-bewertete Gruppe und M, M', M" kompakte Z,-Moduln aus der
Kategorie der erweiterbaren Moduln modi?é) (vgl. Proposition 5.2.2), dann gilt:

1. Es existiert eine Isomorphie
¢G(M) ®Zp OK . H;ts(G’ M) ®Zp OK = H*<£(G),M) ®ZP OK

zwischen der stetigen Gruppenkohomologie von G und der Lie-Algebrakohomologie
von £(G);

2. Sei H eine weitere Gruppe, welche die Bedingungen des Theorems erfillt und
sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann ist der Isomorphismus
natirlich beziglich f;

3. Die Isomorphien (1),(2) und (3) sind mit cup-Produkten vertraglich, das heifit
fiir a: M @z, M" — M" kommutiert folgendes Diagramm:

(Hzts

(G, M) @z, Hy (G, M) @3z, Ok H,

cts

(G, M") @z, Ok
inG(M)@(ﬁG(M/) lQbG(M”)
(H*(£(G), M) @z, H(L£(G),M")) ®z, Ok H*(£(G), M") ®z, Ok




DANKSAGUNGEN 11

Der Beweis des Theorems wird aus der Arbeit [HKNO06] von Huber-Klawitter, Kings
und Naumann nochmals dargestellt. Dabei werden einige Stellen, die in dieser Arbeit
nur skizziert werden, etwas detaillierter ausgearbeitet.

Danksagungen

An erster Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Otmar Venjakob fiir seine Be-
treuung, den Vorschlag dieses anspruchsvollen und spannenden Themas und seine
steten Ermutigungen und Denkanstofle bedanken. Ferner bedanke ich mich bei mei-
nen Eltern und Schwiegereltern fiir ihre Unterstiitzung. Auflerdem gilt mein Dank
Alexandra Koéthe und ganz besonders meiner Frau Birte Jiirgens. Beide haben mir
erheblich dabei geholfen, dass diese Arbeit lesbar und versténdlich wurde.



12

EINLEITUNG




Kapitel 1

Bewertete Ringe und Moduln

Fiir dieses Kapitel sei R ein Ring. Falls R nicht-kommutativ ist, so werde R-Moduln
M immer als Rechts- R-Moduln betrachtet.

1.1 Filtrierungen

Definition 1.1.1. (filtrierter Ring)
Ein filtrierter Ring R ist ein Ring R mit einer reellwertigen Abbildung

v:R— RU{o0}
welche folgenden Eigenschaften geniigt: Fiir alle u, A € R gilt
1 (A = 1) = min(u(A), v(n));
2. v(Ap) = v(A) +v(p);
3. v(1) = 0;

Die Abbildung v wird im folgenden Bewertung des Ringes R genannt.

Fir alle v € R setzt man die Mengen R, := {\ € R : v(\) > v} und R,; =
{N € R :v(\) > v}. Durch die Eigenschaften (1) und (2) wird garantiert, dass die
Familie (R, ),cr zweiseitige Ideale des Ringes R sind, welche folgenden Eigenschaften
gentugen:

1. R, C R, falls v > 1/;
2. R, =, ., R, fir alle v € R;
3. R,.R, C R,,,, fiir alle v,/ € R;

Die Familie (R,), wird im folgenden die zu der Bewertung v assozierte Filtrierung
oder kurz Filtrierung des Ringes R genannt. Fiir diese Arbeit wird als Konvention
fir \e R
v(A) = oo falls A € ﬂ R,
vER

gesetzt.

13



14 BEWERTETE RINGE UND MODULN

Auf die gleiche Art lassen sich Filtrierungen fiir Moduln iiber filtrierten Ringen
einfiihren.

Definition 1.1.2. (filtrierter Modul) Ein filtrierter Modul iiber einem filtrierten
Ring R ist ein R-Modul M mit einer reellwertigen Abbildung

wy : M — RU {oo},
welche folgenden Eigenschaften geniigt:
1. wy(z —y) > min(wp(z), wy(y)) fir alle z,y € M;
2. wy(Az) > v(A\) +wpy(x) fir A € R und z € M,

Die Abbildung wj; wird im folgenden Bewertung des R-Moduls M genannt. Falls
aus dem Kontext heraus klar ist, welche Bewertung gemeint ist, wird statt w,,; ein-
fach w geschrieben.

Fir alle v € R setzt man die Mengen M, := {\ € M : w(z) > v} und M,; =
{N € M : w(x) > v}. Durch die Eigenschaften (1) und (2) wird garantiert, dass die
Familie (M,), Untermoduln des R-Moduls M sind, welche folgenden Eigenschaften
genigen:

1. M, C M, falls v > 1/,

2. M, =(,., M,, fir alle v € R;

v'<v
3. R,.M, C M,,,, fiir alle v,V € R;
Die Familie (M,),cg wird im folgenden die zu der Bewertung w assozierte Filtrie-

rung oder kurz Filtrierung des R-Moduls M genannt. Fiir diese Arbeit wird als
Konvention fir z € M

wy(z) = oo falls = € ﬂ M,

veERT

gesetzt.
Sei M’ ein R-Untermodul eines filtrierten R-Moduls M, dann erhilt man durch die
Beschrankung der Bewertung

wyr(x) = wy(x) fur z € M,

die von M auf M’ induzierte Filtrierung. Sei f : M — M’ ein Epimorphismus von
R-Moduln, wobei M filtriert ist. Man erhélt auf dem R-Modul M’ die Quotienten-
filtrierung(vgl.[Laz65].1.2.1.7) beziiglich f durch die Bedingung

wap () = suppy)—swn (y) fiir o € M’

Definition 1.1.3. (Eigenschaften von Filtrierungen) Sei R ein filtrierter Ring mit
Filtrierung (R, ), und M ein filtrierter R-Modul M mit Filtrierung (M,),.
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1. Die Filtrierung des Ringes R respektive des R-Moduls M heifit diskret, falls
alle v ungleich oo Elemente einer diskreten Teilmenge R sind. Falls die Filtrie-
rungen diskret sind, schreibt man F,R := R, respektive F, M := M, fiir alle
vel.

2. Die Filtrierungen heiflen ausschopfend, falls R = |J, R, respektive M =
Ul/ MV’
3. Die Filtrierungen heiflen separabel, falls (), R, = 0 respektive (1), M, = 0;
Alle in dieser Arbeit zu Bewertungen assozierte Filtrierungen werden als ausschopfend
vorausgesetzt.
Im Allgemeinen ist grofite Vorsicht beziiglich diskreter und nicht-diskreter Filtrie-
rungen geboten. Viele der folgenden Sétze sind nur fiir diskrete Filtrierungen giiltig

und keinesfalls fiir nicht-diskrete Filtrierungen. Im jeweiligen Fall wird auf den Un-
terschied hingewiesen.

Definition 1.1.4. (filtrierte Morphismen) Sei R in filtrierter Ring und seien M, M’
und M" filtrierte R-Moduln.

1. ([Laz65]1.2.1.4) Ein filtrierter Morphismus f : M — M’ ist eine R-lineare
Abbildung, die beziiglich der Bewertung die Bedingung

wy (f(x)) > wy(x) fiir e e M
erfiillt. Beziiglich der zu der Bewertung assozierten Filtrierung heifit das

f(M,) C M) tir v e RY.

2. ([Laz65]1.2.1.5) Eine Isometrie ist ein filtrierter Morphismus f : M — M’, der
injektiv ist und der die Bewertung erhélt. Explizit bedeutet das, dass

wy (f(2z)) = wy(x) fiirx e M

gilt. Eine Isometrie erlaubt es das Bild f(M) des R-Moduls M mit einem
Untermodul des R-Moduls M’ zu identifizieren, welcher mit der induzierten
Filtrierung versehen wird.

3. ([Laz65].1V.2.2.3) Die exakte Sequenz

f

0 M’ M —2= M 0 (%)

von filtrierten R-Moduln heifit filtriert exakt, falls fiir alle v € R die Ein-
schrankung auf die v-ten Filtrierungsschritte als Sequenzen von R-Moduln

0 M v, 2 N 0

v

exakt sind.
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Der néchste wichtige Punkt bei Filtrierungen ist, dass sie eine Symbiose zwischen
Algebra und Topologie bilden. Genauer ergibt sich dieser Zusammenhang wie folgt:

Definition 1.1.5. (topologische Ringe und Moduln, [Laz65].1.2.1.13) Ein filtrier-
ter Ring R respektive filtrierter R-Modul M heifit ein topologischer Ring respektive
Modul, falls die Filtrierungen (R, ), respektive (M,), aus Definition 1.1.1 ein Fun-
damentalsystem der 0 in R respektive M bilden.

Es bleibt zu bemerken, dass eine diskrete Filtrierung nicht notwendigerweise eine
diskrete Filtrierungstopologie zur Folge hat. Weiter gilt, dass ein filtrierter Morphis-
mus eine stetige lineare Abbildung ist. (vgl. [Laz65].1.2.1.13)

Neben den fundamentalen topologischen Eigenschaften, wie etwa Kompaktheit oder
Vollstandigkeit, kann die Filtrierungstopologie folgende weitere Eigenschaften besit-
zen:

Definition 1.1.6. (Filtrierungstopologie, [LVO96].1.3.1) Sei R ein filtrierter Ring
und M ein topologischer R-Modul.

1. ([Laz65]1.2.1.13) Die Topologie von M heifit hausdorffsch, wenn die Filtrierung
von M separabel ist.

2. ([Laz65]1.3.2.9) Der R-Modul M heifit linear topologisiert, falls die offenen
Untermodulen ein Fundamentalsystem von Umgebungen der 0 bilden.

1.2 Separable Vervollstandigung

In diesem Abschnitt geht es nun darum einen Funktor (/—\) von der Kategorie der
filtrierten separablen Ringe in die Kategorie der vollsténdig-filtrierten Ringe zu be-
schreiben. Dariiber hinaus werden seine funktorielle Eigenschaften dargestellt.

Definition 1.2.1. (Vollstandigkeit,[Laz65]1.2.1.14)
Sei R ein filtrierter Ring und M ein filtrierter R-Modul. Der Ring R(resp. R-Modul
M) heifit vollstandig beziiglich einer separablen Filtrierung (R,), respektive (M,),,
falls

R=lim R/R, respektive M = Wm M/M,

Falls R bzw. M selbst nicht vollstdndig ist kann man ihm seine Vervollstindigung
R .= l'&ly R/R, respektive M = l'gly M/M,
zuordnen. In beiden Féllen erhélt man eine kanonische Isometrie
ip: R— leV R/R, respektive iy : M — Lmy M/M,

Diese Konstruktion ist funktoriell, dass heifft, man erhélt eine Abbildung zwischen
folgenden Kategorien von R-Moduln:

{ filtrierte separable } O {Vollstéindige—ﬁltrierte}

Ringe(resp. Moduln) Ringe(resp. Moduln)
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Proposition 1.2.1. (universelle Figenschaften der Vervollstindigung, ([Laz65].1.2.1.14))
Set R ewn filtrierter Ring und M ein filtrierter R-Modul. Dann gilt, dass fir alle fil-
trierten Morphismen f : M — N in einen vollstindigen filtrierten R-Modul N genau

ein filtrierter Morphismus g : M — N existiert derart, dass folgendes Diagramm

vf

dg
M

M

M N

kommutiert.

Fiir viele Zwecke ist es wichtig auch in der Kategorie der filtrierten Moduln ein
Tensorprodukt einzufiihren.

Definition 1.2.2. (filtriertes Tensorprodukt,[Laz65]1.2.1.9) Sei R ein filtrierter Ring
und M, M’ zwei filtrierte R-Moduln. Das Tensorprodukt M ®pr M’ heifit filtriertes
Tensorprodukt, falls seine Bewertung das Infimum der Bewertungen fiir die

Wyrepm (T @ y) > wy(z) + Wi, (y)

fiir alle z € M und y € M’ gilt, ist.

1.3 Die assozierte Graduierung gr(—)

Definition 1.3.1. (assozierte Graduierung, [Laz65].1.2.3.2)
Sei R ein filtrierter Ring und M ein filtrierter R-Modul. Man setzt:

gr(R) == HueR gry(R) == HueR R,/R,y bzw. gr(M) = HueR gry(M) = HVGR M, /M,

und nennt dies, die zur Filtrierung (R,), beziehungsweise (M,), assozierte Gradu-
terung des Ringes R bzw. des R-Moduls M. Zu jedem x € M, assoziert man das
sein Bild z(,y = x + M, unter der kanonische Surjektion in gr, M. Fiir r,) € R,
und my,) € M, setzt man r(,).m(,) = (r.m)@4, und erweitert dies zu einer gr(R)-
linearen Abbildung auf ganz gr(M). So erhélt man auf gr(M) eine gr(R)-Modul
Struktur. In gleicher Weise verfihrt man mit der assozierten Graduierung eines Rin-
ges.

Falls m € M, so heifit m homogenes Element von Grad v. Fiir ein m € M bezeichnet
o(m) = m,y den Hauptteil von m. Ein graduierter R-Modul M heit graduiert-frei,
falls er eine Basis aus homogenen Elementen besitzt.(vgl. [LVO96].1.4.1)

Falls man einen weiteren filtrierten R-Modul N besitzt und eine filtrierte Morphis-
mus f : M — N, so kann man durch die kanonischen Abbildungen auf den einzelnen
Filtrierungsschritten eine Abbildung gr(f) : gr(M) — gr(N) einfithren. Folglich
erhélt man einen Funktor:

{ filtrierte Ringe } gr(-) { graduierte Ring }
respektive R-Moduln respektive R-Moduln
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Im Folgenden findet sich eine Liste der wichtigsten funktoriellen Eigenschaften der
assozierten Graduierung. Es wird wieder davon ausgegangen, dass die zugrundelie-
genden Filtrierungen alle diskret sind.

Proposition 1.3.1. (Eigenschaften des Funktors gr(—))
Seien M, N filtrierte R-Moduln mit Filtrierungen FM, FN. Es gelten folgende Fi-
genschaften:

1. ([Laz65].1.2.3.7,2.3.8.5) Der Funktor gr(—) kommutiert mit filtrierten direkten

Summen, filtrierten direkten Produkten und filtrierten induktiven Limiten;

2. ([Laz65].1.2.3.7.2) Die kanonische Isometrie 1y : M — M induziert einen
graduierten Isomorphismus

—~

gr(in) = gr(M) — gr(M)

zwischen dem gr R-Modul gr M und dem beziiglich F'M vervollstindigten gr R-
Modul gr M ;

3. ([Laz65].1.2.3.6) Die Filtrierung von R (oder M ) ist genau dann diskret, wenn
die Graduierung grR(oder grM ) diskret ist;

4. ([Laz65].1.2.3.8.2) Sei
f

g
0 L M N 0 (*)

eine exakte Sequenz von filtrierten R-Moduln mit Filtrierungen F'L, FM, FN
respektive und sei

0 grlL gr(f)

r(g)
grM 9 grN —0 gr(*)

die Sequenz der assozierten Graduierung. dann ist gr(x) exakt.

Falls man es mit einer nicht-diskreten Filtrierung zu tun hat, so verliert der Funktor
gr(—) seine Exaktheitseigenschaften. (vgl. [Laz65].1.2.3.8.2)

Als néchstes stellt sich die Frage, welche Informationen man von der assozierten Gra-
duierung eines Moduls auf den Modul selber liften kann. Lazard bietet zur Lésung
dieser Frage folgende Sétze an:

Proposition 1.3.2. (Liftungseigenschaften) Sei R ein filtrierter Ring.

1. (([Laz65].1.2.3.13) Sei f : M — M' ein filtrierter Morphismus von filtrierten
R-Moduln M und M'. Angenommen die Filtrierung auf M' ist separabel und
diskret und es existiert ein graduierte surjektive Abbildung gr(f) : gr(M) —
gr(M’), dann ist das Bild f(M) dicht in M'. Falls M zusditzlich vollstindig
ist, dann ist [ surjektiv und M’ vollstindig.

2. ([Laz65].1.2.3.14) Falls M filtriert und vollstindig und M’ eine diskrete und
separable Filtrierung hat, dann ist jeder filtrierte Morphismus f : M — M’
dessen assozierte Graduierung gr(f) bijektiv ist, ein Isomorophismus.

3. ([Laz65].1.2.3.15) Angenommen N C N’ sind zwei abgeschlossene Untermo-
duln eines diskret filtrierten und separablen R-Moduls M und es gilt gr(N) =
gr(N'), dann folgt N = N'.
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1.4 Filtriert-freie Moduln

Wie schon an verschieden Stellen angedeutet lassen sich zwar viele Definitionen
beziiglich der Filtrierungen in nicht-diskreter Allgemeinheit einfithren. Geht es nun
aber darum konkrete Proposition zu beweisen, muss man sich auf eine bestimmte
Kategorie von Moduln einschrénken. Hinsichtlich dessen fithrt Lazard die Kategorie
der bewerteten Ringe und Moduln in [Laz65]I ein.

Prinzipiell bildet diese Kategorien auch die Grundlage dieser Arbeit. Doch entgegen
der groBen Allgemeinheit der nicht-diskreten Filtrierungen, wie sie etwa in Lazard
ansatzweise ausgefiihrt wird, reicht es sich fiir alle hier auftretenden Anwendungen
auf diskret filtrierte bewertete Moduln und Ringe zu einschrinken.

Doch bevor es um diese Anwendungen gehen kann, ist es erst einmal wichtig sich
eine klare Ubersicht iiber die verschiedenen Klassen von Moduln zu verschaffen.
Hinsichtlich dessen bietet sich eine Ubersichtstafel der einzelnen Modulkategorien an.
Zuerst werden die Definitionen und Beziehungen illustriert, bevor sie nachfolgend
formal eingefiihrt und bewiesen werden.

{ﬁltriert—freie} s . { bewertete } (D1)
R-Moduln ! R-Moduln

= =

{vollstéindig—freie} _< {bewertete vollstandige }
R-Moduln 2 R-Moduln

Gesetzt dem Fall, dass es sich bei R um einen bewerteten vollstdndigen Ring handelt,
ist man in der Situation, dass die Abbildungen (1),(2) eine Kategoriendquivalenz
induzieren. (Proposition 1.4.3).

{bewertete torsionsfreie} Div(=) {bewertete divisible} (D2)
R-Moduln Def1.5.1 R-Moduln
- Sat(—) .
i() Prop.1.5. l()

{ bewertete vollstédndige } {bewertete vollstéindige}
torsionsfreie R-Moduln divisible R-Moduln

Offensichtlich ist die Kategorie der bewerteten torsionsfreien R-Moduln eine Un-
terkategorie der bewerteten R-Moduln. Handelt es sich beim Ring R um einen
vollstéandigen diskreten Bewertungsring, so erhilt man eine Kategoriendquivalenz
zwischen filtriert-freien, bewerteten torsionsfreien und bewerteten R-Modul. Dies
folgt aus der Tatsache, das diskreter Bewertungsring insbedsondere ein Hauptideal-
ring ist. Dies impliziert, dass ein endlich erzeugter torsionfreier Modul frei ist.
Mithin wird dadurch garantiert, dass der Funktor Div(—) nicht leer ist.

Bevor es nun um eine weitere Kldarung der Diagramme D1 beziehungsweise D2
gehen kann, ist es wichtig die einzelnen Kategorien prézise zu definieren.

Definition 1.4.1. (filtriert-freie und vollsténdig-freie Moduln) Sei R ein filtrierter
Ring.
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1. ([Laz65].1.2.1.16) Ein R-Modul M heifit filtriert-frei beziiglich der filtrierten
Basis (x;);es, falls fiir alle ()\;);e; € R, wobei fast alle null sind,

UJM(Z Aixi) = in fier (Wi (z:) +v(A))

1€l
gilt.

2. ([Laz65].1.2.1.17) Sei R zusétzlich vollstindig. Man nennt eine Familie (z;);e;
von Elementen des filtrierten R-Moduls M eine topologische Basis von M, falls
sie filtriert-frei und falls M die Vervollstiandigung des von der Familie (z;);es
erzeugten filtriert-freie Untermoduls ist. Ein R-Modul M heifit vollstindig-frez,
falls er eine topologische Basis besitzt.

Proposition 1.4.1. (Eigenschaften)

1. ([Laz65].1.2.3.12) M ist genau dann eine filtriert-freier R-Modul, wenn gr(M)
ein graduiert-freier gr(R)-Modul ist.

2. ([Laz65].1.2.3.17) Sei R zusdatzlich ein vollstindiger Ring. Sei M ein filtrierter
und vollstindiger R-Modul. Falls die Filtrierung auf M diskret ist und gr(M)
ein freier gr(R)-Modul ist, dann ist M wvollstindig-frei und jede Familie von
Reprdsentanten einer Basis von gr(M) bilden eine topologische Basis von M.

Als néchstes bietet es sich an, die Lazardschen bewerteten Moduln einzufithren. Als
Referenz hierzu dient [Laz65]1.2.2.1 beziehungsweise 1.2.2.2.

Definition 1.4.2. (bewertete Ringe und Moduln)
Ein Ring R heifit bewertet, falls er separabel-filtriert ist und folgende Bedingung an
die zu der Filtrierung dquivalenten Bewertungsfunktion erfiillt:

v(Av) =v(\) +o(v) firalle \,v € R.

Ein R-Modul M heifit bewertet, falls R bewertet ist, M separabel-filtriert und die
zu der Filtrierung dquivalente Bewertungsfunktion folgende Bedingung erfiillt:

w(Ar) = v(\) +w(z) firalle A€ Rxe M.

Proposition 1.4.2. (bewerteter Ring) Ein Ring R ist ein bewerteter Ring, wenn er
ein Integrititsbereich ist.

Beweis: Angenommen R ist ein filtrierter Ring der nicht integer ist. Dann existieren
Elementen 0 # r, s € R derart, dass

rs =20

gilt. Nach Definition gilt aber v(0) = oo, folglich muss v(rs) = oo gelten. Die
Gleichung oo = v(r) + v(s) lésst sich jedoch nie als Summe darstellen, da r, s # 0
gilt. O]

Proposition 1.4.3. (filtriert-frei und bewertete Moduln) Sei O ein vollstindiger
diskreter Bewertungsring und M eine endlich erzeugeter O-Modul. Dann gilt:
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1. M ist genau dann filtriert-frei, wenn M ein bewerteter O-Modul ist;

2. Angenommen M ist vollstindig, dann ist M genau, dann vollstindig-frei, wenn
M bewertet ist.

Beweis: zu (1): (<) Sei M ein bewerteter O-Modul, dann folgt mit [Laz65].1.2.3.6
das die Graduierung gr(Q) ein torsionsfreier gr(O)-Modul ist. Da O nach Vorau-
setzung ein diskreter Bewertungsring ist, erhédlt man die Isomorphie gr(O) = kln]
mit k = O/(m). Offensichtlich ist gr(O) ein Hauptidealring, was zur Folge hat, dass
gr(M) ein graduiert-freier gr(Q)-Modul ist.

Aus den Eigenschaften iiber filtriert-freie Moduln (vgl. 1.4.1) folgt nun, dass ein
gelifteter filtriert-freier O-Modul M’ mit gr M’ = gr M existiert. Nun gilt nach Vor-
aussetzung , da O ein vollstandiger Ring ist, dass die beiden O-Moduln M und M’
vollsténdig sind, da sie endlich erzeugt sind. Dies ist nach den Liftungseigenschaften

des Funktors gr(—) zu
M =M

dquivalent.

(=) Diese Richtung resultiert aus der Definition in [Laz65]1.2.2.2 und der Aquivalenz
von Proposition 1.4.1.

zu (2): Diese Aussage folgt aus (1.). O

Selbstverstéindlich lédsst sich das Konzept der bewerteten Modul auch auf Algebren
erweitern.

Definition 1.4.3. (bewertete Algebra) Sei R ein bewerteter Ring, dann nennt man
eine R-Algebra bewertet, wenn der zugrundeliegende R-Modul bewertet ist.

Theorem 1.4.4. (bewertetes Tensorprodukt,[Laz65].1.3.2) Sei R ein vollstindiger
diskreter Bewertungsring und M und M’ zwei bewertete R-Moduln, sowie M" =
M ®@pr M' ihr filtriertes Tensorprodukt. Dann gilt:

1. Der R-Modul M" ist bewertet;

2. Fir alle v € R werden die Untermoduln M) von den Elementen x ® y mit
x € M undy € M und wy () + war(y) > v erzeugt;

3. Seien N, N' zwei bewertete R-Moduln und f : N — M, f' : N' — M zwei
Isometrien. Dann ist das Tesorprodukt f @ f' : N @zr N' — M ®@gr M’ eine
Isometrie;

4. Fiir alle x € M und y € M’ erhdlt man wyg,ar(x @ y) = war(z) + war (y);

Definition 1.4.4. (vervollstandigtes Tensorprodukt,[Laz65],1.3.2.6) Sei R ein (be-
werteter Ring?) und seien M und M’ zwei bewertete R-Moduln. Man nennt die
Vervollstandigung des bewerteten Tensorprodukts das vervollstindigte Tensorpro-
dukt und schreibt hierfiir M@R\M !
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1.5 Die Funktoren Div(—) und Sat(—)

Wenn man sich nun an das Diagramm D2 zuriickerinnert, ist es sicherlich auf-
gefallen, dass bis jetzt erst die Klassen der filtriert/vollstandig-filtrierten Modul
beziehungsweise bewerteten Moduln eingefiihrt wurden. Nun geht es darum, einen
Funktor Div(—) einzufiihren, der jedem Modul seine divisible Hiille zuordnet.
Danach wird diese Situation durch den Funktor Sat(—) auf die Klasse der vollstandi-
gen, bewerteten und divisiblen Moduln iibertragen. Insgesamt erhélt man dadurch
die Kategorie der saturierten Moduln.

Definition 1.5.1. (divisibler Modul, [Laz65]1.2.2.8)
Sei R ein bewerteter Ring und M ein bewerteter R-Modul. Der Modul M heifit
divisibel, falls fiir alle A € R und z € M mit v(\) < wy(x) ein y € M existiert mit
der Eigenschaft, dass

Ay = .

Proposition 1.5.1. (Divisible Hiille, [Laz65]1.2.2.8) Sei R ein kommutativer bewer-
teter Ring mit Quotientenkorper K und M ein torsionsfreier bewerteter R-Modul.
Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutiger torsionsfreier divisibler bewerteter
R-Modul M’ und eine kanonische Isometrie 15 : M — M.

Beweis: Sei R ein kommutativer bewerteter Ring mit Bewertung v und M ein
torsionsfreier bewerteter R-Modul mit Bewertung wys. Sei K := Quot(R) der Quo-
tientenkorper von R. Die Bewertung von R lésst sich durch die Bedingung

v(A ') = v(p) —v()) firalle 0 A\ € Rund p € R

auf den Korper K erweitern. Folglich ist K im Sinne von [Laz65].1.2.2.5 ein bewer-
teter Korper.

Um nun die divisible Hiille von M zu konstruieren, realisiert man M als Einheits-
kugel eines normierten Vektorraumes. Explizit geht man wie folgt vor:

Man versehe den aus dem Tensorprodukt V := K ®z M entstanden K-Vektorraum,
dessen Elemente die Form A™' ® z mit 0 # A € R und z € M haben, mit der
Bewertung wy (A @ ) = wyr(z) — v(N).

Diese Bewertung definiert eine Norm | — | := ¢~*v®¥ fiir eine feste reelle Zahl
0 # g € R und fiir alle y € V. Folglich ist (V| — |) ein normierter K-Vektorraum.
Man setze die Menge

M':={y e K@r M : wke,u(y) =0},
die beziiglich der Norm | — | zum Einheitsball
{ye K@r M :0<|y| <1}

des K-Vektorraums V' korrespondiert. Durch die Bedingung an die Bewertung wxg , ar
und aus der Konstruktion des normierten K-Vektorraums V' ist klar, dass M’ ein R-

Modul ist. Da M’ als R-Modul in V' eingebettet ist, kann M’ selbst keine R-Torsion

haben. Dies garantiert, dass M’ ein bewerteter R-Modul ist.
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Als Kandidaten fiir die kanonischen Abbildung von M in seine divisible Hiille bietet
sich die lineare Abbildung
iy M — M !

r—=1®uz,

an. Es bleibt zu zeigen, dass i), ein Isometrie ist. Sei x € M, dann gilt:

wy(in (7)) = war(l® )
= wy(z) —v(l)
= wy(x)

Folglich ist 75, ein filtrierter Morphismus, welcher die Filtrierungen erhélt. Dariiber
hinaus ist dieser Morphismus injektiv, folglich ist i;; ein Isometrie.

Seinun A € R und x € M,0 # X\ € R mit der Eigenschaft, dass v(\) < wp(z). Um
die Divisibilitat von M’ zu zeigen, muss man ein m’ € M’ mit Am’' = z finden. Als
Kandidat hierfiir bietet sich natiirlich m’ :== A™! ® z mit A™! € K an.

Dann gilt nach Konstruktion der Bewertung auf der divisiblen Hiille

wy MA@ 2) = v(\) —v(\) + wy(7) = wy(z)

also
am' = zx.

Folglich erhélt man die Divisibilitdt des bewerteten und torsionsfreien R-Moduls
M'.

Sei nun a C R ein Ideal des Ringes R mit induzierter Filtrierung. Sei a — M’ ein
filtrierter Morphismus und 0 # A € a ein Element des Ideals.

Da f ein filtrierter Morphismus ist, gilt v(\) < wy(f(A\)) und wie eben gezeigt
findet man ein Element m’ € M’ mit Am’ = f(\).

Sei nun p € a ein beliebiges Element des Ideals, dann gilt:

FUDA = F(iX) = FOw) = FON = /A = mlpd,

folglich, da M’ torsionsfrei ist, f(u) = m/u fir alle p € a. Nach dem Kriterium von

Baer im filtrierten Setting (vgl.[LVO96].1.Definition 6.10) ist M filtriert-injektiv und

erfiillt folgende zu filtriert-projektive duale universelle Liftungseigenschaft:

Fiir alle filtrierten Morphismen f : M — N in einen divisiblen, torsionsfreien und

bewerteten R-Modul M existiert ein filtrierter Morphismus ¢ derart, dass folgendes
0

Diagramm

M

>
M

M/
kommutiert. Sei nun M” ein divisibler, torsionsfreier und bewerteter R-Modul mit
kanonischer Isometrie iy, : M — M". Dann ergibt sich aus der filtrierten Injektivitét
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der R-Moduln M" und M"” folgendes kommutative Diagramm:
0

\M .
\ y
M 3q’
M’

Da das Diagramm kommutiert sind die filtierten Morphismen ¢ : M’ — M" und
g : M" — M’ zueinander invers. Folglich gilt M’ = M". m

0

Definition 1.5.2. (divisible Hiille) Sei M ein bewerteter torsionsfreier R-Modul
iiber einem bewerteten Ring R, dann bezeichnet man mit dem bewerteten, torsi-
onsfreien und divisiblen R-Modul M’ aus Proposition 1.5.1 die divisible Hiille des
R-Moduls M und schreibt kurz Div(M) := M’

Wie man aus dem Beweis der Proposition 1.5.1 herauslesen konnte, lédsst sich die
divisible Hiille auch von einem anderen Standpunkt aus interpretieren. Die divisible
Hiille eines Moduls iiber einem bewerteten Ring ist der Einheitsball des kleinsten
Vektorraums iiber dem Quotientenkorper des Ringes, welcher den Modul enthélt.

Proposition 1.5.2. (Charakterisierung der divisiblen Hiille,[Laz65].1.2.2.9) Sei R
ein bewerteter Ring und M, M’ zwei bewertete R-Moduln mit M C M'. Dann gilt
genau dann fir die divisible Hille Div(M) = M’, wenn:

1. M’ divisibel ist;
2. M'/M ein R-Torsionsmodul ist;

Beweis: zu (1): Diese Aussage wurde schon Proposition 1.5.1 gezeigt.
zu (2): Sei also M’ ein bewerteter R-Modul, welcher den Untermodul M enthélt.
Man betrachetet die kanonische exakte Sequenz

¢

0 M ——~ M’ M'/M —0

und stattet den R-Modul M’/M mit der Quotientenfiltrierung beziiglich des kanoni-
schen Epimorphismusses ¢ und den R-Modul M mit von M’ induzierter Filtrierung
beziiglich der Injektion i aus. Angenommen M’/M ist ein R-Torsionsmodul, dann
existiert fiir alle y € M’ ein A mit Ay = 0 mod M. Das heifit Ay liegt im Kernel des
kanonischen Epimorphismusses ¢ und man findet ein z € M mit ¢(x) = \y. Das
heifit es gilt

z =X~ (y).

Da M’ ein bewerteter R-Modul und i eine Isometrie ist, folgt

wy () = war () = war (A~ (y)) = v(A) +war (¢ ().
Deswegen erhélt man sicher v(A) < wys(x). In letzter Konsequenz bedeutet das nach
(1) Div(M) = M.

Gelte nun andererseits Div(M) = M’, dann ist Div(M)/M sicher ein R-Torsionsmodul.
[l
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Proposition 1.5.3. (Divisibles Tensorprodukt,[Laz65].1.3.2.7) Seien M, M’ zwei be-
wertete R-Moduln, dann gilt fir die divisible Hiille des bewerteten Tensorprodukts
M ®@r M’ (vgl. Proposition 1.4.4)

Div(M @ M') = Div(Div(M) ®p Div(M")).

Definition 1.5.3. Sei R ein bewerteter Ring. Ein bewerteter R-Modul M heifit
saturiert, falls er divisibel im Sinne von Definition 1.5.1 und vollstdndig ist.

Natiirlich ist die Vervollstdndigung eines divisiblen Moduls saturiert. Hingegen ist
die divisible Hiille eines vollsténdigen Moduls nicht notwendig vollstandig.
Beschrankt man sich wieder auf den etwas einfacheren Fall der filtriert-freien Mo-
duln, tiber einem (vollstédndigen) diskreten Bewertungsring, so kann man sowohl die
divisible Hiille als auch die Saturierung dieser Moduln sehr konkret beschreiben.
In folgender Proposition ist O ein diskreter Bewertungsring mit Uniformisierender 7
und Verzweigungsindex e. Es sei darin erinnert, dass in diesem Fall die Kategorie der
bewerteten O-Moduln dquivalent zur Kategorie der filtriert-freien O-Moduln und
diese wiederum &quivalent zur Kategorie der bewerteten torsionsfreien O-Moduln
ist.

Proposition 1.5.4. (divisible Hiille eines filtriert-freien Moduls, [Laz65] 1.3.1.6)
Ser O ein diskreter Bewertungsring und M ein filtriert-freier O-Modul mit Basts
(x;)ier und man setze wy(x;) =: (7;)icr und als Bewertung fir die Uniformisierende
von O v(w) = e~ t. Dann gilt:

1. Die diwsible Hiille div M von M ein filtriert-freter O-Modul beziiglich der Basis
y; = m "y fir alle i € J mit der Bewertung wpiy(ur) (yi = ki — ne~t, wobei

2. Die assozierte Graduierung der divisiblen Hiille

gr(Div(M)) = (k[r, 77"]) ®ua] gr(M))Gradzo
ist ein graduiert-freier k|m|-Modul.

Beweis: zu (1): [Laz65] 1.3.1.6.
zu (2): [Tot99] Theorem 9.1. O

Proposition 1.5.5. (divisible Hille von Moduln iber Algebren,[HKNO6], Lemma
3.4.8) Sei O ein diskreter Bewertungsring, A eine assoziative bewertete O-Algebra
und M ein filtriert-freier A-Modul mit Basis ey, ..., e.. Dann gilt:

1. Die divisiblen Hiillen
Div(A) ®4 M = Div(M)

sind als A-Moduln isomorph;

2. Der filtriert-freie Div(A)-Modul Div(M) besitzt Erzeuger ey, ..., e,, die der Be-
ziehung
e; = qgewmle, fip1 < j<r

gentigen,
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Beweis: Im Voraus muss an folgende Sachen erinnert werden. Die divisible Hiille
Div(A) der assoziativen bewerteten O-Algebra ist nach dem Beweis von Proposition
1.5.1 selbst eine bewertete O-Algebra, die in demselben normierten K-Vektorraum
K ®o A wie A eingebettet ist.

Ein filtrierter A-Modul wird durch die Isomorphie O ®»p A ®4 M = M zum be-
werteten O-Modul. Folglich besitzt die divisible Hiille Div(M) die Struktur eines
Div(A)-Moduls.

Man betrachte nun fiir den Beweis der Proposition folgendes Diagramm von Ein-
bettung von O respektive K-Moduln. Der Ubersicht halber setzt man V fiir den
K-Vektorraum K ®p A @4 M:

M W (K ®0 M)y 30
iDiv(A)®id i
(K ®0 A)wggazo @a M 1%

Es bleibt zu bemerken, dass sich die Bewertung wa der O-Algebra A durch die Be-
dingung wrg,a(A ' ®@x) == wa(x) —v(A\) auf den K-Vektorraum K ®p A erweitert
wird. Da die Operation Div(—) interpretiert als Tensorprodukt mit endlichen direk-
ten Summen kommutiert, reicht es davon auszugehen, dass M von einem Element
e; mit Bewertung wys(e;) =: t erzeugt wird. Die Bewertung lésst sich folglich sehr
einfach durch die Bedingung

wy (AN @ x)e)) == wrepoa(AN @ 1)+t

auf den normierten K-Vektorraum V' erweitern. Die Abbildungen i, und i), sind
jeweils die kanonischen Isometrien der divisiblen Hiillen.
Nach Proposition 1.5.4 gilt fiir eine Element x € V' die Bezichung

r = 7"ae; = m'"ae]

fiir v € Z und a € A. Nach der Bedingung an die Bewertung der divisiblen Hiille
gilt:
x € Div(M) genau dann, wenn wy () = —v/e +wys(a) +¢ >0

Man weifl nun, dass A als O-Modul bewertet ist, damit folgt:
Wpiv(4) (7" %) = —v/e + t + w(a)
Falls dann die obige Ungleichung erfiillt ist, folgt auch
7'+ € Div(A).

Insgesamt erhélt man also z € Div(A).e] = Div(A) ®o M. Damit ist alles gezeigt.
[l

Abschlieflend bietet sich eine zusammenfassende funktorielle Beschreibung von Div(—)
und Sat(—). Hierzu gilt folgende Proposition:

Proposition 1.5.6. (funktorielle Eigenschaften von Div(—) und Sat(—)) Sei R ein
bewerteter Ring.
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1. ([Laz65] 1.2.2.8,1.2.2.9) Man erhdlt einen Funktor Div(—) zwischen den Ka-

tegorien

{torsionsfreie bewertete} Div(5) {bewertete torsionsfreie}
R-Moduln divisible R-Moduln

der folgenden FEigenschaften besitzt:
(a) Div(—) ist additiv;

(b) Angenommen
0—M——N

ist eine filtriert exakte Sequenz von bewerteten R-Moduln, dann ist auch

die Sequenz
0 —— Div(M) ——= Div(N)

filtriert exakt;

2. ([Laz65].1.2.2.11) Man erhdilt einen Funktor Sat(—) zwischen den Kategorien

{torsz’onsfreie bewertete} M {bewertete torsz'onsfrez’e}
R-Moduln saturierte R-Moduln

der folgende Figenschaften besitzt:

(a) Sat(—) ist additiv;
(b) Angenommen
0—M——N

ist eine filtriert exvakte Sequenz von bewerteten R-Moduln, dann ist auch

die Sequenz
0 — Sat(M) — Sat(N)

filtriert exakt,;

(c) Sei M' ein weiterer bewerteter R-Modul, dann gilt fir die Saturierung
des divisiblen Tensorpodukts

Sat(M ® M') = Sat(Sat(M) @ Sat(M").

Beweis: zu 1: Sei f; M — M’ ein filtrierter Morphismus von bewerteten R-Moduln
M und M’. Man betrachte die von f induzierte Abbildung

1® f:Div(M) — Div(N)

auf den divisiblen Hiillen. Da sich sowohl M als auch N isometrisch in Div(M)
und Div(N) einbetten lassen, ist auch die Abbildung Div(f) := 1 ® f ein filtrierter
Morphismus. zu la: Die Additivitiat von Div(—), folgt aus der Additivitdt von (—®pg
-).
zu 1b: Sei .

0—=M-—=N
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eine Isometrie. Da die divisible Hiille funktoriell ist, existiert ein filtrierter Morphis-
mus Div(i). Seien y,y’ € Div(M) mit der Eigenschaft, dass Div(:)(y) = Div(i)(y')
in Div(NV). Nach Konstruktion existieren 0 # A\, XN € R sowie z,2’ € M mit
v(A) < wy(x) und v(N) < wyr(2’) derart, dass Div(i)(A ! @ z) = Div(i) (N @ a').
Da die Isometrie i per Definition injektiv ist, muss aber x = 2z’ gelten. Nach Kon-
struktion der Abbildung Div(i) gilt zudem A = N. Daraus folgt, dass Div(i) eine
Isometrie ist.
zu (2a): Die Verkniipfung additiver Funktoren ist additiv.
zu (2b): Hier geht man wie in (1b) beziiglich der kanonischen Isometrie i : M — M
vor.
u (2¢): vgl. [Laz65]1.3.2.8.
O]

Fiir viele Zwecke wére es dusserst wiinschenswert die Frage zu kléren, ob die Satu-
rierung Sat(A) eine bewerteten assoziativen Algebra flach als A-Modul ist. Wie in
Proposition 1.5.6 gezeigt, weil man ja schon, dass die divisible Hiille Div(A) flach als
A-Modul ist. Man miisste folglich Antworten darauf finden, wann die Vervollstandi-

—

gung Div(A) flach als Div(A)-Modul wére. Hierzu miisste man sehr genaue Aussagen
tiber die Struktur der assozierten Graduierung gr(Div(A)) treffen konnen, was sich
im Allgemeinen als sehr schwierig herausstellt.

Proposition 1.5.7. (Vergleich der Saturierungen) Sei O ein diskreter Bewertungs-
ring, A eine assoziative bewertete O-Algebra und M ein filtriert-freier A-Modul.
Dann ist die Sequenz

0 ——Sat(A) ®4 M —— Sat(M) —— coker(i) —0
filtriert exakt und coker(i) ein O-Torsionsmodul.

Beweis: Nach den Eigenschaften des saturierten Tensorproduktes (vgl. Proposition
1.5.6(2c)) gilt die Isomorphie

Sat(M) = Sat(A ®4 M) = Sat(Sat(A) @ Sat(M)).

Also ist Sat(M) die Saturierung des A-Moduls Sat(A) ®4 Sat(M). Als Folge der
Eigenschaft (3) des bewerteten Tensorprodukts 1.4.4 ist Sat(A) ® 4 M isometrisch in
Sat(A)® 4 Sat(M) eingebettet. Da die Saturierung aber eindeutig bis auf Isomorphie
ist, ist Sat(M) folglich auch die Saturierung von Sat(A) ®4 M. Man erhélt also auch
hier ein kanonische Isometrie i : Sat(A) ® 4 M — Sat(M) Offensichtlich ist dann die
Sequenz

0 — Sat(A) ®4 M “— Sat(M) — coker(i) —=0

filtriert exakt.

Per Definition ist die Saturierung divisibel und Sat(M) folglich die divisible Hiille
von Sat(A) ®4 M. Nach der Charakterisierung der divisiblen Hiille aus Proposition
1.5.2 ist dann coker(i) ein O-Torsionsmodul. O
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Da Sat(A) ®4 M als A-Modul im Allgemeinen nicht saturiert ist, kann die strikt
injektive Abbildung ¢ aus der vorhergehenden Proposition im Allgemeinen nicht
surjektiv sein.

Tensoriert man jedoch die exakte Sequenz

0 —Sat(A) ®4 M —— Sat(M ) —— coker(i) —0

mit dem Quotientenkorper K des diskreten Bewertungsringes O, so wird der R-
Torsionsmodul coker(i) trivial. Folglich gilt in diesem Fall die Isomorphie K ®g
Sat(A) @4 M = K ®pg Sat(M).

1.6 Universell einhiillende Algebra

Was auf der Seite der p-adischen Liegruppe die Gruppenalgebra ist, wird auf der
Seite der Lie-Algebren durch das Prinzip der universell einhiillenden Algebra be-
schrieben. Dieses Konzept wird in Analogie zu [Sch08], Kap.14 eingefiihrt und mit
[Laz65|IV 2.2 ergénzt.

Definition 1.6.1. (Universell einhiillende Algebra)
Sei R ein diskreter Bewertungsring und g eine bewertete R-Lie-Algebra. Sei T"(g)
die Tensoralgebra mit der Filtration

F.T(g):= P g®r--@rg= P ¢¥

0<i<n 0<i<n

Man bezeichnet mit J(g) =z ®y —y ® x — [z, y] fir x,y € g das zweiseitige Ideal
aus 1T'(g) mit induzierter Filtrierung. Weiter setzt man:

Ug:=T(g)/3(g)

mit der Quotientenfiltrierung und nennt U(g) die universell einhiillende Algebra der
Lie-Algebra g.

Diese Algebra besitzt folgende universelle Eigenschaft.

Proposition 1.6.1. (universelle Eigenschaft)

Sei g eine bewertete R-Lie-Algebra und A eine bewertete assoziative R-Algebra.
Dann gilt: Fiir alle filtrierten Homomorphismen o : g — A existiert ein filtrierter
Homomorphismus & : Ug — A derart, dass folgendes Diagramm

g = A

N

kommutiert.
Dies fithrt weiter zu einer filtrierten Version des Poincaré-Birkhoff-Witt Theorems.

Proposition 1.6.2. (Poincare-Birkhoff-Witt Theorem)
Sei R ein diskreter Bewertungsring und sei g eine bewertete R-Lie-Algebra, dann
qgilt:
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1. die bewerteten R-Algebren Ugrg = gridg sind isomorph;

2. falls f: g — ¢ ein strikt filtrierter Morphismus ist, dann ist auch U(f) ein
strikt filtrierter Morphismus;

3. Falls g filtriert-frei ist, dann ist auch Ug filtriert-frei und L/IB vollstandig-frei;

4. Im folgenden Diagramm sind Zeilen und Spalten exakt.

0—— F,3(g) F.T(g) F.U(g) —0
0 J"(9) g®r S™(g) —0
0 0 0

Beweis: Vergleiche hierzu [Laz65] IV Korollar 2.2.5, 2.2.6, 2.2.7 Die Eigenschaften
des Diagramms in (4) werden in [Laz65]IV 2.1.3 diskutiert. O

Korollar 1.6.3. Sei R ein bewerteter Ring. Angenommen g ist eine bewertete R-
Lie-Algebra der rugrundeliegender Modul frei von Rang r ist, dann ist die Graduie-
rung der universell einhiillenden Algebra von g

gﬂ/{g = '%[xh s xr]
zum Polynomring iber dem Restklassenkorper k von R in r Variablen isomorph.

Beweis: Man betrachte die letzte Spalte des Diagramms aus der Proposition 1.6.2.
Wie gezeigt wurde, ist die Spalte exakt, dass heifit fiir die Filtrierung Fi/g und ein
s € N gilt

FUg/Follg = S*(g).

Betrachtet man nun die Graduierung
gridg = Sg,

so ist diese zur symmetrischen Algebra der bewerteten R-Lie-Algebra isomorph. Da
der zugrundeliegende R-Modul frei und endlich erzeugt ist folgt

Sg X K[z, ...,z



Kapitel 2

Lokal Analytische
Mannigfaltigkeiten

Bevor es nun um das eigentliche Thema geht, werden auf einem sehr formalen Weg
Gruppenobjekte in Kategorien mit beliebigen endlichen Produkten eingefiihrt. Die-
ses abstrakte Geriist wird spéter als Grundlage der Definition der p-adischen Lie-
gruppe oder spéter der des Gruppenschemas dienen.

Definition 2.0.2. (Gruppenobjekt in einer Kategorie) Sei C eine Kategorie mit
beliebigen endlichen Produkten, dass heifit unter anderem, dass ein finales Objekt
x in C existiert. Ein Gruppenobjekt in C ist eine Objekt G aus C zusammen mit
Morphismen

1. p: G xG— G,
2. e:x — G,
3. inv:G—G
derart, dass folgende Eigenschaften gelten:
1. (Assoziativitit) Das Diagramm

puxid

GxGxG—Gxd

P

GxG—2~ G

kommutiert;

2. (Einheit) Es existiert ein Morphismus e : x — G, derart, dass folgendes Dia-

gramm
exid
*x G——G
pr2
o
G
kommutiert;
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3. (Inverses Element) Das Diagramm

kommutiert.

2.1 Lokal analytische Funktionen

Bevor es nun um die Definition von lokal analytischen Funktionen gehen kann, wer-
den die Rdume, zwischen welchen sie Abbildungen sind, eingefiihrt.

Proposition 2.1.1. (Erweiterung der Bewertung,[Sch08] Kapitel 2) Sei L/K ei-
ne algebraische Korpererweiterung und sei K wollstindig beziiglich der Norm | - |.
Dann ldsst sich die Bewertung auf eindeutige Weise zu einer Bewertung | - ]/ auf L
ausdehnen. Genauer

’ 1
la| = [Nk (a)/x]|

fiir Elemente o € L und Ngy/k als Norm von K(a) diber K. Falls L endlich
algebraisch ist, dann ist L vollstindig beziglich | - |

Bemerkung: (Klassische Topologie auf K)

Sei K ein vollstandiger, nicht archimedischer Koérper mit Bewertung | - |. Durch die
Bewertung erhélt man in folgender Art eine Metrik fiir einen K-Vektorraum. Sei
(V,]| - ||) ein normierter K-Vektorraum ([Sch08]Def.2.2), dann wird er durch

fur alle z,y € (V,||-]]), zu einem ultrametrischen K-Raum. Das Bemerkenswerte an
diesen normierten K-Vektorrdumen ist, dass sie die strikte Dreiecksungleichung

||z + yll < maz{][z]], [[yl[}

erfiillen. Dies hat erhebliche Konsequenzen fiir die noch zu definierende Topologie
des K-Raumes V. Man setze dazu in (V, || - ||) folgende Mengen:

B(z) ={y € V;d(z,y) < €}.

Diese Mengen sind offen und abgeschlossen beziiglich der durch die Metrik || - ||
induzierten Topologie und bilden eine Basis dieser Topologie. Falls man nun eine
endliche Korpererweiterung L/K betrachtet, ldsst sich die Topologie durch die Er-
weiterung der Bewertung von K auf L ausdehnen. (vgl. Proposition 2.1.1). Man
nennt einen ultrametrischen Raum wvollstindig, falls er vollstandig beziiglich seiner
Metrik ist. Vollstdndige ultrametrischen K-Raume werden auch als K -Banachrdume
bezeichnet.
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Fiir den Rest des Kapitels 2 wird mit (K, |-|) ein nicht-archimedischer vollstandiger
Korper und mit (V;|| - ||) in K-Banachraum fixiert. Falls aus dem Kontext heraus
klar ist, welche Bewertung | - | bezichungsweise Norm || - || gemeint ist, wird auch
nur K beziehungsweise V' geschrieben.

Im Weiteren soll es nun darum gehen, eine verniinftigen Funktionenbegriff fiir Rédume
iiber einem nichtarchimedischen Korper zu entwickeln. Dazu werden zuerst konver-
gente Potenzreihen eingefiihrt.

Definition 2.1.1. (Konvergente Potenzreihe,[Sch08],Kapitel 5)
Sei V' ein K-Banachraum. Eine Potenzreihe f(X) in r Variablen X = (X, ..., X;)
mit Koeffizienten in V' bezeichnen man eine formale Reihe:

FX) =) X, (mit v, € V)

aeND

und |a] = a1 + ... + a, falls a = (o, ..., ;) € N,
Fiir ein € > 0 nennen man eine formale Potenzreihe f(X) = )"  X%v, e-konvergent,
falls
lim €e®||vy]| =0
|oe] =00
gilt. Mit F.(K", V) bezeichnen wir den K-Banachraum der e-konvergenten formalen
Potenzreihen mit Koeffizienten in V.

Dadurch, dass man nun einen Begriff von formalen Potenzreihen hat, liegt folgende
Definition einer lokal analytischen Funktion nahe:

Definition 2.1.2. (Lokal analytische Funktion)([Sch08],Kapitel 6)

Sei U € K" und V eine K-Banach-Raum. Eine Funktion f : U — V heif3t lokal
analytisch, falls fiir alle Punkte xy € U ein offener Ball B.(xy) C U als Umgebung
von xy und eine eine e-konvergente Potenzreihe F' € F. (K", V) derart existieren,
dass

f(z) = F(x —xy) fiir alle x € B(zp).

Die Menge der lokal analytischen Funktionen f : U — V wird mit C**(U, V) be-
zeichnet und man kann zeigen, dass dieser Raum ein topologischer K-Vektorraum
ist. (vgl.[Sch08] Kapitel 11)

Es bleibt noch zu erwdhnen, dass es natiirlich fiir lokal analytische Funktionen Aus-
sagen {iber Differenzierbarkeit und Sétze {iber lokale Umkehrbarkeit gibt. Diese Pro-
position werden im Allgemeinem aus Aussagen iiber formale Potenzreihen abgeleitet.
Eine ausschopfende Diskussion dieser Sétze und Definition wiirde den Rahmen die-
ser Arbeit sprengen, weswegen auf die entsprechenden Kapitel 3,4,5 und 6 in [SchO8§]
verwiesen wird.

Um aber trotzdem den Nutzen der erwéhnten Techniken zu préasentieren, wird im
Folgenden eine lokal analytische Version des Satzes diber implizite Funktionen dar-
gestellt.

Proposition 2.1.2. (Satz diber implizite Funktionen)
Sei f : U — Z eine lokal analytische Funktion von einer offenen Teilmenge
U C X XY des Produktes der Banachrdume X XY in einen Banachraum Z. Sei
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(a,b) € U ein Punkt. Angenommen die Einschrinkung des Differentials dp) f|y ist
invertierbar, dann existieren offene Umgebungen (a,b) € A x B C U und eine lokal
analytische Funktion g : A — B derart, dass ihr Graph I'(g) die Nullstellenmenge
von f ist. Explizit bedeutet das:

{(z,y) e AxB:y=g(x)} ={(z,y) € AX B: f(x,y) = 0}.

Beweis: Sei p := (a,b) € U C X x Y eine offene Umgebung des Punktes p. Man
setzt die Abbildung
o:U—UxZ

(z,y) = (z, f(z,y)))

® ist lokal analytisch , da Ao (id, f) als Verkniipfung lokal analytischer Funktionen
selber lokal analytisch ist.
Das Differential

id 0
d,® =
P (dpf‘X dpf’Y)

ist invertierbar. Dies folgt daraus, dass die Jacobi-Matrix d,® vollen Rang hat, da
d,f|y nach Voraussetzung invertierbar ist. Folglich kann man den Satz iiber die
lokale Umkehrbarkeit anwenden ([Sch08], Proposition 6.4). Explizit heifit das, dass
fiir Punkte (a,b) € U folgende Umgebungen existieren:

a € A; wobei A; C X offen;
b€ By wobei By CY offen;
®(a,b) = (a,0) € C; wobei Cy C Z offen;

Die oben eingefiihrte lokal analytische Abbildung ® wird nach Aussage des Satzes
iiber lokale Umkehrbarkeit auf den Umgebungen

D . A1 X B — Cl
zu eine Homeomorphie. Dariiber hinaus ist ihre Umkehrabbildung
@71201—>A1X31

(z,y) = (z,9(z,y))

mit g : C1 — B; nach derﬂAussage desselben Satzes lokal analytisch.
Offensichtlich gelten die Aquivalenzen

f(x,y) =0« (I)(xvy) = (:B70) Y= g(LE,O)

Da g stetig ist, findet man offene Umgebungen a € Ay C Ajund b € By C B derart,
dass fiir alle x € A, das Bild g(z,0) € By liegt. Man setzt g(z) := §(z,0) und erhélt
damit die gesuchte Abbildung

g: A=Ay — By = B.
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Nach diesem kurzen Zwischenspiel soll es nun darum gehen, lokal analytische Man-
nigfaltigkeiten einzufithren. Hierzu betrachtet man einen topologischen Hausdorff-
Raum M und den K-Banachrum K", welcher als Modellierungsraum fiir M beziiglich
bestimmter Karten {¢; };e; dienen soll. Genauer ergibt sich folgendes Bild:

Seien J, I Indexmengeen {U, };c; C M offene Teilmengen eines topologischen Hausdorff-
Raumes und seien ¢; € C**(U;, K") fiir alle ¢ € I lokal analytische Funktionen. Zwei
Tupel {(¢4, Us) Yier, {(¢,U;) }jes heiBen kompatibel, falls sie leeren Schnitt haben
oder, falls ¢;(U; N U;) und ¢;(U; N U;) offen in K" sind und der Kartenwechsel

Qbi @) ij_l : ¢](Uz M U]) — K7

piod; ' p(U;NU;) — K"

fiir alle 7,5 € I, J lokal analytisch ist.

Man nennt die Menge A = {(U;, ¢;) }ier der kompatiblen Karten einen Atlas fiir M.
Die Dimension des Altlanten A richtet sich nach der Dimension des Raumes der
lokal analytische Karten in C**(—, K"). Der Atlas A heifit r-dimensional, falls alle
Karten r-dimensional sind.

Fiir den gegebenen topologischen Hausdorff-Raum M existieren eine Vielzahl an un-
terschiedlichen Atlanten und man ist darum bemiiht, den bestméoglichsten beziiglich
der Verfeinerung zu finden.

Man fithrt diesbeziiglich auf der Menge der Atlanten folgende Aquivalenzrelation
ein:

Seien etwa A und B zwei Atlanten von M, dann sind A und B &dquivalent, falls
A U B auch eine Atlas fiir M ist. Man nennt einen Atlas A den feinsten Atlas,
also denjenigen mit den meisten Karten von M, falls fiir jeden zu A dquivalenten
Atlas B die Bedingung B C A gilt. Hat man den feinsten Atlas gefunden, ist man
in der giinstigen Position, dass die offenen Mengen {V;};cx des feinsten Atlanten
A = {(V;, ;) ek eine Basis der Topologie von M bilden. ([Sch08],Lemma 7.3)
Falls man noch eine zusétzliche Bedingung an den topologischen Raum M stellt,
kann man noch weitere Aussagen iiber die Atlanten treffen.

Bemerkung: (disjunkter Atlas)([dL92], Definition 3.3.1)

Sei M ein strikt parakompakter topologischer Hausdorff-Raum, dass heifit, dass jede
offene Uberdeckung von X eine disjunkte offene Verfeinerung besitzt. Dann heifit
ein Atlas B von M disjunkter Atlas, wenn die Definitionsbereiche der Karten aus
diesem Atlas paarweise disjunkt sind. Sei A eine Atlas von M, dann findet man
immer einen feineren disjunkten Atlas C von M.

Nach dieser Vorarbeit ist nun moglich, die lokal analytischen K-Mannigfaltigkeiten
mit Hilfe der Atlanten einzufiihren.

Definition 2.1.3. (lokal analytische K-Mannigfaltigkeit)([Sch08],Def 8)

Eine lokal analytische K-Mannigfaltigkeit (M, A) ist ein topologischer Hausdorffraum,
welcher mit dem feinsten Atlanten A ausgestattet wurde. Die Mannigfaltigkeit heifit
n-dimensional, falls der Atlas n-dimensional ist.

Es ist wichtig zu bemerken, dass man die lokal analytische Mannigfaltigkeiten relativ
zu dem Korper K definiert. Dies erlaubt einem eine flexiblere Auffassung des Begriffs
der lokal analytischen Mannigfaltigkeit.
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Definition 2.1.4. (Morphismen von lokal analytischen Mannigfaltigkeiten)

1. ([Sch08] Definition 8.2) Ein Funktion f : M — E heifit lokal analytisch, falls
die Verkniipfung f o ¢~1 € C*"(M, E) fiir alle Karten (U, ¢) der lokal analyti-
schen Mannigfaltigkeit M.

2. ([dL92] 3.1.3) Seien M und N zwei lokal analytischen Mannigfaltigkeiten. Ein
Morphismus von lokal analytischen Mannigfaltigkeiten ist eine stetige Abbil-
dung f : M — N von topologischen Raumen derart, dass fiir jede Karte (V)
die Verkniipfung ¢ o f nach (1) lokal analytisch ist.

Lemma 2.1.3. (strikt parakompakt) Sei (M, A) eine lokal analytische K -Mannigfaltigkeit,
dann ist M strikt parakompakt und A lisst sich zu einem disjunkten Atlas verfeinern.

Beweis: Die Aussage das eine lokal analytische K-Mannigfaltigkeit eine strikt pa-
rakompakter Raum ist, wird in ([dL92],3.2.3) bewiesen. Die Aussage iiber die den
disjunkten Atlas folgt aus obiger Bemerkung 2.1. ]

2.2 Lokal analytische Mannigfaltigkeiten

Proposition 2.2.1. (C*(—, K) ist topologische Algebra)
Sei M eine lokal analytische K-Mannigfaltigkeit, dann wird C*"(M, K) durch die
Abbildung

C"™"(M,K)xC"(M,K) — C"™(M x M, K),

welche aus dem Produkt

F (K" K) x F(K",K) = F(K", K)

(Z X4, Z X%Wgy) > Z (Z vgw, ) X

a€eN] a€eN] a€eND B4y

im Raum der e-konvergenten Potenzrethen stammt, zu einer vollstindigen topologi-
schen K -Algebra.

Beweis: Die Aussage des Satzes findet sich nach ldngeren technischen Vorbereitun-
gen in [dL.92] 3.8.5. Die Behauptung, dass diese topologische K-Algebra vollstindig
ist, steht in [dL92] 3.7.6. O

Als einfaches Beispiel eine lokal analytische K-Mannigfaltigkeit dient der Graph
einer lokal analytischen Funktion:

Beispiel: (Graph)
Sei K ein nichtarchimedischer vollstindiger Korper, sowie U C K" und V C K!
offene Teilmengen und ¢ : U — K' eine lokal analytische Funktion. Man setzt

L(g) ={(z1, .., T, Y1, -, Y1) € Kl+’"|(a:1, vy xy) € U und (y1, ..., y1) = g1, ooy ) }

und nennt dies den Graphen von g. Weiter versieht man den topologische Hausdorft-
Raum K" x K' mit der klassischen Produkttopologie, folglich wird auch I'(g) durch
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die Teilraumtopologie zum topologischen Hausdorff-Raum. Es bleibt zu zeigen, dass
['(g) eine lokal analytische Mannigfaltigkeit ist.
Im Hinblick darauf betachtet man die Abbildung

o, : U —T(g)

(1, ey ) = (X1, ey ey g1, ., T4,

welche als Produkt der lokal analytischen Funktionen A o (id, g) lokal analytisch ist
und die lokal analytische Umkehrabbildung = (z,y) = z besizt.

Offensichtlich ist ®, stetig, da lokal analytisch und induziert somit einen Homeo-
morphismus von topologischen Radumen

-1,
o, 1:T(g) — U.

Somit wird I'(g) € K'*" als offene Untermannigfaltigkeit der kanonischen Mannig-
faltigkeit K'*"

Um nun den Rahmen dieses Kapitels zu schlieflen, ist man in der giinstigen Situation
ein handfeste Definition fiir K-Liegruppen zu geben.

Dazu benutzt man die eingangs erwéhnte Definition eines Gruppenobjekts fiir die
Kategorie C = {lokal analytische K-Mannigfaltigkeiten} mit den Morphismen aus
Definition 2.1.4. Das finale Objekt * in C ist der 1-Punkt-Raum.

Definition 2.2.1. (K-Liegruppe)
Eine K-Liegruppe G iiber einem nichtarchimedischen vollstdndigen Kérper K ist ein
Gruppenobjekt in der Kategorie der lokal analytischen K-Mannigfaltigkeiten.

Setzt man K = Q,, so erhélt man die fiir diese Arbeit dulerst wichtige Kategorie der
p-adischen Liegruppen. Man beschrankt sich im weiteren Verlauf dieser Arbeit auf
kompakte p-adische Liegruppen, da beispielsweise ihre Iwasawa-Algebra besonders
gute ringtheoretische Eigenschaften besitzt.
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Kapitel 3

Gruppenschemata

3.1 Gruppenschemata und formale Gruppenschemata

Zu Beginn dieses Abschnitts ist es sicherlich dienlich, noch einmal an eine Definition
des Schemas zu erinnern.

Ein Schema ist ein lokal geringter Raum (X, Ox), der eine offene Uberdeckung X =
U,e; Ui derart besitzt , dass Ringe {A;}ie; existieren mit der Eigenschaft, dass alle
fiir alle ¢ € I die lokal geringten Réume (U;, Ox|y,) isomorph zu (Spec A;, Ogpec 4,)
sind. Diese Beschreibung resultiert in der Einfiihrung eines Gruppenobjekts:

Definition 3.1.1. (Gruppenschemata) Sei R ein Ring. Ein R-Schema G heifit Grup-
penschema, falls es eine Gruppenobjekt in der Kategorie der R-Schemata mit finalem
Objekt *x = Spec R ist. Falls man sich in der Kategorie der affinen R-Schemata be-
wegt, heifit G affines R-Gruppenschema.

Ahnlich wie bei affinen R-Schemata erhilt man nun eine Aquivalenz von Katgeorien

Spec(—)
r

{R-Hopfalgebren} {affine R-Gruppenschemata},

wobei die Kategorie der R-Hopfalgebren das den R-Gruppenschemata entsprechende
Objekt ist.

Besitzt eine R-Hopfalgebra eine separable Filtrierung, kann man beziiglich dieser
vervollstandigen. Es liegt auf der Hand, dass es auf der Seite des R-Gruppenschemas
eine dhnliche Konstruktion gibt. Ganz allgemein gilt folgender Satz:

Proposition 3.1.1. (Vervollstindigung beziiglich abgeschlossenem Unterschema
[GDdhés71],10.8.3)

Sei X = Spec(A) ein affines Schema und A ein noetherscher Ring. Sei'Y ein ab-
geschlossenes Unterschema, welches durch die Garbe von Idealen [J definiert wird,
dann definiert man die formale Vervollstindigung von X entlang Y, bezeichnet mit
(X, Oy) als den folgenden geringten Raum:

(X,0%) = (Spf(A),lim(Ox) /T,

wobei A die separable Komplettierung beziiglich der J-adische Topologie ist.

39
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Weiter besitzt man auch ein vervollstédndigtes Faserprodukt:

Proposition 3.1.2. (vervollstindigtes Faserprodukt,/[GDdhés71],10.9.7)

Seien X,Y zwei S-Schemata, g : X — S,h 'Y — S zwei Morphismen, S’ C
S, X' C X,Y' CY abgeschlossene Unterschemata mit definierenden Idealen J,IC, L
mit g*(J)Ox C K,h*(J)Oy C L. Sei Z = X Xg Z das Faserprodukt und sei
Z'=p Y (X"\Ng Y (Y") der Schnitt der Urbilder unter den kanonischen Projektionen.
Dann identifziert man das vervollstindigte Faserprodukt mit

Z=XxgY

und den vervollstindigten Morphismen §,ﬁ, D,q. Das Faserprodukt wird lokal durch
das vollstindige Tensorprodukt (—®—) gegeben.

Die Aussage iiber die Vervollstandigung eines Schemas beziiglich eines Untersche-
mas, lasst sich natiirlich auch auf Gruppenschemata iibertragen und man erhélt
daraus folgend die Kategorie der formalen Schemata. Diese Tatsache gibt Anlass fiir
folgende Definition:

Definition 3.1.2. (formales Gruppenschema) Sei R ein Ring. Ein R-Schema G heift
formales Gruppenschema, falls es ein Gruppenobjekt in der Kategorie der formalen
Schemata ist. Falls G zudem affin ist, nennt man es affines formales Gruppenschema.

Auch in diesem Fall erhélt man wieder eine Aquivalenz von Kategorien:
Spec(—

)
{affine formale R-Gruppenschemata}.

{topologische R-Hopfalgebren} =

3.2 Glatte Morphismen

Das Thema der Glattheit von Morphismen von Schemata wird an dieser Stelle nur
hinsichtlich des Jakobi-Kriteriums abgehandelt. Natiirlich ist eine weitaus allgemei-
nerer Abhandlung moglich, doch fiir die Zwecke dieser Arbeit ist der gewéhlte spe-
zielle Rahmen vollkommen ausreichend.
Sei R ein Ring und S := Spec(R) ein Basisschema. Sei X ein S-Schema. Der Dia-
gonalmorphismus

X = X xgX

erzwingt einen Isomorphismus von X auf sein Bild A(X), welches ein lokal abge-
schlossenes Unterschema von X x ¢ X ist. Das heifit es existiert ein offenes Untersche-
ma W C X xg X derart, dass A(X) C W abgeschlossen ist. Sei J die Idealgarbe,
welche A(X) als abgeschlossenes Unterschema von W definiert. Man kann nun fol-
gende Definition einfiihren:

Definition 3.2.1. (Garbe der relativen Differentiale)([BLR90] Definition 2.1) Man
setzt den quasikohédrenten O x-Modul

Qx5 =A"(T/T?)

und nennt diesen die Garbe der relative Differentialformen vom Grad 1 von X iiber
S. Weiter heifit die kanonische Abbildung

dX/S : OX — Q‘lx/s
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fenf—pif

duBeres Differential, wobei die Morphismen p; die Projektionen des Faserprodukts
X Xg¢ X sind.

Definition 3.2.2. (Glattheit)([BLR90],56, Definition 2.1)
Ein Morphismus f : X — S von Schemata heifit glatt bei x € X von relativer
Dimension r, falls ein offene Umgebung U von z und eine S-Immersion

jiU — AL

von U in den linearen Raum A% iiber S derart existiert, dass folgende Bedingungen
gelten:

1. Lokal bei y := j(x) wird die Idealgarbe, welche j(U) als ein Unterschema von
A% definiert von (n — r) Sektionen g¢,41, ..., g, definiert;

2. Die Differentiale dg,.1(y),...,dg,(y) sind lineaer unabhéngig iiber Q}Ag/s ®
r(Y)-

Ein Morphismus heifit glatt, falls er bei allen Punkten glatt ist. Ein Morphismus
heifit étale (bei einem Punkt), falls er (bei einem Punkt) glatt von relativer Dimen-
sion 0 ist.

Weiter erhélt man das wichtige Jakobi-Kriterium:

Proposition 3.2.1. (Jakobi-Kriterium,[BLRIO0], 2.2, Proposition 7)

Sei X, 7 S-Schemata und sei j : X — Z eine abgeschlossene Immersion, welche
lokal von endlicher Praisentation ist. Sei J C Oy die Idealgarbe, welches X als
Unterschema von Z definiert. Sei x € X ein Punkt und setze z := j(x). Angenom-
men Z ist glatt bei z von relativer Dimension n, dann sind folgende Bedingngen
dquivalent:

1. Als S-Schema ist X glatt bei x von relativer Dimension r;

2. Die kanonische Sequenz von Ox-Moduln

Oﬂj/jzﬂj*ﬁk/s Qﬁ(/s 0
ist spaltend exakt bei x und es gilt r = Tnk:(Q&/S ® K(x));

3. Falls dzy, ..., dz, eine Basis von (Q_lX/S)Z und falls g1, ...gn lokale Sektionen von
Oy sind, welche J erzeugen, dann ezistiert eine Umindizierung derart, dass
Jri1s -, gn die Idealgarbe J bei z erzeugen und derart, dass dzy, ...,dz., dg,1, ..
den Modul (QY ). erzeugen;

4. FEs existieren lokale Sektionen g,.1, ..., g, von Oz, welche J, derart erzeugen,
dass dgy41(2), ..., dgn(2) linear unabhdngig in Q%{/s ® k(z) sind.

- dgn
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3.3 Weil-Restriktion

Definition 3.3.1. (Weil-Restriktion 3¢ ,4(X))([BLR90],7.6) Sei b : §" — S ein
Morphismus von Schemata, dann ist der kontravariante Funktor von der Kategorie
S-Schemata in die Kategorie der Mengen

%S//S(X') : (S — Schemata)P? — (Mengen)

T — Morph(T x5 5", X")

wohldefiniert. Falls dieser Funktor darstellbar ist, wird das korrespondierende S-
Schema wieder mit Ry /(X ") bezeichnet und die Weil-Restriktion von X beziiglich
h genannt. Insbesondere wird die Weil-Restriktion also durch folgenden funktoriellen
Isomorphismus charakterisiert

Morphg(T, R 5(X)) = Morphg (T x5 5", X).
Proposition 3.3.1. (Eigenschaften der Weil-Restriktion)

1. Sei h : SpecS — Spec R ein Morphismus von Schemata, wobei R/S eine
endliche Ringerweiterung von diskreten Bewertungsringen ist und sei G ein
glattes separables Gruppenschema von endlichem Typ, dann existiert die Weil-
Restriktion R /5(G) als S-Gruppenschema.

2. Seih :S" — S ein endlicher und lokal freier Morphismus von Schemata und X'
ein S'-Schema. Angenommen die Weil-Restriktion X = Rg/s(X') existiert
als S-Schema, dann ist

(a) X glatt, wenn X' glatt ist;
(b) X separabel, wenn X' separabel ist;
(¢) X lokal von endlichem Typ, wenn X' lokal von endlichen Typ ist.

3. Sei h:S"— S ein Morphismus von Schemata, dann ist der kanonische Mor-
phismus
X — SRS//S(X Xs S/)

eine abgeschlossene Immersion, falls X separabel ist.

Beweis: zu (1): R/S ist eine endliche Ringerweiterung diskreter Bewertungsringe
und G ist ein glattes separables Gruppenschema von endlichem Typ. Nach Theorem
[BLR90]§4.1 ist G quasi-projektiv und erfiillt damit nach Theorem [BLR90]§6.4
das Kriterium fiir die Existenz der Weil-Restriktion. Da die Weil-Restriktion mit
Faserprodukten vertauscht, ist Rg/s(G) tatséchlich eine S-Gruppenschema.

zu (2): Wird in [BLR90]§6 Proposition 5 gezeigt.

zu (3): Wird in [BLR90]§6 Proposition 5 ff gezeigt. O

Beispiel: (Gruppenschema iiber Ganzheitsring)

Sei L/Q, eine endliche algebraische Korpererweiterung und R ihr Bewertungsring.
Sei G ein glattes separables Spec(R)-Gruppenschema. Da R der ganze Abschluss von
Z, in L, die Kérpererweiterung L widerum endlich algebraisch iiber QQ, ist, existiert
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nach eben gezeigter Proposition die Weil-Restriktion G' = Rg/z, (G) als Z,-Schema.
Weiter folgt mit den definierende Eigenschaften, dass die Mengen

’

G (Zp) = Rryz,(G)(Zyp) = (G)(Z, ® R) = G(R)

in Bijektion stehen.

3.4 Analytifizierung

In diesem Kapitel geht es nun darum, einer bestimmten Kategorie von Schema-
ta lokal analytische Mannigfaltigkeiten zuzuordnen. Eine Moglichkeit wére dies in
Analogie zu Serres GAGA-Theoremen, wie sie etwa von Grothendieck in [GR71].XII
Theorem 1.1 beschrieben wird, zu versuchen. Leider scheint es schwierig die lokal
analytischen Mannigfaltigkeit als lokal geringten Raum einzufiihren, denn der topo-
logische K-Vektorraum C**(M, K) von lokal analytischen Funktionen auf einer lokal
analytischen Mannigfaltigkeit erfiillt im Allgemeinen nicht die Garbeneigenschaft.
An dieser Stelle miisste man rigiden analytischen Varietiten arbeiten, da der Ring
der rigid analytischen Funktionen fiir bestimmte zulissige offene Uberdeckungen die
Garbeneigenschaft erfiillt. Diese Konzepte lassen sich dann, wie in [HK06] skizziert
identifizieren.

Im Gegensatz dazu wird hier ein einfacherer méglicher Weg der Analytifizierung dar-
gestellt, welcher fiir diese Arbeit vollkommen ausreicht. Der Ubersicht halber setzt
man folgende Kategorie:

Sch? . — { glatte separable (’)—Schemata}
glatt * . )
lokal von endlichen Typ

wobei K/Q, eine endliche algebraische Korpererweiterung ist mit Ganzheitsring O
ist.

Theorem 3.4.1. (Analytifizierung)
Sei X € Obj(Schflatt). Dann gilt:

1. Es emistiert eine lokal analytische Mannigfaltigkeit X und eine kanonische
Abbildung ¢ : X" — X, die eine Bijektion des zugrundeliegenden topolo-
gischen Raumes | X | mit den K-rationalen Punkten X (K) des Schemas X
induziert.

2. FEs existiert ein Analytifizierungsfunktor

{SChf;Qzatt} ) { lokal aﬂalyt?schg }
K -Mannigfaltigkeiten

mit folgenden Figenschaften:

(a) Seien X und Y Objekte in Schgatt, dann ist die Analytifizierung des
Faserproduktes tiber K

(X X Y)™ 22 X0 x yon

eine lokal analytische K-Produktmannigfaltigkeit.
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(b) Gruppenobjekte in Schflatt werden zu Gruppenobjekten in der Kategorie

der lokal analytischen K-Mannigfaltigkeiten.

Beweis: zu (1): Sei X ein Objekt in SChg)latt‘ Per Defintion besitzt X eine offene
Uberdeckung (X;, Ox,) = (Spec(A;), A;), wobei die Ringe A; = O[T1, ..., T,,]/a; end-
lich erzeugte O-Algebren mit passenden Idealen a; sind.

Der Beweis wird nun so gefiihrt, dass man zuerst die Analytifizierung des affinen
Raumes, und daran anschlieflend die Analytifizierung von abgeschlossen affinen Un-
terschemata von X betrachtet.

Hierzu ergibt sich folgende Bijektion beziiglich der K-wertigen Punkte des affinen
Raumes

A, (K) = Morph(Spec(K), Spec(O[T1, ..., T,])) £ Hom(OI[T4, ..., T,], K) = K".

Versieht man K™ mit der nicht-archimedischen Topologie aus 2.1, so ist K" ein
topologischer Hausdorff-Raum.

Weiter wird nun gezeigt, dass die K-wertigen Punkte eines abgeschlossenen affinen
Unterschemas X; von X eine lokal K-analytische Mannigfaltigkeit bilden. Dazu
benutzt man die Kategoriendquivalenz:

endlich erzeugte}

{afﬁne Objekte in Schgatt} { K-Algebren

Weiter ausformuliert induziert diese Kategoriendquivalenz folgende mengentheore-
tische Bijektionen:

Homp_ 414(4;, K) kil Morphg,,(SpecK, SpecA;)
Vi(a,) L {M, € X;:a; CTM, und k(z) = K}

l:

{r e K™: f(z) =0 fur alle f € a;} C K™

Wie gewohnt setzt man x(x) := Oy, /9, fiir den Restklassenkorper von Oy, im
Punkt z. Wie man aus dem Diagramm erkennt, setzt man als Kandidaten fiir die
kanonische Abbildung

¢ : V(Clz) — X;

x — M,

die jeden Punkt der Teilmenge V'(c;) des topologischen Hausdorff-Raumes K™ auf
seinen abgeschlossenen Punkt 21, im Schema X; abbildet.

Es bleibt also zu zeigen, dass die Menge V(o) eine lokal K-analytische Mannigfal-
tigkeit ist.

Dabei muss man den Mengen V' («;) zuerst eine Topologie zuordnen. Hierzu betrach-
tet man die Teilraumtopologie

Tv (o) :={U C V(a;) offen |U = V(a;) NV und V C K" offen },
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durch welchen die V() zu offenen Teilmengen des topologischen Hausdorff-Raumes
K™ werden.

Es stellt sich die Frage, wieso dieser topologische Raum eine lokal K-analytische
Mannigfaltigkeit ist. Fiir eine positive Antwort benutzt man die Glattheit des Sche-
mas X, welches es einem durch das Jakobi-Kriterium erméglicht, den Satz iiber
implizite Funktionen anzuwenden.

Angenommen, das Schema X ist glatt von relativer Dimension n {iber Spec K. Nach
den Charakterisierungen der Glattheit von Schemata (vgl. Proposition 3.2.1(4)) fin-
det man, da X; glatt bei einem Punkt 991, € X von relativer Dimension d ist,
Sektionen gy, ...,g94 € Ogx,, die das Ideal M, = (g1,..,9q4) fir 1 < d < n, d pas-
send erzeugen. Diese besitzen nach der gleichen Proposition die Eigenschaft, dass
ihre Ableitungen dg; im Raum der relativen Differentiale Q5 Jspec ik @ K(2) linear
unabhéngig sind. (x) Da man nur Punkte x € X; mit x(z) = K zulésst, sind die
Ableitungen dg; linear unabhéngig iiber K.

Man definiert nun fiir Koordinaten z := (x1,...,2,_4) und y := (y1,...,yq) eine
Abbildung von A x B C V(«;) B

f:AxB— K¢

(£7 g) = (gl (27 g)v e gd(&a g))
Aufgrund des Jakobi-Kriteriums (%), ist das auf B eingeschrinkte Differential

agi
dy;

d(Lg)f|B = (2) € M(n—dxn)(K)

invertierbar.

Als letzte Voraussetzung fiir den Satz iiber implizite Funktionen bleibt nur die lokale
Analytizitét der g; fiir alle ¢ zu zeigen. Dazu weil man, dass die (g;)1<i<q¢ Polynome
sind, folglich durch die Auswertung fiir ein 5 € V(«;) durch

Ox(A X B) — Ox,g/f)ﬁﬁ

gi— gi(B) e K

fiir 1 < < d auch als lokal analytische Funktionen angesehen werden kénnen. Insge-
samt kann man folglich den Satz iiber implizite Funktionen (Proposition 2.1.2)anwenden.
Danach existieren lokal analytische Funktionen h; : A — B mit der Eigenschaft, dass

L(h;) = V().

Nach dem Beispiel 2.2 ist I'(g;) eine lokal analytische K-Mannigfaltigkeit der Di-
mension n — d + d = n, wodurch auch (V(«;), O{“a(hi)) zu einer lokal analytischen
K-Mannigfaltigkeit wird. Schlussendlich setzt man also fiir den der Analytifizierung
von X; zugrundeliegenden topologischen Raum

| Xi|*" = V(i) = T'(hi).

Weiter setzt man fiir die in der Behauptung des Theorems geforderte kanonische
Abildung, die weiter oben eingefiihrte Abbildung ¢ : | X;|*" — X.
Zu (2): Als néchstes soll auf die Funktorialitét der Konstruktion eingegangen werden.
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Sei dazu f : (X,Ox) — (Y, Oy) eine Morphismus zwischen zwei Objekten X,Y €
Obj (Schg)lm) mit affinen offenen Uberdeckungen Y = J,.; Spec A; = [J,; Xi und
Y = UjesSpec Bj = Uie; Y-

Nach Voraussetzung existiert eine stetige Abbildung

i€l

.ﬂSpecAi =:1: Xz — Y}

Sei y € X; ein abgeschlossener Punkt derart, dass fiir € X" mit ¢(x) = y gilt.
Sei nun t(z) € (V, u) eine Umgebung von ¢(x). Man erhélt folgende Situation:

t
X, —;

| .

tan

Xzan )/jan

Man setzt als %" := ¢! ot o ¢ und muss noch zeigen, dass t*" stetig und ¢ ot €
cor((t*™)~1(V), K™) gilt. Dann folgt mit [Sch08] Lemma 8.3, dass t* lokal analy-
tisch im Sinne von Definition 2.1.4 und damit ein Morphismus von lokal analytischen
Mannigfaltigkeiten ist.

Als letzten Punkt fiir den Beweis von (1) und (2) muss man zeigen, dass die Analy-
tifizierung mit der Verklebung vertréglich ist. Wie gezeigt wurde, sind alle Behaup-
tungen fiir die affinen Bausteine des K-Schemas X gezeigt. Um nun dem globalen
Objekt X eine Analytifizierung zuzuordnen, muss man mit Verklebeargumenten ar-
beiten. Dafiir setzt man

Da X ein separables Schema ist, sind Xj;; selber wieder Schemata. Um ein Verkle-
bedatum zu erhalten muss man Isomorphien ¢;; : X;; — X,; finden derart, dass
(a) Xy = X; und (b) die Kozykelbedingung erfiillt ist. Die Bedingung (a) ist trivia-
lerweise erfiillt, also bleibt (b) zu zeigen:
Setze als den Morphismus von Schemata

Gij  Xig — Xji

mit folgender Eigenschaft: Sei x € X;;, dann finden man immer eine offene Umge-
bung D(f) =W C X;; mit f € Ox (W), d.h. ¢;;lw = id. Aus dem gleichen Grund
gilt

Xij N X =2 X5 N Xy

Analytifiziert man nun dieses Verklebedatum des Schemas X, dann erh&lt man
folgende Verklebedaten einer lokal analytischen K-Mannigfaltigkeit. (V' (a;), V (a; N
a;), %”) und eine bis auf Isomorphie eindeutige lokal analytische K-Mannigfaltigkeit
X,

zu (3),(a): Seien X,Y € Obj(Sch?latt) mit affinen offenen Uberdeckungen ¥ =
Uier Spec Ai = Ui, Xi und Y = U, Spec Bj = U, ¥ und X xx Y ihr Faser-
produkt iiber Spec K mit offener affiner Uberdeckung Z := Spec(A; @k B;) . Man
beginnt wieder zuerst damit, dass man die Behauptung fiir die offene affine Ubere-
deckung zeigt und schliellich verklebt.
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Hierzu betrachtet man die K-wertigen Punkte des Faserprodukts X; X Y; und
erhélt folgende Kette von Isomorphien

Morph(Spec K, Spec(4; ® B;)) = Hom(A; ® B;, K)

= HOIH(AZ‘, K) X HOHl(Bj7 K)
= V(a) x V(8).

fiir geeignete Ideale a; € A; und f5; C B;. Die Mengen V(o) x V(3;) werden durch
die in (1) beschriebene Analytifizerung und der Teilraumtopologie der Produktman-
nigfaltigkeit K™ x K™ zu lokal analytischen Mannigfaltigkeit.

Durch die in (1) beschrieben Verklebung erhélt man auch hier wieder ein globales
Objekt X x Y% und schlussendlich folgende Beziehung

(X xx Y)m = X x Yo

zu (3),(b): Sei G ein Gruppenobjekt in SChg)latt' Man muss die Eigenschaften von
Definition 2.0.2 iiberpriifen. Wegen (3)(b) und da (—)*" ein Funktor ist, sind alle
Eigenschaften trivialerweise erfiillt. Man erhélt folglich eine Gruppenobjekt in der
Kategorie der lokal analytischen Mannigfaltigkeiten. O
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Kapitel 4

Kohomologie

4.1 G-Moduln und g-Moduln

Sei G eine abstrakte Gruppe und sei Z,[G] der freie Z,-Modul, welcher durch die
Elemente von G erzeugt wird. Explizit bedeutet dies, dass sich jedes Element aus
Z,|G] eindeutig in der Form ) A\,.g mit A\, € Z, und g € G schreiben lésst. Die
Multiplikation der Gruppe iibertragt sich auf den Modul Z,[G] und dieser wird zum
Gruppenring.

Im weiteren Verlauf soll nun klar werden, inwiefern dieser Gruppenring beziehungs-
weise im Falle, dass G ein proendliche Gruppe ist, der vervollstéindigte Gruppenring
Z,||G]] fur die Kohomologie wichtig ist.

Doch zuerst die allgemeine Definition des wvervollstindigten Gruppenrings.

Definition 4.1.1. (Iwasawa Algebra)([Ven03] Kapitel 2) Sei (O, M) ein kommutati-
ver noetherscher lokaler Ring, welcher beziiglich der 91-adische Topologie vollsténdig
ist. Es wird angenommen, dass der Restklassenkorper « = O/ ein endlicher
Korper der Charakteristik p ist. Sei G eine kompakte p-adische Liegruppe, dann

wird der vervollstindigte Gruppenring

A(G) := O[[G]] = lim O[G/U],

wobei der projektive Limes iiber die offenen normalen Untergruppen U C G von G
lauft, die lwasawa Algebra von G genannt.

An dieser Stelle sei kurz auf eine gewisse Ambiguitét in der Notation dieser Arbeit
hingewiesen. An manchen Stellen gilt A(G) = Z,[[G]], deswegen benutze man hierfiir
einfach die Definition 4.1.1 mit dem Ring O = Z,,.

Definition 4.1.2. (G-Moduln,[NSWO08| Definition 1.1.7)

Sei G eine proendliche Gruppe. Ein topologischer G-Modul M ist eine abelsche to-
pologische Hausdorff Gruppe, welche die Struktur eines abstrakten G-Moduls derart
besitzt, dass die Wirkung G x M — M stetig ist.

Man nennt M einen diskreten G-Modul, falls die Gruppenwirkung beziiglich der
diskreten Topologie stetig ist.

Man konnte sich nundariiber Gedanken machen, inwiefern man die stetige Gruppen-
kohomologie mithilfe von derivierten Funktorn eingefiihrt werden kann. Dabei ist es
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wichtig, dass die Kategorie der diskreten und topologischen Moduln geniigend viele
Injektive besitzt. Wie man weiter sehen werden ist dies in der Kategorie der diskre-
ten G-Moduln kein Problem. In der Kategorie der topologischen Moduln gestaltet
sich die Sache etwas schwieriger.

Lemma 4.1.1. (Invarianten)
Set A ein G-Modul, G eine Gruppe und sei O der trivialer G-Modul. Dann gilt:

A% = Homg (0, A).
Beweis: Vergleiche hierzu [Wei95] Lemma 6.1.1 O

Um nun weiter auf die einleitende Fragestellung einzugehen, wird an dieser Stelle
[INSWO08] Proposition 5.2.4 angefiihrt. Die Behauptung lasst sich leicht mithilfe der
Pontryagin-Dualitét verifizieren.

Proposition 4.1.2. 1. Jeder kompakte A(G)-Modul ist der projektive Limes von
endlichen Moduln, dass heifst, insbesondere ist er eine abelsche pro-p-Gruppe.
Die Kategorie der kompakten Moduln besitzt geniigend wviele Projektive und
exakte inverse Limiten;

2. Jeder diskrete A(G)-Modul ist direkter Limes von endlichen Moduln, insbe-
sondere ist er eine abelsche p-Torsionsgruppe. Die Kategorie der diskreten G-
Moduln besitzt geniigend viele Injektive.

Ein analoges Konzept wie das der G-Moduln fiir eine Gruppe G ergibt sich auf der
Seite der Lie-Algebren mit g-Moduln. Diese werden wie folgt eingefiihrt:

Definition 4.1.3. (g-Modul)
Sei g eine Lie-Algebra. Ein O-Modul M ist eine g-Modul, falls ein billineare Abbil-

dung
gOM — M

gRm — g.m

derart existiert, dass
lg, h].m = g.(h.m) — h.(g.m) fiir alle g,h € g und m € M.

Um diese g-Moduln mit ¢(g)-Moduln der universell einhiillenden Algebra in Zusam-
menhang zu bringen, bendtigen man folgende zwei Lemmata.

Lemma 4.1.3. (vgl.[Wei95] Ubung 7.5.3) Der Funktor

U(—) : Lie-Algebra — assoziative Algebra
der universelle Finhiillenden und der Funktor

Lie(—) : assoziative Algebra — Lie-Algebra
der Lie-Algebren sind folgendermafen adjungiert

Homy;.(g, Lie(A))) = Homy,(Ug, A)
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Beweis: Die Hinrichtung folgt aus der universellen Eigenschaft der Universell einhiillen-
den Algebra, die Riickrichtung folgt aus der universellen Eigenschaft der Lie-Algebra.
O

Proposition 4.1.4. (Ug-Moduln) Es gilt:
g—mod = Ug—mod.
Beweis: Nach den fundamentalen Eigenschaften (vgl.[Wei95] 7.3) von g-Moduln
folgt
Homy,.(g, Lie(End(M)))) = Homy, (Ug, End(M)).
Ein g-Modul ist ein O-Modul M zusammen mit einer Abbildung g — Lie(Endo(M))(Lemma??)

und ein Ug-Modul ist auch ein O-Modul M zusammen mit einer Abbildung Ug —
Endo(M). Daraus folgt die Isomorphie der Kategorien. O]

Es bleibt zu bemerken, dass alle Aussagen fiir den Fall, dass g ein bewertet Lie-
Algebra ist, iibertragen werden kénnen.

4.2 Lie-Algebra Kohomologie

Sei O ein assoziativer Ring. Als néchstes wird die Kohomologie einer O-Lie-Algebra
g eingefiihrt. Die nachfolgenden Definitionen und Sitze stammen aus dem Buch von
Weibel [Wei95] Kapitel 7 und werden an den Stellen, an welchen es sich sich anbietet
durch die Definitionen von Lazard [Laz65] V ergénzt.

Wie in [Wei95] Kapitel 7 beschrieben, existieren in er Kategorie der g-Moduln
geniigend viele injektive und projektive Objekte. Damit kann man folgende Defi-
nition fiithren:

Definition 4.2.1. (Lie-Algebra Kohomologie, [Wei95] Def.7.2.2) Sei g eine O-Lie-
Algebra und M ein g-Modul, dann wird mit dem rechtsderivierten Funktor des
Invariantenfunktors (—)9

Hzie(ga M) = R*(_Q)(M)
die Lie-Algebra-Kohomologie mit Koeffizienten in M bezeichnet.

Nachdem man nun die Lie-Algebra Kohomologie durch einen abgeleiteten Funktor
eingefiihrt hat, geht es nun darum, wie man diesen durch U g-Auflésungen berechnet.

Definition 4.2.2. (Chevalley-Eilenberg-Komplex, [Wei95] Def.7.7.1)
Sei g eine O-Lie-Algebra, die frei als O-Modul ist, und sei APg das p-te dufere
Produkt und sei Ug die universelle Einhiillende Lie-Algebra von g, dann wird mit

UG ®Ro Azgd*ﬂ/{g ®o Algd*ﬂ/{g%O

und dem Differential

d:Vy(g) = Vp-1(g)
URTI A ATy = Y0 (1) Tz, @z A AT A AT
i, (CD U@ [, m) Aoy A AT A AT A AT
der Chevalley-Eilenberg-Komplex (kurz: CE-Komplex) V.(g) der Lie-Algebra g be-
zeichnet.
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Im Folgenden werden nun zwei Fille unterschieden. Im ersten Fall betrachtet man
eine Lie-Algebra iiber einem allgemeinen Ring O. Im zweiten Fall geht man zu
einer bewerteten Og-Lie-Algebra iiber, deren Kohomologie Koeffizienten in einem
vollstandig-freien Modul M hat. Insgsamt ergibt sich folgende Proposition:

Proposition 4.2.1. (Projektive Aufiosung, [Wei95] Theorem 7.7.2)

1. Sei g eine O-Lie-Algebra frei vom Rang r, dann ist
Vi(g) — O

eine projektive Ug-Auflosung des trivialen g-Moduls O;

2. Sei g eine bewertete Ok-Lie-Algebra frei von endlichen Rang, dann ist die
Vervollstindigung des filtrierten Komplexes

—_—

Vi(g) — Ok
eine projektive Z//IB-Auﬂ(isung des trivialen g-Moduls O .

Beweis: 1. vergleiche [Wei95] Theorem 7.7.2

2. Nach 1, findet man leicht eine projektive Ug-Auflésung von Ok, welche eine
kanonische ausschopfende und separable F,V,(g) Filtrierung triagt. Die Frage,
welche es zu losen gilt, ist, ob die Vervollstdndigung beziiglich dieser Filtrierung
eine Ug-Auflosung von Oy ist.

Hierzu benutzt man wieder die zu dieser Filtrierung assozierte homologische
Spektralssequenz

Epy = Hpiq(FpVoiq(8)/ Fp1Viprq() = Hyig(Vil(9))

aus [Wei95] Theorem 7.7.2. Da die Vervollstindigung Isomorphien FiV,(g)/Fs_1Vi(g) =

FJZ(;) / Fs,lm induziert, erhélt man eine Isomorphie von Spektralsequen-
zen. Das heif3t:

—

El pra(FpVorg(8)/ Fp1Virg(9)) = Hprg(Va(g)) = Hyprg(Vi(g))-

Wie nun in [Wei95] Theorem 7.7.2 gezeigt wurde, besteht die 1-Seite dieser
Spektralsequenz aus der Homologie des Koszul-Komplexes ein reguldren Se-
quenz. Folglich gilt

—

0= Hpq(Vi(g)) = Hpiq(Va(g))

und es folgt die Behauptung.
O

Da man nun eine projektive Ug-Auflosung des trivialen g-Moduls O (bzw. Ok)
gefunden hat, erlaubt diese Tatsache eine genauere Beschreibung der Lie-Algebra-
Kohomologie, die sich in folgender Proposition wiederfindet:
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Proposition 4.2.2. (Lie-Algebra-Kohomologie)

1. ([Wei95] Korollar 7.7.3) Sei M € g — —mod ein g-Modul, dann ergeben sich
die Kohomologiemoduln H3, (g, M) als Kohomologie der Kompleze

Homg(Vi(g), M)) = Hom,(Ug @0 A*g, M);

2. ([Tot99], Lemma 9.2)Ist M zusditzlich vollstindig-frei und g eine bewertete
Ok -Lie-Algebra, dann sind die Kompleze

—

Homg(V*(g), M)) = Homg(V*(g), M))
quasiisomorph.

Beweis: 1. Folgt sofort aus vorhergehender Proposition 4.2.1, genauer gilt:
Hiie(9, M) = R*(=)*(M) = R" Homg(—, M)(Ox) = H" Homg(V.(g), M);
2. An dieser Stelle nutzt man wieder vorherige Proposition 4.2.1(2) aus:

H* Hom,(V,(g), M) = H* Homg(@, M),

da der rechtsderivierte Funktor R* Homy(—, M)(Of) unabhéngig von der pro-
jektiven Auflosung von O berechnet werden kann.
[

4.3 (Ko-)homologische Lemmata

Fiir den Beweis der Lazardisomorphie, sei sie nun integral oder rational, werden fol-
gende zwei Lemmata aus der homologischen Algebra duflerst wichtig sein. Das erste
geht auf Serre zuriick und das zweite wird von Lazard in [Laz65]V.2.1.5 bewiesen.

Proposition 4.3.1. (Serres Lemma,[Tot99] Proposition 8.1) Sei R ein vollstindi-
ger und filtrierter Ring und noetherscher assozierter Graduierung gr(R). Sei A ei-
ne vollstindige und filtrierte R-Algebra mit noetherscher assozierter Graduierung
gr(A). Sei M ein vollstindig-filtrierter A-Modul, dessen assozierte Graduierung end-
lich erzeugt diber gr(A) ist. Dann kann eine graduiert-freie gr(A)-Auflosung des end-
lich erzeugten gr(A)-Moduls gr(M) zu einer filtriert-freien A-Auflosung des vollstindig-
freien A-Moduls M geliftet werden.

Beweis: Nach Voraussetzung ist die assozierte Graduierung gr(A) noethersch und
die assozierte Graduierung gr(M) endlich erzeugt iiber gr(A). Man findet folglich
ein graduiert-freie gr(A)-Auflosung
dy
. Gog——=gr(M)——=0
des endlich erzeugten graduiert-freien gr(R)-Moduls gr M.
Da die einzelnen G; fiir alle ¢+ > 0 mit Gy := gr M graduiert frei sind, findet man
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mit der Liftungseigenschaft aus Proposition 1.4.1 einen filtriert-freien A-Modul L;
und filtrierte Morphismen d; mit gr L; = G; und grd; = d;. Insgesamt erhélt man
also eine Sequenz von filtriert-freien A-Moduln

Ly — Ly—2~ M.
Es bleibt zu zeigen, dass dies eine filtriert-freie A-Auflosung von M ist. Sei nun
K; = ker(L; — L;—y) fir ¢ > 0 mit von L; induzierter Filtrierung und setze
K,l = M

Zum einen weifl man, dass fiir alle i > 0 die Sequenzen
0 ——gr(Ki—1) —=gr(Li1)

und
gI‘(LZ) —_— k:er(gr(L,-_l — gI‘(LZ'_Q)) —0

exakt sind. Da G, ein graduiert-freie gr(A)-Auflosung von gr(M) ist, lasst sich die
letzt Seuqenz auch als exakte Sequenz

gr(L;) —im(gr(L; — gr(L;—1)) —=0

lesen. Folglich gilt, dass die natiirliche Abbildung gr(L;) — gr(K;_1) surjektiv ist.
Betrachtet man nun die exakte Sequenz

0—— gI‘(KZ) e G’Z *f> gI‘(Ki_l) —— 0,

so hiangt die Frage, ob die Sequenz von filtriert-freien A-Moduln L, eine Auflésung
von M ist natiirlich davon ab, ob die gelifteten Sequenzen

fiir alle ¢ > 0 strikt exakt sind. Nun weifl man, dass L; ein endlich erzeugter filtriert-
freier A-Modul iiber einer vollstdndigen R-Algebra A ist. Folglich muss L; selbst
vollsténdig sein. Nach den Liftungseigenschaften der assozierten Graduierung aus
Proposition 1.3.2 folgt nun, dass dann f mit gr(f) = f fiir alle Filtrierungsschritte
surjektiv ist. Induktiv gilt dies natiirlich fiir alle weiteren ¢ > 0.

Es bleibt zu zeigen, dass gr(K;) = ker(gr(L;) — gr(L;y1)) gilt. Man weif aber, dass
gr(K;) C gr(R;), also folgt diese Eigenschaft sofort. Es handelt sich bei der Sequenz
von filtriert-freien A-Moduln

dy

Ly Ly M

also tatséchlich um eine filtriert-freie A-Auflésung von M, die aus der Liftung von
G, entstand. O

Das zweite versprochene Lemma soll nun einen Vergleich zwischen zwei gelifteten
Auflosungen schaffen.
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Proposition 4.3.2. (Lazards Lemma, [Laz65].V.2.1.5) Sei R ein vollstindiger und
filtrierter Ring, A eine vollstandige und filtrierte Algebra und M und M’ zwei
filtriert-vollstandige A-Moduln.
Seien

X Xo——M

bl

X| — X == M’
filtriert-freien A-Auflosungen von M (respektive M'). Seien

..ngXlﬂgIXOH(S gI'M

C

--ngX{Lng{)Lng/

endlich erzeugte graduiert-freie gr A-Auflosung von M (respektive M'). Weiter sei
gx : gr X. — gr X! ein Morphismus von Kettenkomplexen derart, dass gr(e) o g =
er(f) o gr(e) gil.

Dann existiert ein bis auf Homotopie eindeutiger Morphismus f, : X, — X von
Kettenkomplexen derart, dass gr f, = gx.

Beweis: Das Lemma wird in [Laz65].V.2.1.5 gezeigt. Es bleibt die Eindeutigkeit bis
auf Homotopie zu zeigen. Diese Homotopie lédsst sich, da alle Moduln filtriert-frei

sind, explizit aus der projektiven Liftungseigenschaft konstruieren.
O

Schlussendlich erhélt man folgendes Korollar:

Korollar 4.3.3. Sei R eine filtrierter und vollstindiger Ring, A eine filtrierte und
vollstandige R-Algebra und M ein vollstindig-freier A-Modul. Seien X, und X! zwei
filtriert-freie A-Auflosungen von M, welche die Bedingungen des Lazard-Lemmas
erfiillen, mit der Figenschaft, dass die assozierte Graduierung

gr X, & or X/
als freie gr(A)-Komplexe isomorph sind, dann sind auch die Liftungen
X, =X/
als filtriert-freie A-Komplexe isomorph und homotop.

Oft ist es wichtig, den Basisring des Koeffizientenmoduls bei der Kohomologie zu
wechseln. Dies ist selbstverstédndlich nur unter bestimmten Bedingungen moglich.
Genauer betrachtet man folgendes Setting:

Proposition 4.3.4. (flacher Basiswechsel) Seien R und T zwei Ringe. Angenom-
men T ist flach als Rechts-R-Modul. Dann gilt fir alle T-Moduln C' und R-Moduln
A, dass fiir alle n

Exth(A,C) — Exth (T @r A, C)

ein Isomorphismus ist.
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Beweis: Man wiihle eine projektive R-Auflosung P, von A. Die Extg(—, C)-Gruppen
werden durch die Kohomologie des Komplexes Hompg(P;, C') berechnet.

Da T flach als Rechts- R-Modul ist, sind die T-Moduln T'®g P, fiir alle n projektiv.

Folglich ist der Komplex T ®g P, eine projektive T-Auflosung von T"®gr A. Um

die Kohomologie des Komplexes Homr (T ®g P.,C) zu berechnen, betrachte man

folgende Isomorphien. Zuerst gilt

Homy (T ®g Py, C) = Homy (T, Homg (P, C))

nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts. Als néchstes folgt aus der
Flachheit von T iiber R die Isomorphie (vgl. [Eis95] Proposition 2.10)

HOHIT(T ®R P*, C) =T ®T HOHIR(P*, C))
Folglich erhélt man wieder die Kohomologie des Komplexes Hompg(P;, C). ]

Proposition 4.3.5. Sei A eine assoziative O-Algebra, O ein vollstindiger diskreter
Bewertungsring und X, eine endliche filtriert-freie A-Auflésung des trivialen A-
Moduls O. Dann ist auch die saturierter Auflosung Sat(X,) eine endliche filtriert-
freie Sat(A)-Auflosung von O.

Beweis: Sei also

da dy

X X1 Xo L) 0

eine endliche filtrierte-freie A-Auflésung von O. Folglich ist X, spaltend exakt. Das
heifit explizit gilt
Xk—l = k:er(dk_l) (&) Zm(dk)
Wie in Proposition 1.5.6 gezeigt wurde, ist der Funktor Sat(—) additiv, dass heifit
es gilt
Sat(X}) = Sat(ker(dx—1)) @ Sat(im(dy))

und folglich ist Sat(X,) eine A-Auflésung von Sat(Q) = O O
Proposition 4.3.6. Sei O ein vollstindiger diskreter Bewertungsring, A ein asso-
ziative O-Algebra, X, eine projektive A-Aufiésung von O und M ein torsionsfreier

A-Modul.
Dann gilt fir die Kohomologie mit Koeffizienten in M

H" Homy (Sat(A) ®4 X, M) = H" Homy (Sat(X.), M).

Beweis: Man betrachte fiir alle k£ die exakten Sequenzen von Sat(A)-Komplexen

0 — Hom 4(Sat(A) @4 X, M) “— Hom 4 (Sat(X}), M) — Hom 4 (coker (i), M) —=0
(1)

In Proposition 1.5.7 wurde gezeigt, dass fiir alle k der coker(ix) ein O-Torsionsmodul

ist. Da der A-Modul M als torsionsfrei vorausgesetzt wurde, ist Hom(coker (i), M) =

0. Assoziert man also zu der exakten Sequenz (1) von Sat(A)-Moduln die lange ex-

akte Kohomologiesequenz, so ist H" Hom(coker(i.), M) = 0 fiir alle n. Dies erzwingt

die Isomorphie

H" Hom(Sat(A) ®4 X.) = H" Hom(Sat(X,), M)

fir alle n. O
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4.4 Stetige Gruppenkohomologie analytischer pro-
p-Gruppen

Sei G ganz allgemein eine proendliche Gruppe und M ein beliebiger topologischer G-
Modul. Man bildet den stetigen Kokettenkomplex C%, (G, M) beziiglich der Gruppe
G, indem man die G-Invarianten der stetigen Standardauflosung X% (G, M), die
genau in der gleichen Weise wie in [NSWO08]1§2 eingefiihrt wird, bildet.

Definition 4.4.1. (stetige Gruppenkohomologie,[NSWO08| Definition 2.7.1) Man
nennt die n-te Kohomologiegruppe des stetigen Kokettenkomplexes C% (G, M) die

n-te stetige Kohomologiegruppe von G mit Koeffizienten im G-Modul M. Diese
Gruppe wird mit H., (G, M) bezeichnet.

cts

Proposition 4.4.1. ([Laz65] V.2.2.2) Sei G eine p-bewertete Gruppe von endli-
chen Rang r und O ein vollstindiger diskreter Bewertungsring. Dann existiert eine

endliche filtriert-freie A(G)-Auflésung

X.= Xt .o_.o
deren filtriert-freie A(G)-Moduln (Xy)1<k<, eine Basis (Bg)i<k<, der Linge (2) be-

sitzen.

Beweis: Da G p-bewertet und von endlichen Rang ist existiert nach [Sch09] Theo-
rem 10.3 eine Isomorphie

gr(A(G)) = gr(0) O, m U gr(G)

von graduierten gr(O)-Algebren.

Betrachtet man vorerst die graduierte F,[r|-Lie-Algebra gr(G) allein, so ist diese
sicher frei und endlich erzeugt als F,[n]-Modul, da G endlichen Rang hat. Durch
den Chevalley-Eilenberg-Komplex findet man folglich eine graduiert-freie gr(G)-
Auflésung

U EHG) Rgro) A gr(G) —U gr(G) —gr(0) —=0

von gr(Q). Da gr(G) graduiert-frei von Rang r, kann diese Auflésung nach Konstruk-
tion nur die Lénge r besitzen. Dariiber hinaus ist aus dieser Form der Auflésung so-
fort ersichtlich, dass fiir alle 0 < k < r die Basen (By) der gr(G)-Moduln U gr(G)®g(0)
A¥ gr(G) von Elementen der Form ux;, G, ) A+ A, Guo(a;,) mit u € U gr(G) und
Indizees 1 < iy < --- < i; < k erzeugt werden. Folglich hat die Basis B, die Lange
1(\?z)xch der eingangs erwihnten Isomorphie von graduierten gr(QO)-Algebren kann man
die graduiert-freie gr(G)-Auflésung von gr(Q) auch als graduiert-freie gr(A(G))-
Auflosung von gr(O) lesen. Nun ist A(G) sicherlich eine vollsténdige O-Algebra, O
vollstandig nach Vorausetzung und gr(O) endlich erzeugt iiber gr(A(G)). Man kann
folglich Serres Lemma (vgl. Proposition 4.3.1) anwenden und erhélt eine endliche
filtriert-freie A(G)-Auflésung

X, = . Xg—0—=0

des trivialen A(G)-Moduls O. Die Forderung an die Basen By, der A(G)-Moduln X
sind durch die Liftungseigenschaft gr(By) = By fiir alle 0 < k < r erfiillt. O
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Definition 4.4.2. (quasiminimaler Komplex,[Laz65] V.2.2.2) Sei G eine p-bewertete
Gruppe von endlichen Rang mit geordneter Basis (x;)1<;<,. Als Bewertung der Ba-
siselemente setzt man w(z;) = 7;. Man nennt die geliftete A(G)-Auflosung aus Pro-
position 4.4.1 den quasiminimalen Komplex der Gruppe G. Fiir alle 0 < k < r setzt
man als Bewertung der Basiselemente e; € By, mit [ = {iy,...,5: 1 <i; < ... < <

k}
wx, (er) = Zw(mz)

i=1

Auf den ersten Blick ist nicht ganz klar, welcher Zusammenhang zwischen dem
quasiminimalen Komplex einer p-bewerteten Gruppe von endlichen Rang und der
stetigen Gruppenkohomologie dieser Gruppe besteht. Diese Frage klart folgendes
Lemma:

Lemma 4.4.2. (stetige Gruppenkohomologie) Sei G eine p-bewertete Gruppe von
endlichen Rang und sei M ein kompakter G-Modul. Dann berechnet der quasimini-
male Komplex X, der Gruppe G die stetige Gruppenkohomologie H, (G, M).

Beweis: Sei X, der quasiminimale Komplex der p-bewerteten Gruppe G. Nach der
Proposition 5.2.14 in [NSW08] gilt die Isomorphie

Wie im Beweis von Proposition 4.4.1 gezeigt wurde, ist der quasiminimale Komplex
X, eine filtriert-freie A(G)-Auflosung von O, also sicher eine projektive Auflosung
von O. Es gilt folglich

Eaty¢)(O, M) = H" Homc)(Xs, M).
Wie eingangs erwidhnt wurde, ist gerade dies die stetige Gruppenkohomologie. [

Um spéter gewisse Klassen von analytischen pro-p-Gruppen zu unterscheiden, benotigt
man eine bestimmte Form der stetigen Gruppenkohomologie. Diese wird einfach
mod-p-Kohomologie genannt und folgendermaflen eingefiihrt:

Definition 4.4.3. (mod — p-Kohomologie)
Sei GG eine analytische pro-p-Gruppe. Dann wird mit der stetigen Gruppenkohomo-
logie

Hy (G F,) = EXt?\(G) (Fp, Fy)

die mod-p-Kohomologie bezeichnet.

Fiir die Klassifizierung von pro-p-Gruppen wird folgende Spektralsequenz von grolem
Nutzen sein. Es bleibt zu bemerken, dass man iiber die hoheren Differentiale dieser
Spektralsequenz so gut wie nichts weif3.

Proposition 4.4.3. (May-Spektralsequenz, [SWO00] Theorem 5.1.12) Sei G eine kom-
pakte p-adische Liegruppe und N ein diskreter filtriert-freier Z,-Modul mit G- Wirkung,
dann ezistiert eine kohomologische Spektralsequenz (ELE*’*), d,),d, : gty pletrizrtl)
im zweiten Quadranten

Byt = Extylh g (B Fy),
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die gegen

Eigf — Fs HSH(G, Fp)/Fs+1 HSH(G, Fp)
konvergiert. Die Filtrierung F ist die ausschopfende und separble kanonische Fil-
trierung des quasiminimalen Komplexes.

Abschliessend wir ein Produkt beziiglich der Kohomologie eingefiihrt, welche es ei-
nem ermoglicht, beispielsweise eine Ringstruktur auf der Kohomologie einzufiihren.

Definition 4.4.4. (Cup-Produkt fiir Hopfalgebren) Sei O ein kommutativer Ring,
A eine Hopfalgebra und M, M’, N drei A-Moduln mit einer lineare Abbildung M ®¢
M' — N. Dann nennt man die billineare Abbildung

H*(A, M) x H* (A, M') — H*(A, N)
das Cup-Produkt.

Proposition 4.4.4. (Cup-Produkt,[Laz65],V.2.5.4) Sei G eine analytische pro-p-
Gruppe mit quasiminimalen Komplex X, und Iwasawa-Algebra A(G) aus Defini-
tion 4.1.1. Seien M,M' und N drei kompakte O-Modul mit stetiger G-Wirkung
und M @ M' — N eine lineare stetige Abbildung. Dann induziert die Abbildung
[Laz65]V.2.5.2.2

—

ein Cup-Produkt

H, (G, M) x H,

cts

(o, ) = aUp
beziiglich der stetigen Gruppenkohomologie.

(G,M") — HE(G, N)

cts
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Kapitel 5

p-adische Liegruppen

5.1 p-bewertete Gruppen und kompakte p-adische
Liegruppen

Es mag etwas ungewohnlich erscheinen, dieses Unterkapitel mit der Definition von
Poincaré Dualitéits Gruppen zu beginnen, doch wird sich dieser Umstand im weiteren
Verlauf klaren.

Definition 5.1.1. (Poincaré-Dualitéits Gruppen,[Laz65]V.2.5.7) Eine pro-p-Gruppe
G heifit Poincaré-Dualitits Gruppen der Dimension r, falls folgendes gilt:

1. Der Kohomologiering H*(G, F,,) ist fiir alle s € N endlich;
2. dimp,(H"(G,Fp)) = 1;
3. Die kanonische Paarung
H*(G,F,) ® H %G, F,) — H'(G,F,),
welche durch das Cup-Produkt induziert wird, ist nicht degeneriert.
Weiter wird spéter folgende Aussage von Serre benétigt:

Proposition 5.1.1. (Serre) Sei G eine torsionsfreie analytische pro-p Gruppe mit
offener Untergruppe H C G, dann gilt fir die kohomologischen Dimensionen:

cd(G) = cd(H)

Um nun genauere Aussagen iiber p-adische Liegruppen treffen zu konnen, fithrt
Lazard die p-Bewertung ein. Diese Bewertung hat viele niitzliche Eigenschaften,
welche nun hier kurz dargestellt werden.

Definition 5.1.2. ([Laz65]I1I Def 2.1.2, p-Bewertung und p-bewertete Liegruppe)
Eine p-Bewertung auf einer filtrierten Gruppe G ist eine Funktion w : G — (0, o0,
welche folgende Axiome fiir alle g und h aus G erfiillt:

1. w(e) =ocound 1/(p — 1) < w(g) < oo fiir g # 1;
2. w(gh™) > min{w(g),w(h)};

61
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3. w(g~'h~lgh) > w(g) +w(h);
4 w(g”) =w(g) + 1.

Eine kompakte p-adische Liegruppe (G,w)heilt p-bewertete Gruppe, falls sie eine
p-Bewertung w besitzt.

Setzt man
G, ={9€G:w(g) >2v} G, :={g€G:w(g) >}

so sind diese nach der Definition der p-Bewertung normale Untergruppen von G.
Weiter sieht man, dass die Untergruppen G, eine absteigende ausschopfende und
separable Filtrierung der Gruppe G bilden mit den zusétzlichen Eigenschaften, dass

Gl/ = ﬂl,/<,, GV’ und[GV’ GV’] C GV+I/’

gilt. Folglich erhélt man eine eindeutige topologische Hausdorff-Gruppenstrukur auf
G, welche durch die p-Bewertung w induziert wird. Dadurch, dass man auf G eine
Filtrierung durch die Untergruppen G, hat, ldsst sich dieser Filtrierung eine Gra-

duierung zuordnen.
grG = @gr,,G = @GV/GH.

Dies gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 5.1.3. (Rang einer p-bewerteten Gruppe) Sei (G,w) eine p-bewertete
Gruppe. Dann wird durch

rnk(G,w) = rnkg, - gr G

der Rang der Gruppe G gegeben. Die p-bewertete Gruppe heifit von endlichem Ranyg,
falls rnk(G,w) < oo ist.

Es bleibt zu bemerken, dass der Rang einer p-bewerteten Gruppe nicht immer mit
ihrer Dimension als lokal analytische Mannigfaltigkeit iibereinstimmt. Weiter besitzt
das zu der Gruppe G assozierte graduierte Objekt folgende wichtige Eigenschaften:

Proposition 5.1.2. (assozierte Graduierung eine p-bewerteten Gruppe) Sei (G, w)
eine p-bewertete Gruppe und gr G ihre assozierte Graduierung. Dann gilt:

1. gr(G) ist eine torsionsfreie beschrinkte F,|r|-Lie-Algebra;

2. Falls G endlichen Rang besitzt, dann ezistiert eine geordnete Basis, deren
Lénge gleich dem Rang der Gruppe ist. Dariber hinaus ist G topologisch end-
lich erzeugt;

3. Falls G endlichen Rang besitzt, dann definiert jede beliebige andere p-Bewertung
W' auf G die Topologie von G und geniigt der Gleichung rnk(G,w) = rnk(G,w’);

4. Jede p-bewertete pro-p-Gruppe G von endlichem Rang trdgt die natirliche
Struktur einer kompakten p-adischen Liegruppe und es gilt dim(G) = rnk(G);



p-BEWERTETE GRUPPEN UND KOMPAKTE p-ADISCHE LIEGRUPPEN 63

5. FEine p-bewertete Gruppe von endlichen Rang ist eine Poincaré Dualitits Grup-
pe.

Beweis: zu (1): Diese Aussage wird in [Sch09] Bemerkung 7.2 gezeigt. Prinzipiell
folgt die Behauptung aus der Definition der p-Bewertung und den daraus resultie-
renden Konsequenzen fiir die Filtrierung einer p-bewerteten Gruppe.

zu (2): Die erste Aussage entspricht 7?7 Proposition 8.5. Die zweite Aussage der Be-
hauptung steht implizit in der ersten, entspricht explizit aber 7?7 Korollar 8.6.

zu (3): Man vergleiche hierzu ?? Proposition 8.15.

zu (4): Vergleiche [Sch09], Korollar 11.6. zu (5): Streng genommen diirfte diese Aus-
sage erst in einem nachfolgenden Kapitel stehen. Sie wird aber aufgrund einer zu-
sammenhéangenderen Darstellung hier bewiesen.

Sei GG eine p-bewertete Gruppe von Rang r. Dann gilt fiir die mod-p-Kohomologie
nach [Laz65]V.2.2.3.4

dimg, H", (G, F,) < <T)
n

Weiter besitzt G nach [Laz65]V.2.2.7.1 eine offen Untergruppe U mit kohomologi-
scher Dimension

cd(U) =r.
Mit Serres Aussage 5.1.1 muss dann auch fiir G
cd(G) =r

gelten. Nach Theorem [Laz65]V.2.5.8 ist G folglich eine Poincaré Dualitéts Gruppe.
]

Es ist wichtig zu bemerken, dass nicht jede analytische pro-p-Gruppe eine p-bewertete
Gruppe ist. Als Beispiel hierfiir dient schon allein GL,(Q,). Bei der nun folgenden
Vielzahl von unterschiedlichen Charakterisierungen der verschiedenen Klassen von
p-adischen Lieruppen, ist es wichtig, folgende Hauptkategorien einzufiihren. Dabei
bietet es sich an, die Beschreibungen von Lazard anzugeben.

Theorem 5.1.3. (kompakte p-adische Liegruppe) Eine topologische Gruppe ist ge-
nau dann eine kompakte p-adische Liegruppe, wenn sie eine offene mnormale p-
bewertete Untergruppe von endlichem Rang besitzt.

Beweis: [Laz65|V.2.4.3 O

Etwas spezieller gilt dann folgenden Proposition.

Proposition 5.1.4. (analytische pro-p-Gruppe) Eine topologische Gruppe ist ge-
nau dann eine analytische pro-p Gruppe, wenn sie eine offene normale p-bewertete
Untergruppe mit Rang p™ fiir eine n € N besitzt.

Beweis: [Laz65|111.3.2.3 O

Abschlieflend ergibt sich folgende niitzliche Liste von Eigenschaften

Proposition 5.1.5. (Eigenschaften p-bewerteter Liegruppen)
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1. Das direkte Produkt G x H von p-bewerteten Liegruppen ist eine p-bewertete
Liegruppe und es gilt:

dim(G x H) = dim G + dim H;

2. Alle abgeschlossenen Untergruppen einer p-werteten Liegruppe sind p-bewertet,

3. Alle aufsteigenden Ketten von abgeschlossenen Untergruppen einer p-bewerteten
Gruppe werden stationdr;

4. Angenommen H ist eine von der p-bewerteten Liegruppe G unterschiedliche
Untergruppe und G/H st torsionsfrei, dann ist G/H eine p-bewertete Lie-

gruppe.
Beweis: Diese Eigenschaften werden in [Laz65]I1I 3.1.7 bewiesen. [

Gesetzt dem Fall, dass es sich um eine p-bewertete Gruppe G handelt, ist es moglich
sehr genaue Aussagen iiber ihre Iwasawa Algebra A(G) zu machen. Diese Aussagen
betreffen sowohl die ringtheoretische Struktur von A(G), als auch die Struktur von

gr A(G).

Proposition 5.1.6. (Eigenschaften der Iwasawa-Algebra A(G)) Sei O der Ganz-
heitsring einer endlichen Korpererweiterung K/Q,. Sei (G,w) eine p-bewertete Grup-

pe mit Basis (g1, ..., 9a) und sei A(G) die Iwasawa-Algebra von G aus Definition
4.1.1. Dann gilt

1. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus von topologische O-Algebren
MG) = O @3, Z,[|G]];
der auf A(G) die Tensorproduktfiltrierung induziert;
2. FEs gibt einen Isomorphismus von graduierten grO-Algebren
grMG) =U(grO ®gz, grG),
wobei U(grO ®g,z, grG) die universell einhiillende Algebra ist;

3. Man findet eine p-Bewertung w' auf G derart, dass gr.,A(G) = grO[Xq, .., X4
qgilt.

Beweis: Die Punkte (1)-(3) werden in [Ven03] Proposition 2.3 bewiesen. O

5.2 p-saturierte Gruppen und PF-Gruppen

Im Verlauf der néchsten Kapitel werden gruppentheoretische Aussagen iiber p-
bewertete Gruppen gemacht. Infolge dessen muss man einige Definitionen aus [DDSMS03]
wiederholen.

Definition 5.2.1. (Gruppentheoretische Notationen)
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1. ([DDSMS03].0.2) Sei G ein Gruppe. Man setzt die Untere Zentralreihe als
1 (G) == G und v;11(G) := [v(G), G fiir alle i > 1;

2. ([DDSMS03].0.5) Sei G eine endliche p-Gruppe, dann bezeichnet man mit
o(G) = |G,G|G?P
die Frattini-Untergruppe von G;

3. ([DDSMS03] Definition 1.15) Sei G ein pro-p-Gruppe, dann bezeichnet man
mit P;(G) := G und fir alle t > 1 Pi1(G) := Pi(G)?[P(G), G] als die Untere-
p-Reihe der Gruppe G.

Definition 5.2.2. (p-saturierte Gruppe)
Eine p-bewertete endlich erzeugte Gruppe G heifit p-saturiert, falls sie vollstandig
ist und fiir jedes x € G mit w(z) > b7 ein y € G mit y? = x existiert.

Durch die Klasse der p-saturierten Gruppen lédsst sich die Aussage aus Propositi-
on 5.1.4 hinsichtlich der offenen Untergruppe einer kompakten p-adische Liegruppe
prézisieren.

Proposition 5.2.1. (p-saturierte Untergruppe)

Sei G eine kompakte p-adische Liegruppe, dann existiert eine kompakte offene Un-
tergruppe G' C G wund eine ganzzahlige p-Bewertung auf G', welche die Topologie
auf G' derart definiert, dass

1. (G' w) ist p-saturiert;
2. rnk(G") = dimG.
Beweis: der Beweis dieser Aussage findet sich in [Sch09], Theorem 9.1. O

Sei nun M ein filtriert-freier Z,-Modul mit G-Wirkung. Wie in Kapitel 4.2 gezeigt
wurde, ldsst sich die Modul-Struktur leicht auf A(G) erweitern, gesetzt dem Fall,
dass G eine pro-p-Gruppe ist. Im weiteren Verlauf ist es wichtig, die Frage zu kléren,
wann man die Modulstruktur von M von einer A(G)-Struktur auf eine Sat A(G)-
Struktur erweitern kann. Diese Frage wird in [Tot99] Korollar 9.3 beantwortet und
an dieser Stelle wiedergegeben:

Sei dazu (G,w) eine p-bewertete Gruppe und M ein bewerteter Z,-Modul oder
bewerteter Q,-Vektorraum. Die Bewertungen von (G,w) und (M, wy,) heiBen ver-
traglich, falls fiir die Gruppenwirkung die Bedingung

w((g = 1)) = wlg) + wu(x) (Komp)

fiir alle g € G und x € M erfiillt ist.

Falls der Modul M die Bedingung Komp erfiillt, so ist M als Z,[G]-Modul vollstandig
(vgl. [Tot99] Theorem 9.1), also ein Modul iiber A(G). Weiter ist die Einbettung
A(G) — Div A(G) eine Isometrie, also wirkt die divisible Hiille der Iwasawa-Algebra
Div A(G) auf die divisible Hiille Div M und erfiillt dabei wieder die Bedingung
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Komp. Folglich ldsst sich die Operation auf die Saturierung Sat A(G) des satu-
rierten Moduls Sat(M) erweitern.

Fiir diesen Zusammenhang bietet es sich an, die Kategorie der erweiterbaren A(G)-
Moduln einzufiihren:

mo diatG — { endlich erzeugte freie Z,-Moduln } .
@) mit stetiger G-Wirkung, die Komp erfiillen

Proposition 5.2.2. (Erweiterung der Modulstruktur, [Tot99] Korollar 9.3) Sei G
eine kompakte p-adische Liegruppe, welche stetig auf die endlich erzeugten freien
Z,-Moduln M operiert. Das Bild von G in Aut(M) ist geniigend klein, dass heifst
es gilt

1. das Bild ist eine pro-p-Gruppe und p > rnk(M) + 1, oder
2. G operiert trivial auf M /p fiir p ungerade.

Dann gilt: Der endlich erzeugte freie Z,-Modul M gehdrt zur Kategorie der erweiter-

baren Moduln modi‘(lé), falls er volltreu ist und die Bedingung (1) oder (2) erfiillt.

Beweis: Sei also M ein endlich erzeugter volltreuer freier Z,-Modul. Angenommen
N erfiillt die Bedingung (2), dann folgt die Aussage aus Lemma [Laz65]V 2.3.4.

Angenommen N erfiillt die Bedingung (1), dann folgt die Aussage aus Lemma
[Laz65] V.2.4.4. O

Um einen gruppentheoretischen Zugang zu den p-saturierten Gruppen zu erhalten,
bietet sich folgende Definition an:

Definition 5.2.3. (PF-Filtrierung, [GS07],2.) Sei G eine pro-p-Gruppe. Man nennt
eine Familie {V;};cn von abgeschlossenen Untergruppen von G eine starke Filtrie-
rung von G, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. N; < N; fiir alle 7 > j;

2. iew Vi = 15

3. [Ni, G] < Njyq fiir alle i;

4. [N;,p — 1G] < N}, fiir alle i, wobei p — 1G der p-1-iterierte Kommutator ist.

Falls es eine starke Filtrierung in G gibt, die mit einer Unterguppe N beginnt, so
nennt man N PF-eingebettet in G. Falls G PF-eingebettet in G ist, dann ist G eine
PF-Gruppe.

Die starken Filtrierungen haben folgende herausragende Eigenschaften:

Proposition 5.2.3. (Figenschaften der starken Filtrierung, [GSK09],2.) Sei G eine
pro-p Gruppe und seien N, M PF-eingebettete Untergruppen von G. Dann gilt:

1. NM,N? [N, kG| sind PF-eingebett in G,
2. [N?,.G] =[N, G)?,
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3. NP = {zP|x € N},
4. Falls G torsionsfrei ist und x € G mit xP € NP, dann ist x € N. Falls dariiber

hinaus x,y € N mit 27 = y? dann gilt v = y.

Dadurch, dass man starke Filtrierungen auf pro-p-Gruppen einfiihrt, erhélt man eine
besonders zugéngliche gruppentheoretische Beschreibung der p-saturierten Gruppen.

Proposition 5.2.4. ([GS07],Theorem 3.4) Sei G eine torsionsfreie endlich erzeugte
pro-p Gruppe, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. G st eine p-saturierte Gruppe;

2. G ist eine PF-Gruppe;

3. G/®(G)P ist eine PF-Gruppe, wobei ®(G) die Frattini Untergruppe von G ist.
Insbesondere, falls die Bedingung v,(G) < ¢(G)? erfillt ist, ist G p-saturiert.

Nach der Bemerkung in [GSK09] Theorem 2.2 erhilt die starke Filtrierung bei einer
bestimmten Klasse von pro-p-Gruppen eine gut bekannte Form.

Proposition 5.2.5. (Untere-p-Reihe) Sei G eine torsionsfreie endlich erzeugte pro-
p-Gruppe mit v,(G) C ®(G)P, dann ist die Untere-p-Reihe eine starke Filtrierung.

Beweis: Setze N1 := G und N; := [N;_1, G]N?, fiir ¢ > 2. Der Beweis wird durch
vollstéandige Induktion gefiihrt.
Sei also ¢ = 1, dann gilt:

[Ni,p = 1G] = 7,(G) < ¢(N1)P = NJ.
Sei ¢ > 2, dann gilt:

[Nz,p - ]_G] = HNi—lap - 1G]Nlp_1,p - 1G]
< [Nic1,p = 1G][N} 4, p — 1G]
< [N, G][Ni—1,p — 1G]
< [Ni, GIP(NT )P

S Nip—i-lu

wobei der letzte Schritt aus Proposition 5.2.3(4) folgt. O

Eine ganze Fiille an Beispielen findet sich bei den analytischen pro-p-Gruppen von
kleiner Dimension. Genauer ergibt sich folgender Zusammenhang:

Proposition 5.2.6. (Saturierung) Jede torsionsfreie analytische pro-p Gruppe, de-
ren Dimension echt kleiner als p ist, ist p-saturiert.

Andererseits existiert eine torsionsfreie, analytische pro-p Gruppe, deren Dimension
gleich p ist, die nicht p-saturiert ist.

Beweis: bewiesen in [GSK09] Theorem A. O

Es ist klar, dass gerade die torsionsfreien analytischen pro-p-Gruppen mit Dimension
echt kleiner p eine starke Filtrierung in der unteren-p-Reihe finden.
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5.3 Gleich-p-bewertete Gruppen und uniforme méicht-
ige pro-p Gruppen

Wie man nach dieser kurzen Einfithrung {iber die p-saturierten Gruppen gesehen
hat, ist deren Gruppenstruktur etwas komplizierter. Lazard fithrt im weiteren Ver-
lauf seiner Arbeit die gleich-p-bewerteten Gruppen ein, die im Gegensatz zu den
p-saturierten Gruppen eine uniform mdchtige Gruppenstruktur besitzen. Dariiber
hinaus erhélt man fiir diese Klasse von Gruppen sehr gute Ergebnisse beziiglich der
mod-p-Kohomologie, was in letzter Konsequenz impliziert, dass sie Poincare-Dulitdt-
Gruppen sind.

Die Aussage aus Proposition 5.1.3 lisst sich folglich noch einmal prézisieren:

Eine topologische Gruppe ist genau dann eine kompakte p-adische Liegruppe, wenn
sie eine offene normale Poincaré Dualitdits Untergruppe von endlichem Rang be-
sitzt.

Nach diesem Vorspiel geht es nun darum, das Behauptete zu beweisen. Dazu be-
trachtet man zuerst folgende Gruppenobjekte.

Definition 5.3.1. ([Laz65]V.2.2.7, gleich-p-bewertete Gruppe)
Eine p-saturierte und endlich erzeugte Gruppe (G, w) heifit gleich-p-bewertet, falls
fiir ihre geordnete Basis {g1, ..., ga}

w(g:) = w(g;) (fiir alle 1 <i# j <d)
gilt.
Nach [L]V 2.2.6 besitzen diese Gruppen eine interessante mod-p-Kohomologie, die
nun nach einer Skizze in [SWO00] Proof of Theorem 5.1.5 ausgefiihrt wird.
Theorem 5.3.1. Sei G eine gleich-p-bewertete Gruppe mit Basis {x1, ...,xq}, dann
gilt:

1. Der mod-p-Kohomologiering
H*(G,F,) = A" (H'(G,TF,))
ist eine dussere Algebra;

2. G st eine Poincaré Dualitits Gruppe der Dimension d.

Beweis: zu (1): Sei G eine gleich-p-bewertete Gruppe mit Bewertung w. Explizit
bedeutet dies, dass fiir alle w(z;) =t fir 1 < j < d und ein ¢ € R. Folglich wird
die Graduierung gr,(G) nur von Elementen vom Grad t erzeugt Man kann nach
[Laz65]111.3.1.11 zu einer p-Bewertung w’ iibergehen, die die topologische Struktur
der Gruppe G nicht verdndert, aber der assozierten Graduierung gr_,(G) eine be-
sonders einfache Form verleiht.

Genauer gilt dann, dass gr,, G ein abelsche F,[r]-Lie-Algebra frei vom Rang d
ist.(Man vergleiche [CSS03] Proposition 6.2) Der Einfachheit halber wird im Folgen-
den die Indizierung durch w’ bei der assozierten Graduierung gr ,(G) weggelassen.
Fiir die Universell Einhiillende Algbra erhélt man folglich die Isomorphie:

UgrG = F,[Xo, ..., Xd.
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Man betrachte di_g Ey-Terme Eé’q der kohomologischen Spektralsequenz aus Propo-
sition 4.4.3. Aus Ubersichtsgriinden wird F,[X] := F,[X, ..., X,] gesetzt.

- i1
- —— Hom(gr; Xy41,F,) Hom(gr; X, IFP[5°*> .-+ —— Hom(gr; X1, F,) B Hom(F,[X],F,)

i,q+1 o~
i+1,q+1 gt +1,1

- —Hom(gr;; Xq41, iji‘; Hom(gr; ; X, IEOP) ——— Hom(griﬂ X, FP)L Hom(F,[X],F,)

Die Zeilen von Eé’q entstehen aus der graduiert-freien U gr G Chevalley-FEilenberg-
Komplex. Da die Isomorphie U gr G = F,[X] gilt, ist dies nichts anderes als der
Koszul Komplex des regulédren lokalen Ring F,[X]. Explizit ergeben sich folglich die
E-Terme als Kohomologie des Koszul-Komplexes

1

-+ — Hom(A™"'F,[X],F,) — Hom(A*F,[X],F,) — - - - —— Hom(A"'F, [ X], F,) . Hom(F,[X],F,)

durch

BT = Ext o (Fp, Fp) = A [yo, ..., ya].

Dies liegt vor allem darin begriindet dass im(dy?) = 0 ist. Aus der Eigenschaft
der Gruppe G, dass gr, G = grG, folgt, dass fiir alle ¢ und ¢ > zﬁ die Terme
Ey* = E;™* isomorph sind.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Spektralsequenz degeneriert, was man insofern
lesen kann, als dass Fy? = 0 ist.

Die Differential fiir die E;-Terme ergeben sich wie folgt:

Ny g = EVITY o BPTYO 2 BT — AL

Yo A Aya = P i=> (=1 'yo A it AYisg A oo AYa.
Folglich ist E? exakt, was impliziert, dass E2? = 0 ist. Nach [NSW08] Proposition

2.1.3, gilt dann .
Ei’q = Eom

was nach der Konvergenz der Spektralsequenz gleichbedeutend zu
A yo, ..., ya] = HT(G,Fy)

ist. Weiter gilt nach einer Aussage von Serre, dass die Dimension von H'(G,TF,)
gleich der minimale Anzahl der Erzeuger ist. Insgesamt folgt also

H*(G,F,) = A*H'(G,T,).

Die Aussage (2) folgt nun direkt aus (1) nach Definition 5.1.1 der Poincaré Dualitéts
Gruppe. O

An dieser Stelle bietet sich ein kurzer Einschub iiber die uniformen méchtigen pro-p
Gruppen an. Die Definitionen finden sich alle in [DDSMS03] wieder. Das Hauptre-
sultat betrifft die mod-p-Kohomologie einer uniformen méchtigen pro-p-Gruppe. Der
Beweis dieser Aussage findet sich in [SWO00] Theorem 5.1.5 wieder.
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Definition 5.3.2. (uniforme méchtige pro-p-Gruppe,[DDSMS03], Definition 4.1)
Eine pro-p-Gruppe G ist eine uniforme méchtige pro-p-Gruppe, falls

1. G endlich erzeugt ist;
2. Fiir p # 2(bzw. p=2) ist G/G? (bzw. G/G*) abelsch;

3. Fiir alle i gilt [P(G) : Pia(G)| = G+ Po(G)] mit Poor(G) = PAGY(PA(G), ]
und P;(G) = G, dass heifit

P : PAG)/Pia(G) = Pas(G)/ P (G).

Nebenbei bemerkt, wird an dieser Stelle nicht ganz klar, inwiefern eine uniforme
méchtige pro-p-Gruppe uniform ist. Auch die Autoren von [DDSMS03] bieten hierfiir
keine Definition, sondern nur folgende Charakterisierung an:

Proposition 5.3.2. (Uniformitdt, [DDSMS03], Theorem 4.5) Fine endlich erzeugte
mdchtige pro-p Gruppe ist genau dann uniform, wenn sie torsionsfrei ist.

Proposition 5.3.3. (mod-p Kohomologie)
Eine endlich erzeugt pro-p-Gruppe mit p # 2 ist genau dann uniform pro-p, wenn
qgilt

H*(Ga ]Fp) = Al?p (Hl (Gv IFP))

Beweis: vergleiche hierzu den Beweis von [SW00] Korollar 5.1.7. ]

Korollar 5.3.4. Fine p-bewertete Gruppe ist genau dann eine gleich-p-bewertete
Gruppe, wenn sie eine uniforme mdchtige pro-p-Gruppe ist.

Beweis: Dieses Korollar folgt aus eben dargestellter Proposition in Verbindung mit
Proposition 5.3.1. O

Abschlieend wird noch einmal explizit auf den Unterschied zwischen einer unifor-
men méchtigen pro-p-Gruppe und einer p-saturierten Gruppe eingegangen.

Proposition 5.3.5. (uniform mdchtig pro-p ist p-saturiert, [Klo05], Bemerkung
2.1) Jede uniforme mdchtige pro-p-Gruppe ist eine p-saturierte Gruppe.

Beweis: Sei GG uniform pro-p. Man setzt € := 0, falls p > 2 und € := 1, falls p = 2
und setzt

n—1

G, =G?

als eine Filtrierung durch offene normale Untergruppen mit NG,, = {e} Weiter gilt
nach [Klo05] Lemma A.1, dass [Gp,, Gn] € Guinie(*) und das man durch die p-
Potenz Abbildung einen Isomorphismus

Gm+1/Gm — Gm+2/Gm+1 (**)

erhélt.
Setzt man nun als Bewertung
w:G—N
r—e+sup{n e N:z e G},

wird w durch (*) zur p-Bewertung und insgesamt zu einer p-saturierten Gruppe, da
alle g € G mit w(g) > p/(p—1) durch den Isomorphismus (**) p-Potenzen sind. [
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Weiter illustriert Klopsch in [Klo05] noch einmal deutlich den Unterschied zwischen
uniformen méchtigen pro-p-Gruppe und p-saturierten Gruppe anhand der pro-p Sy-
low Untergruppen von G L, (Ok).

Beispiel: (Sylow Untergruppen von GL,(Ok))

Sei K/Q, eine total verzweigte algebraische Korpererweiterung von Verzweigungs-
grad e. Sei Ok der Ganzheitsring dieser Korpererweiterung mit Restklassenkorper
k = Ok /m. Weiter ist M, (Of) der Ring der n x n-Matrizen mit Koeffizienten in
Ok und GL,(Ok) die Gruppe der invertierbaren Elemente von M, (Ok).

Fiir eine Matrix X € GL, (Ok) setzt man als Bewertung

w(X) = mini<; j<nv(Ti;),

wobei v die p-adische Bewertung ist. Durch das Beispiel aus [Sch09],5.2 weifl man,
dass w eine p-Bewertung auf GL,,(Ok) induziert. Man betrachte den Epimorphismus

r:GL,(Okg) — GL,(K)

Nach [Klo05] ist die Gruppe der unipotenten trianguldren Matrizen U,(Ok) eine
Sylowuntergruppe von G L, (k). Das Urbild r~1(U,,) ist dann ein p-Sylowuntergruppe
von GL,(Ok).

Nach [Klo05],Proposition .2.3 ist diese Gruppe genau dann p-saturiert, falls ne <
p — 1 gilt.

Betrachtet man nun den Fall GLo(Z3) etwas genauer. Eine 3-Sylow-Untergruppe ist

. 1+a b
G.-{( . 1+d)\c€Z3,a,b,dEBZg},
Damit G uniform méchtig pro-p wire, miisste der Kommutator [g, h] von zwei Ele-
menten g, h € G eine p-Potenz sein. Dies ist aber nicht erfiillt, da

)G)-G)G)=(33)

5.4 Analytifzierung von Gruppenschemata

Fiir den Rest dieses Unterkapitels ist O der Ganzheitsring einer endlichen algebrai-
schen Korpererweiterung K/Q,. Es soll nun die Frage gelost werden, inwiefern man
einem glatten separablen Gruppenschema iiber Spec(Qk) eine uniforme méchtige
pro-p-Gruppe zugeordnen kann. Hierzu betrachtet man folgenden Situation:

Man setze S := Spec(Ok) und k = Ok /My als den Restklassenkorper des Ganz-
heitsring Og. Sei nun G ein glattes separables S-Gruppenschema lokal von endli-
chem Typ. Sei G, die spezielle Faser dieses Gruppenschemas und man setze den
Morphismus von Gruppenschemata

TgiG%G,i,

der jedem abgeschlossenen Punkt = € G das Bild rg(z) := {z} N G, zuordnet als
die Reduktionsabbildung von G. Nun setzt man weiter

G(Mg) = rg' (€)(K)
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als die K-wertigen Punkte des Kernels der Reduktionsabbildung rg beziiglich dem
neutralen Element € € G, der speziellen Faser des Gruppenschemas G.

Es geht nun darum, zu zeigen, dass die Menge der K-wertigen Punkte G(y) die
Struktur einer uniformen méchtigen pro-p-Gruppe besitzt.

Proposition 5.4.1. (Gruppenschema und p-saturierte Gruppe) Sei G ein glattes
separables S-Gruppenschema lokal von endlichem Typ, dann sind die Q,-wertigen
Punkte der Weil-Restriktion Ro,z,(rg' (€)) eine uniforme mdchtige pro-p-Gruppe.

Beweis: Sei also G ein glattes separable S-Gruppenschema lokal von endlichem
Typ.

Der Beweis der Aussage gliedert sich grob in drei Schritte.

1. Als erstes wird gezeigt, dass die Mengen

o~

G(My) = Morphs(S, Spec(Ogs)) = Morphs(S, Spec(Og z))

bijektiv sind.

Hat man die erste Bijektion gezeigt, so folgt die zweite Bijektion sofort aus der
universellen Eigenschaft der Vervollstandigung (vgl. Proposition 1.2.1). Der Beweis
der ersten Bijektion wird genauestens in [Liu06] Proposition 10.1.40(a) ausgefiihrt.
2. Angenommen G ist glatt von relativer Dimension ¢ bei €, so gilt die Bijektion

G(Mg) = M,

wobei MY das ¢-fache Produkt des maximalen Ideals des Ganzheitsringes Ok ist.
Um dies zu zeigen, geht man wie folgt vor: -

Aufgrund der Glattheit von G bei € ist die Vervollstandigung Ogz beziiglich des
maximalen Ideals von Oggz ein regulédrer lokaler Ring der Dimension ¢ + 1. Man
findet folglich einen Homomorphismus von Og-Algebren

¢ Okl[Ty,...T,)] = Ogz

Man setzt weiter das formale Ox-Schema G := Spec(Ok|[[T1, ..., T,]]) und nutzt die
Tatsache von Punkt (1) aus, dass sich die Mengen

G(My) = Morphs(S, Spec(@) ~ Morphs(S,G)

identifizieren lassen. Erinnert man sich an die Kategoriendquivalenz von formalen
S-Schemata und topologischen Og-Algebren zuriick, so lédsst sich die Bijektion als

Morphs(S, @) = Homo, (Ok[[T1, ..., T,]]), Ok)

lesen.
Im néchsten Schritt betrachtet man die Abbildung

HomoK(OKHTh D) Tq”a OK) - mq’ ¢ = (¢(T1)7 X ¢(TQ))
der nach [Liu06] Lemma 10.1.41 bijektiv ist. Somit folgt in letzter Konsequenz, dass
die Bijektion
G(Mg) = MY,
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gelten muss.

3. Die Weil-Restriktion Ro, 7, (rg' (€)) ist eine uniforme méchtige pro-p-Gruppe.
Nach Theorem 3.4.1(1) und Punkt (3),(b) lasst sich G( ) mit der Struktur einer
K-Liegruppe versehen. Wie ist es nun um deren weitere Struktur bestellt?

Dazu betrachtet man die Weil-Restriktion

G':=Royz,(rc' ()

aus 3.3.1 des abgeschlossenen S-Unterschemas rg'(¢) des S-Gruppenschemas G.
Diese Weil-Restriktion existiert als Spec(Z,)-Gruppenschema, da O /Z, endlich
ist. Dies liegt letztlich darin begriindet, dass die Korpererweiterung K/Q,, als end-
lich vorausgesetzt wurde. Dariiber hinaus iibertragen sich die Eigenschaften Glatt-
heit, Separabilitdt und die lokale Endlichkeit nach Proposition 3.3.1 auf die Weil-
Restriktion G'. Es ist also mdoglich, auch den Q,-wertigen Punkten von G’ die Struk-
tur ein p-adischen Liegruppe zu geben.

Aus der Konstruktion der Weil-Restriktion 3.3 ist ersichtlich, dass eine Bijektion (*)

Morphigyee(z,) (Spec(Zy), Roye /2, (rg ' (€) — Morphg(Spec(Ox), g (€))
besteht. Wie nun in in Punkt 1 und 2 des Beweises gezeigt wurde, gilt sowohl
Morphg(Spec(Ox), 151 ()) = G(Mic) = MY,
als auch

MorphspeC(Zp)<Spec<Zp)7%OK/ZP (T((_;l(a) = G'(pZy) = (PZy)",

als Bijektionen von Mengen. Weiter wurde gezeigt dass diese Mengen die Struktur
ein K-Liegruppe, bezichungsweise die Struktur einer p-adischen Liegruppe erhalten.
Betrachtet man nun G’(pZ,) allein, so sieht man mit dem fundamentalen Beispiel aus
[DDSMS03] Beispiel 8.23(i), dass diese p-adische Liegruppe eine Standardgruppe der
Dimension ¢ iiber Q, ist. Als solche findet man durch die p-Potenzgruppen (p‘Z,)?
fir alle ¢ > 1 eine geeignete Filtrierung, die nach [DDSMS03] Theorem 8.31 G'(pZ,)
zu einer uniformen méchtigen pro-p-Gruppe der Dimension ¢ macht. Nun weify man,
dass G'(pZ,) = G(M k) C G(K) als Untergruppe der K-Liegruppe G(K) gilt. Somit
hat man die gewiinschte uniforme méchtige pro-p-Gruppe gefunden. n

Mit dieser Vorarbeit ist es nun moglich folgende interessante Version der Lazar-
disomorphie zu beschreiben. Dabei wird ausser Acht gelassen, was genau die lo-
kal analytische Gruppenkohomologie Hj,(—, K) ist. Eine ausschopfende Diskussion
wiirde den Rahmen dieser Arbeit deutlich sprengen. Nebenbei bemerkt reicht es aus,
dass man im Fall, dass G eine p-bewertete Gruppe ist, die lokal analytische Grup-
penkohomolgie mit der schon definierten stetige Gruppenkohomologie identifiziert.
Fiir eine genauere Diskussion dieser Identifikation der Kohomologietheorien sei auf
[Laz65]V.2.3 verwiesen.

Theorem 5.4.2. (Isomorphismus fiir lokal analytische Gruppenkohomologie) Sei G
ein glattes Gruppenschema tiber einem Dedekindschema Spec R mit zusammenhdngen-
der generischer Faser und G C G(R) einer offenen Untergruppe. Weiter sei g die
Lie-Algebra von G. Dann ist der Morphismus

Hfa(g7 K) — H*(ga K)
aus [HKNOG] Definition 4.2.1 ein Isomorphismus.
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Beweis: Dieses Theorem wird in [HKNO06] 4.3.1 bewiesen. O

Falls G eine p-saturierte Gruppe ist und man K = Q, setzt, so erhélt man gerade
Lazards rationalen Vergleichsisomorphismus.



Kapitel 6

Die Lazard-Lie-Algebra

6.1 Algebraische Konstruktion der Lie-Algebra

Definition 6.1.1. (bewertete Hopf-Algebra) Eine R-Hopfalgebra (A, A, €) tiber ei-
nem bewerteten Ring R heiflt bewertet, falls sie als R-Modul bewertet ist und die
Morphismen A und e filtriert sind.

Beispiel: Sei G eine p-bewertete Gruppe und Z,|G] ihre Gruppenalgebra. Als Aug-
mentation setzt man e(z) = 1 fiir alle # € G. Weiter hat man eine Diagonalabbildung
auf der Gruppe

A:G—>GxG

x> (z,x)

fiir alle x € G, die sich unter der Identifikation von Z, |G x G| = Z,[G|®z, Z,[G] zu ei-
ner Abbildung Az ¢ : Zp|G] — Zy|G] ®z, Z,[G] auf der Gruppenalgebra erweitert.
Folglich erhélt man mit dem Tripel (Z,[G], €, A) eine Z,-Hopfalgebra. Betrachtet
man nun Z,[G| mit von G induzierter Filtrierung (vgl. [.111.2.3.3), dann ist der
zugrundeliegende Z,-Modul bewertet. Interpretiert man dann Z,[G] ®z, Z,|G] als
bewertetes Tensorprodukt und e und Az g als filtrierte Morphismen, so ist Z,[G]
sicher eine bewertete Z,-Hopfalgebra. Betrachtet man weiter, das kommutative Dia-
gramin:

L —

Div(Z,|G]) — Div(Z,[G] ® Z,|G])
Bleibt zu bemerken, dass die beiden vertikalen Abbildungen der ersten Zeile die ka-
nonischen Isometrien der divisiblen Hiille sind. Hingegen sind die beiden vertikalen
Abbildungen der zweiten Zeile die kanonischen Isometrien der Vervollstéindigung.
Man sieht also, dass sich die Abbildung Az | auf die divisible Hiille und die Satu-

rierung nach deren universellen Eigenschaften erweitert. Insgesamt gilt, dass auch
Sat(Z,|G]) bewertete Z,-Hopfalgebren sind.

75
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Bevor es nun um die Vorbereitung einer Lie-Korrespondenz bestimmter analytischer
pro-p-Gruppen gehen kann, miissen einige Formalia geklart werden. Sei A eine sa-
turierte R-Hopfalgebra iiber einem vollstdndigen diskreten Bewertungsring R. mit
Bewertung w. Man kann zeigen, dass eine Exponentialabbildung

exp(z) ==, 42" c€ A mit w(z) > p%l
auf A existiert und konvergiert.(vgl. [Sch09]Lemma 13.1) Weiter existiert und kon-
vergiert auf A eine dazu inverse Logarithmusabbildung

log(x) ==, _1:;“ (x—1)" z€A mitw(x-—1)> ]ﬁ.

Mithilfe dieser Abbildungen beginnt Lazard zuerst damit, dass er bestimmte Teil-
mengen in einer bewerteten Hopfalgebra identifziert. Diese erhalten dann folgende
natiirliche algebraische Strukturen in Abhéngikeit von Eigenschaften der zugrunde-
liegenden bewerteten Hopf-Algebra.

Proposition 6.1.1. (Die Funktoren L,L*,G,G*)
Sei (A, A €) eine bewertete Hopfalgebra. Dann gilt fir folgende Teilmengen.:

1. Die Teilmenge G := {z € A : e(x) = 1,A(z) = x @ x} C A multiplikativer
Untermonoid von A;

2. Die Teilmenge
L={zcA: Alx)=z®1+1®z}CA
ist eine Unter-Lie-Algebra von A;

3. Falls A wvollstindig ist, dann ist die Teilmenge
. 1

eine Gruppe.

4. Die Teilmenge L* := {x € L : w(x) > Iﬁ} C LA ist eine Unter-Lie-Algebra
von A. Falls A divisibel ist, dann gilt LA = L*A;

5. Die Zuordnung L, L*,G,G* sind kovariante Funktoren.

Beweis: Sei A ein bewertete Hopf-Algebra.

zu (1): Man vergleiche hierzu [Laz65]IV.1.1.6. Genau an dieser Stelle wird auch ge-
zeigt, dass G ein kovarianter Funktor ist.

zu (2): Man vergleiche hierzu [Laz65]IV.1.1.7. Aich hier wird an gleicher Stelle be-
wiesen, dass es sich um einen kovarianten Funktor handelt.

zu (3): Sei A zusétzlich vollsténdig und seien z,y € G*(A)...

zu (4): Die erste Aussage steht in [Laz65]1V.1.3.2.2. Falls A zusétzlich divisibel ist,
so folgt sofort aus der Definition die zweite Behauptung.

zu (5): Diese Aussage folgt aus den vorhergehenden Punkten. O]
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Proposition 6.1.2. ([Laz65] IV 1.3.5)
Sei A eine saturierte R-Hopfalgebra Dann gilt:

1. L*A und G*A werden durch die Zuordnungen
LA — GFA

x +— exp(x)

log(y) <y

homeomorph;

2. Die Lie-Algebra LA ist saturiert. Die Lie-Algebra L* A ist die Saturierung von
LA;

3. G*A ist eine p-saturierte Gruppe fir die von A induzierte Filtrierung;
4. Die assozierten Graduierungen gr L*A und gr G*A sind kanonisch isomorph;
5. L* und G* erzeugen die gleiche saturierte assoziative Unteralgebra von A.

Fiir spatere Zwecke wird folgender Satz von duflerster Wichtigkeit sein:

Theorem 6.1.3. (Isomorphie der Saturierungen, [Laz65].1V.3.2.5) Sei G eine p-
saturierte Gruppe, dann erhdlt man eine Isomorphie zwischen den p-saturierten

Gruppen
G = G" Sat Z,|G]

und eine Isomorphie
Sat Z,|G] = SatU(Log(G))

zwischen der Saturierung der Iwasawa-Algebra von G und der Saturierung der uni-
versell einhillenden Algebra der Z,-Lie-Algebra Log(G).

Beweis: Sei G eine p-saturierte Gruppe. Man erhélt sicher nach Konstruktion der
Iwasawa-Algebra eine Isometrie von G in Z,[[G]]. Da die Saturierung Isometrien
erhélt,lasst sich diese Abbildung sicher auf Sat(Z,[[G]]) erweitern.

Man setzt als nichstes die Menge L := {Log(x) : « € Sat(Z,[[G]])} als den Logarith-
mus der Elemente von Sat(Z,[[G]]). Wie gezeigt wurde, ist Sat(Z,[[G]]) eine satu-
rierte Hopf-Algebra und, wie eben gezeigt wurde, ist GG eine p-saturierter Untergrup-
pe der Gruppe G* Sat(Z,[[G]]) beziiglich der induzierten Filtrierung. Nach Korollar
[Laz65]IV.3.2.4 ist dann die Menge L eine Unter-Z,-Lie-Algebra von £* Sat(Z,[[G]])
deren Elemente im bijektiven Verhéltnis mit der Menge

L:={xeSat(L):wr(z) >1/(p—1)}

stehen.
Nach dem Theorem iiber die Saturierung [Laz65]IV.3.1.3 von bewerteten Z,-Lie-
Algebren gilt

L Sat(UL) = Sat(L).

Da der Funktor £* nach 6.1.1 nun gerade die Bewertung von Sat(U/L) auf Werte
grofer gleich 1/(p — 1) einschrankt, ldsst sich letztere Isomorphie auch als

L*Sat(UL) = L
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lesen.
Als néchstes betrachtet man folgendes Diagramm

L —>UL —2Sat(Z,|G))

A
\If
|

SatUL

Die Abbildung (1) ist nach der Konstruktion der Universelle Einhiillenden Algebra
eine Isometrie.(vgl. Definition 1.6.1).

Um zu zeigen, dass die Abbildung (2) eine Isometrie ist, muss man etwas weiter
ausholen. Hierzu kann man das Theorem [Laz65].1V 1.1.11 heranziehen, da Q, Cha-
rakteristik O besitzt und die universell einhiillenden Algebra U/ L torsionsfrei als Z,-
Modul ist, da G torsionsfrei ist. Folglich existiert nach letzterem Theorem ein Mor-
phismus

UL — Sat(Z,[|G])),

der sich in letzter Konsequenz aus der universellen Abbildungseigenschaft der univer-
sell einhiillenden Algebra ableitet. Da nun Sat(Z,[[G]]) eine bewertete Hopf-Algebra
ist (vgl. Beispiel 6.1), ist dieser Morphismus nach [Laz65].1V.1.3.3 injektiv.
Bleibt als letztes die Abbildung (3) zu betrachten, die aber als kanonischer Mor-
phismus der Saturierung eine Isometrie ist. Es bleibt letztlich zu bemerken, dass das
Diagramm wegen der universellen Eigenschaft der Saturierung kommutiert.

Als nachstes betrachtet man
G =G *SatUL

als die Menge der exp(x) mit x € SatUL und wr(x) > 1/(p — 1). Sicher gilt
G*Sat(UL) C G*Sat(Z,[[G]]), da die zugrundeliegenden Hopfalgebren ineinander
eingebettet liegen. Folglich ist die Einschrinkung von f auf G’ eine Isometrie und
G’ folglich eine Untergruppe von G.

Im néchsten Schritt betrachet man die nach [Laz65]IV.1.3.3 filtriert exakte Sequenz

0 ——Z,|G* SatU L] — SatUL

von Z,-Hopfalgebren. Das bedeutet, dass Z,|G'] = Z,|G* Sat U L] eine Z,-Unteralgebra
von Sat(UL) ist, wobei die Filtrierung von Z,[G’] von der Filtrierung Z,[G] indu-
ziert wird. Daraus folgt nun aber auch, dass die Einschréankung der Isometrie f auf
Z,|G'] eine Isometrie ist. Nun weif man aber, dass die Saturierung eindeutig bis auf
Isomorphie ist und deswegen

Sat(Z,|G']) = Sat(UL)
gelten muss. Mit dem gleichen Argument muss dann aber wieder
Sat(Z,[¢/]) = Sat(Z,[G))
folgen. Damit gilt insgesamt

Sat(Z,[G]) = Sat(UL).
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Wie man im Kapitel iiber die kompakten p-adische Liegruppen sah, besitzt jede
Gruppe dieser Art eine offene normale p-saturierte Untergruppe. Dadurch, dass man
diese p-saturierten Untergruppen betrachtet, ergeben sich eine ganze Reihe an tiefen
Aussagen. Die erste wichtige Tatsache, die dabei ins Auge fillt, ist die Ubereinstim-
mung des der p-saturierten Gruppe zugrundeliegenden topologischen Raumes mit
einer Z,-Lie-Algebra. Diese Aussage folgt im Grunde genommen schon aus vorher-
gehender Proposition, wird aber an dieser Stelle noch einmal explizit ausgefiihrt.

Proposition 6.1.4. (Lie-Korrespondenz)
Man erhdlt folgende Aquivalenz von Kategorien:

p-saturierte saturierte
Gruppen Zy-Lie-Algebren
Beweis: Man betrachte die saturierte Z,-Algebra
A = Sat Z,[G]

einer p-saturierten Gruppe G. Durch die Multiplikation der Gruppe G ist A sicher
eine saturierte Z,-Hopfalgebra.(vgl. Beispiel 6.1) Verwendet man nun die vorherge-
hende Proposition 6.1.3, dann gilt

G = G" Sat Z,|G]
und mit Proposition 6.1.1 sind die Rdume
G* Sat Z,|G] = L* Sat Z,|G]

homeomorph. Es bleibt zu kliren, wie die Struktur der Gruppe beziehungsweise der
Z,-Lie-Algebra iibertragen wird. Hierzu benutzt man die Hausdorff-Reihe und es
folgt mit [Sch09] Proposition 14.6 die Behauptung. ]

Es stellt sich die Frage, inwiefern diese Lie-Korrespondenz auf die Kategorie der
p-bewerteten Gruppen erweiterbar ist. Auf diese Frage liefert die Arbeit [Pin93] von
Richard Pink erste Antworten:

Sei hierzu A ein semilokaler Ring, beispielsweise eine flache Algebra iiber Z, und
man betrachte die pro-p-Untergruppen I' von SLy(A). Sei sly(A) die Z,-Lie-Algebra
der speziellen linearen Gruppe. Pink beweist folgende Aquivalenz von Kategorien

{Untergruppen} {A—Lie—Unter—Algebren} ([Pin93] Theorem 3.4)
I'c SLQ(A) L C 5[2(14)

Diese Aquivalenz von Kategorien funktioniert abseits der Frage, ob die zugrunde-
liegende Gruppe saturiert sein muss. Es ist aber nicht klar, inwieweit sich diese
Argumentation auf alle p-bewerteten Liegruppen erweitern lésst.

Abgesehen von dieser moglichen Verallgemeinerung, erlaubt einem die Lazardsche
Kategoriendquivalenz fiir p-saturierte Gruppe die Lie-Algebra einer kompakten p-
adischen Liegruppe einzufiihren. Wie schon gezeigt und diskutiert wurde, besitzt eine
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topologische Gruppe G, die eine kompakte p-adische Liegruppe ist, notwendigerwei-
se eine offene p-saturierte Untergruppe H. Um nun G eine Lie-Algebra zuzuordnen
geht man folgendermaflen vor:

Durch die Existenz der p-saturierten Gruppe H C G wird die Existenz einer Um-
gebungsbasis des neutralen Elements e in G aus p-saturierten Unterguppen {H,}cs
garantiert, welche alle die gleiche Dimension wie G besitzen. Setze als die Dimension
dim(G) =r.

Nach 6.1.4 korrespondiert H; zu einer Z,-Lie-Algebra Ly, := Log(H;).Wird man
mit einer Injektion H; — H; von Untergruppen konfrontiert, so sind die korrespon-
dierenden Z,-Lie-Algebren Ly, und Ly, frei vom gleichen Rang r. Folglich gilt

Ly, = Ly,
und es bietet sich folgende Definition der Z,-Lie-Algebra von G an:

Definition 6.1.2. (Lie-Algebra)
Sei GG eine kompakte p-adische Liegruppe. Dann setzt man

£(G) = I&n Ly,

den projektiven Limes iiber die offenen p-saturierten Untergruppen {H;}ic; C G,
welche durch Inklusion geordnet sind, als die integrale Z,-Lie-Algebra der Gruppe
G.

Im Fall, dass G nicht nur eine p-bewertete Gruppe, sondern auch eine p-saturierte
Gruppe ist, liest sich die Isomorphie der Saturierungen aus Proposition 6.1.3 nun
als

Sat(Z,[G]) = SatUL(Q)).

Gerade in dieser Situation lassen sich auch weitere interessante Aussagen iiber die
assozierte Graduierung dieser beiden Algebren machen.
In Theorem 5.1.6 wurde gezeigt, dass die assozierten Graduierungen

gr(MG)) = gr(0) ®gr(z,) U gr(G)(*)

der Iwasawa-Algebra einer p-bewerteten Gruppe G zu der universell einhiillenden
Algebra der graduierten gr(Q)-Lie-Algebra gr(G) isomorph ist. Es ist durchaus eine
interessante Frage inwieweit sich diese Isomorphie auf die Saturierungen der beiden
gr(O)-Algebren ausweiten lésst.

Falls die Gruppe G integral bewertet ist, so kommt man recht schnell zu einer d&hnli-
chen Isomorphie fiir die Saturierungen. Leider ist eine p-bewertete Gruppe meistens
nur dann integral bewertete, wenn man zu einer geeigneten offenen Untergruppe
G' C @ iibergeht.

Trotzdem kann man mit einem technischen Trick eine &hnliche Vergleichsisomorphie
der Saturierungen erhalten. Dies liegt darin begriindet, dass man mit Argumenten
aus Lazard zeigen kann, dass man eine geeignete Bewertung w’ auf G finden kann
derart, dass w'(G) C Q ein diskrete Teilmenge der rationalen Zahlen ist. Folglich
erhélt man, dass die assozierte Graduierung der [, [r]-Lie-Algebra gr,, G Indizees in
1/eZ hat. Es sei erwéhnt, dass e der gemeinsame Nenner der rationalen Zahlen ist,
welche die Bewertungselemente w'(G) der diskreten Teilmenge von Q bilden. (vgl.
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[CSS03] Lemma 6.4)

Sei nun K/Q, eine endliche algebraische Erweiterung mit Restklassenkorper F,, der-
art, dass das maximale Ideal des Ganzheitsringes Ok von der Uniformisierenden g
mit Bewertung v(mg) = 1/e erzeugt wird. Dann ist die assozierte Graduierung des
vollsténdigen diskreten Bewertungsringes gr(Og) = F,[rk]| ein Polynomring iiber F,
in einer Variablen und es gilt sicher gr(Z,) C gr(Ok). Nun soll der Ring Ok gerade
die Rolle des Ringes O in der Isomorphie (*) iibernehmen. Diese kiinstliche Skala-
rerweiterung der Iwasawa-Algebra Z,[[G]] auf Ok|[[G]] 'korrigiert’ die Graduierung
von gr(G) nun in dem Sinne, als dass man unter Beriicksichtung des Tensorierens
mit gr(Ok) die integrale Vergleichsisomorphie

gr(Zy||G]]) = U gr(G)
im saturierten Setting benutzen kann. Ganz genau ergibt sich folgende Proposition:

Proposition 6.1.5. (Isomorphie der Graduierungen, [HKNO06] Lemma 3.4.1) Sei
G eine p-saturierte Gruppe, A(G) ihre Iwasawa-Algebra und £(G) thre integrale
Lie-ALgebra. Dann folgt:

1. Angenommen die Bewertung von G ist nicht ganzzahlig, dann sind die korri-
gierten Graduierungen

grSat O |[[G]] = gr(Ox ®z, SatUL(G))
1somorph;

2. Fiir die Vervollstindigung der universell einhiillenden Algebra gilt

—

U(L(G) ®z, Ok) =U(L(G)) ®z, Ok.

Beweis: zu (1):
Sei G eine p-bewertete Gruppe und £(G) ihre integrale Lazard-Lie-Algebra. Wenn
der Ganzheitsring Ok von der geforderten Art ist, dann gilt:

Ok ®z, Zp[[G]] = Ok[[G]].
Weiter erhélt man folgende Kette von Isomorphien:
grSat A(G) = gr O ®y, 7, grSat A(G),

da die Ringe Ok und Z, saturiert sind und nach dem graduierten Tensorprodukt
Proposition 1.4.4. Nun erhélt man folgende Kette von Isomorphie als graduierte
[F, 7k ]-Algebren:

I

gr OK ®gr Z, & Sat A(G) FP [WK] ®1Fp[7r} (Fp {ﬂ-lﬂ W[;'I] ®]Fp[7r} gr A<G))Grad20

IFp [WK] ®]Fp[7r} (Fp [WKa W[_(l] ®]Fp[7r} U gr A(G))Gradzo

1%

Die erste Zeile folgt aus der Tatsache, dass man die Graduierung der Saturierung
durch Einschrinkung auf die Grade groler gleich 0 erreicht. Man erinnere sich fiir
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den genauen Beweis an das Lemma 1.5.4(2). Die zweite Zeile folgt aus dem Theorem
5.1.6(2) iiber den Vergleich der assozierten Graduierung. Nun gilt weiter:

Fplrk] @, im (Fplni, '] @, U g8 A(G))Graazo = Fplmi] @r, ) Sat(U gr(G))
p|[TK] ®r, 7 Sat(U gr(£(G)))
p[TK] ®F,[x gr(Sat(UL(G)))

gr(Ox @z, Sat(U gr(£)(G)))

[rae
= 'ﬁ

I

Die erste Zeile folgt wiederum aus der Graduierung der Saturierung 1.5.4(2). Weiter
weifl man, da G p-saturiert ist, dass nach Proposition 6.1.3 gilt G = Sat(Z,[[G]]).
Zudem gilt nach Proposition 6.1.1, dass die assozierte Graduierung der saturierten
Z,-Hopfalgebren gr(L* Sat(Z,[[G]])) = gr(G* Sat Z,[|G]]) isomorph ist. Nun wurde
durch £* Sat(Z,[[G]]) gerade die integrale Z,-Lie-Algebra der Gruppe G definiert.
Also folgt die zweite Zeile.
Die dritte Zeile folgt nach [Laz65].1V.2.3.6.1 und die vierte Zeile folgt nun widerum
aus den Eigenschaften des bewerteten Tensorprodukts 1.4.4.

u (2): Man weiB, dass der Ganzheitsring O endlich und frei als Z,-Modul ist, da
die Korpererweiterung O /Q, als endlich algebraisch vorausgesetzt wurde. Damit
folgt sofort

U(L(G) @z, Ox) = UL(C) ©z, Ok,

wobei mit LE(E) die Vervollstandigung beziiglich der kanonischen Filtrierung der
universell einhiillenden Algebra gemeint ist. O

Abschlieflend ist wichtig noch einmal genau zu pointieren, dass gerade die Propositio-
nen 6.1.5 und 6.1.3 die fundamentalen Zutaten fiir eine integrale Lazardisomorphie
darstellen.



Kapitel 7

Lazards Isomorphismus

In diesem Kapitel wird nun ein Isomorphismus zwischen der stetigen Gruppenkoho-
mologie H.s(G, —) und der Lie-Algebren-Kohomologie Hy,.(g, —) konstruiert. Der
Knackpunkt an diesem Beweis ist, dass die saturierte Iwasawa Algebra Sat A(G) iso-

—

morph zu der Saturierung der integralen Lazard-Lie-Algebra SatU(L*(G) ®z, Ok)
ist. Der Beweis wird nun so laufen, dass man einerseits einen geeigneten Komplex X,
fiir die Gruppe G und andererseits einen geeigneten Komplex Y, fiir die Lazard-Lie-
Algebra £(@G) findet. Darauf folgend benutzt man die eben erwéhnte Tatsache tiber
die Saturierungen, um einen Isomorphismus zwischen Sat X, und Sat Y, zu bilden.
Dieser Isomorphismus ermdoglicht dann schlussendlich den Isomorphismus zwischen
der stetigen Gruppenkohomologie und der Lie-Algebra-Kohomologie.

Proposition 7.0.6. (Isomorphismus der Saturierungen)
Sei G eine gleich-p-bewertete Gruppe vom Rang v, M ein kompakter G-Modul und

—

£(G) die integrale Lazard-Lie-Algebra. Man setze UnLie := UL(G) ®z, Ok

Sei X, die quasiminimale A(G)-Auflosung des trivialen A(G)-Moduls Ok und sei
Y, die Standardauflosung des trivialen £(G)-Moduls Ok. Dann gilt fir folgendes
Diagramm von Komplezen:

Sat A(G) @) X, Sat X,

lw* b ml%

Sat(UnLie) QunLie Y*Ci*—\ Sat Y,

Es existiert ein bis auf Homotopie eindeutiger Isomorphismus ¢, : Sat X, — Sat Y,
zunschen den saturierten Kettenkomplezen derart, dass seine Einschrdinkung v, =
®|sat AG)®a(c) X+ Isomorphismus von Kettenkomplezen ist.

Beweis: Sei A(G) die Iwasawa-Algebra der Gruppe G. Man setze als X, den qua-
siminimalen Komplex aus Definition 4.4.2, welcher eine endliche filtriert-freie A(G)-
Auflésung X, des trivialen A(G)-Moduls Ok mit Basis (By)o<k<, ist. Weiter findet
man ohne Probleme mit dem Chevalley-Eilenberg-Komplex aus 4.2.2 des trivialen
£(G)-Moduls O eine endliche filtriert-freie £(G)-Auflosung mit Basis (B},)o<k<r-
Da in erster Linie Lazards Lemma angewendet werden soll, zeigt man zuerst, dass
die assozierten Graduierungen gr Sat X, = gr Sat Y, iibereinstimmen.

Hierfiir betrachtet man folgende Schlusskette:

83
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Da O ein Ganzeheitsring ist, ist er saturiert. Das heifit Sat O = O und natiirlich
gilt, dass die Graduierungen identisch sind.
Sei i > 0 und den filtriert-freie A(G)-Modul X;. Dann gilt:

grSat X; = grDiv X; = gr(Div A(G) ®aq) Xi).
Nach Eigenschaften des Funktor gr(—) gilt
gr(Div A(G) ®aq) Xi) = grDiv A(G) ®gra(e) 81 Xi,
da X; filtriert-frei. Hier gilt aber
gr Div A(G) ®gra(q) g1 Xi = gr Div A(G) Qugra gr X;
und weiter
gr Div A(G) @y gr gr X = gr Div(UnLie) Quprie grY5,

wobei die Isomorphie gr Div A(G) = gr Div(UnLie) aus den Voriiberlegungen der
Proposition 6.1.5 folgt. Die Isomorphie gr X; =2 grY; folgt aus der Konstruktion der
Auflésungen und der Tatsache, dass gr G = gr£(G), da G als p-saturiert angenom-
men wurde (vgl. Proposition 6.1.3).

Insgesamt erhélt man folglich eine Isomorphie

gr(Div A(G) ®ne) Xi) = gr(Div(UnLie) @unrie Yi) = grSat Y;. (1)

Offensichtlich sind die Voraussetzungen an Lazards Lemma Proposition 4.3.2 erfiillt,
dass heiflt, man findet einen Morphismus ¢, : Sat X, — Sat Y, von Kettenkomple-
xen. Nach dem Korollar 4.3.3 ist dieser Morphismus ¢, ein bis auf Homotopie ein-
deutiger Isomorphismus. Mit Propositon 1.5.7 und der Tatsache, dass Sat A(G) =
Sat(UnLie), ergibt sich das Diagramm:

Sat A(G) ZINGE) XJCZJ—‘ Sat Xj

iwj b ¢jl%
i

Sat(UnLie) QunLie Y}CJ—\ Sat Y

Die Abbildungen 4; und 4’ sind nach Proposition 1.5.7 fiir alle j > 0 injektiv. Man
setze nun v¥; = @;|sat A(@)2 A X Damit die Einschrankung 1, selbst ein Isomor-
phismus von Kettenkomplexen ist, muss fiir alle 0 < j < r die Bedingung

¢;(Sat(A(G)) @ne) Xi) C Sat(A(G) @unrie Yi)(*)

als Sat(A(G))-Moduln erfiillt sein. Ist dies der Fall, so wiirde mit Proposition 1.3.2(3)
iiber die Liftungseigenschaften die Isomorphie von 1 folgen.
Um (*) zu zeigen, fixiert man Erzeuger e; € Sat A(G) ®aq) Xj, €] € Sat(Xy), fr €
Sat A(G) @unrie Yj, f1 € Sat(Y}), die jeweils der Bedingung

ij(er) = 7r€|1|e’1
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& (fr) =7
geniigen. (vgl. Proposition 1.5.4)
Da man wei}, dass ¢; ein Isomorphismus von Sat(A(G))-Moduln ist, ldsst sich das

Bild
orle)) =D el

JETL;
als Linearkombination der Basiselemente f; € B} mit passenden Skalaren c;; €
Sat(A(G)) und Indexmenge [; = {(i1,...,7;) : 1 <43 < ... < i; < j} darstellen.
Sei wsar(a(c) die Bewertung auf Sat(A(G)). Die Bedingung (*) ist nun dazu dquiva-
lent, dass

Wsar(ae)) (crg) > |J| = [1] >0

fir alle I, J € Z; gelten muss. Da G gleich-p-bewertet ist, ist die |J| — || trivialer-
weise null und somit folgt die Behauptung.

Theorem 7.0.7. (Integraler Lazard-Morphismus)
Sei G eine gleich-p-bewertete Gruppe und M, M', M" kompakte Z,-Moduln aus der

Kategorie der erweiterbaren Moduln modi’(lé) (vgl. Proposition 5.2.2), dann gilt:

1. Es existiert eine Isomorphie
¢G(M) ®Zp OK . H:ts(G7 M) ®Zp O}( = H*(S(G),M) ®Z,, OK

zwischen der stetigen Gruppenkohomologie von G und der Lie-Algebrakohomologie

von £(G);

2. Sei H eine weitere Gruppe, welche die Bedingungen des Theorems erfiullt und
sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann ist der Isomorphismus
natirlich beziglich f;

3. Die Isomorphien (1),(2) und (3) sind mit cup-Produkten vertraglich, dass heifit
fiir a: M ®z, M" — M" kommutiert folgendes Diagramm;:

(Hzts

(G, M) ®z, H,

cts

(G, M'")) ®z, Ok H;

cts

(G, M") ©3, Ox
l@SG(M)@(ﬁG(M/) ltbc(M”)
(H* (E(G), M) ®Zp H*(/Q(G), M/)) ®Zp Ox H*(E(G), M”) ®Zp Ok

Beweis: zu (1): Erinnert man sich an die Definition einer gleich-p-bewerteten Grup-
pe zuriick, so ist klar, dass hier die Isomorphie

Sat A(G) = SatUL(G) (vgl. Proposition 6.1.3)

folgt, da G notwendigerweise p-saturiert ist. Folglich gelten die Proposition 6.1.5
iiber die Isomorphie der Graduierungen und natiirlich die Proposition 7.0.6 unein-
geschrankt.

Setze B := U(L(G) ®z, Og) und N := M ®;, Ok, seien X, respektive Y, die
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filtriert-freie A(G)-Auflosung respektive filtriert-freie £(G)-Auflésung von Ok aus
Proposition 7.0.6.
Da Ok flach iiber Z, ist, folgt mit Proposition 4.3.4

H:ts(G7 M) ®Zp OK = H, (Gv N)

cts

Nach der Definition der stetigen Gruppenkohomologie (vgl. Proposition 4.4.2)gilt
Extj‘\(G)(OK, N) = H*Homp ) (X, N).

Nach Voraussetzung ist ein N Objekt in der Kategorie der erweiterbaren Moduln
modi‘(lé). Das heiflt, dass sich die A(G)-Modulstruktur auf die Sat A(G)-Modulstruktur
erweitern ldsst (vgl. Proposition 5.2.2). Zusétzlich verwendet man Proposition 4.3.5
und erhélt die Isomorphie

H* HOII]A(G) (X*, N) ~ H* HOHlSatA(G)(Sat(X*), N),
welche sich durch die Anwendung der Proposition 4.3.6 auf
H* Homgaa (e (Sat(X,), N) = H* Homgaae) (SatA(G) @sarnc) X« N)

einschranken lasst. Nun ist man in der Lage, die aus Proposition 7.0.6 konstruierte
Isomorphie

H* Homga a(e) (Sat A(G) ®sarae) X+, N) = H* Homgag a(e) (Sat A(G) ®@p Ys, N)

anzuwenden. Wie gezeigt wurde, ist diese Isomorphie eindeutig bis auf Homotopie.
Wieder mit Proposition 4.3.6 und Proposition 4.3.5 folgt

H* HomgatA(G)(Sat A(G) QB }/*, N) =~ H* HomgatA(G)(Sat(Y*), N)H* HOIIlBO/*, N)

Weiter gilt

Eatsy n) (UE(G) @z, Ok), N) = Bl o) (UL(G)) @z, Ok, N)

nach dem Lemma 6.1.5(3)und dem Lemma iiber die schwache Konvergenz 4.2.2(2).
Weiter folgt

Extyung UL (G)) ®z, Ok, N) = H*(£(G), M) ®z, Ok

aus der Definition der Lie-Algebra-Kohomologie.
zu (2): Sei also f : G — H ein filtrierter Gruppenhomomorphismus. Der Funktor
gr(—) induziert folgendes kommutative Diagramm:

gr(f) ) gr(ff)
er(£(Q)) er(L(H))

Um es nocheinmal zu pointieren: Dieses Diagramm folgt aus der Proposition 6.1.2
und diese Strukturtheorie darf widerum angewendet werden, da G gerade als gleich-
p-bewertet vorausgesetzt wurde.



87

Wenn man nun die gleiche Vorgehensweise wie in der Proposition 7.0.6 iiber die
saturierten Komplexe anwendet, erhélt man folgendes geliftete Diagramm

Sat X,(G) Sat Y.(H)
Sat Y. (G) Sat Y, (H),

welches nach der eben zitierten Proposition kommutativ und eindeutig bis auf Ho-
motopie ist. In gleicher Manier ergibt sich schlussendlich folgendes kommutative
Diagramm:

Sat A(G) ® X.(G) Sat A(H) ® Y. (H)

- |

Sat UnLie(G) ® Y, (G) Sat UnLie(H) ® Y.(H)

IR

zu (3): Die Kompatibilitdt mit dem Cup-Produkt folgt aus Proposition 4.4.4. [

Bemerkung: (Diskussion der Ergebnisse)

1. Der integrale Lazardisomorphismus funktioniert nur, wenn G eine torsionsfreie
p-adische Liegruppe ist. Angenommen G wiére nicht torsionsfrei, dann wire
die die kohomologische Dimension ¢d(G) = oo (vgl. [Bro82] Korollar 2.5). Da
£(G) eine endliche Lie-Algebra ist, gilt hier aber ¢d£(G) < oo. Folglich muss
G torsionfrei sein.

2. Wie in dem Kapitel 3.4 und besonders im Theorem 3.4.1 gezeigt wurde, ist

diese Art der Analytifizierung erst einmal hinreichend. Es wire sicherlich in-
teressant den Weg iiber rigid analytische Varietdten zu nehmen. Dies hétte
vor allem zur Folge, dass man eine gréflere Zahl an Beispielen fiir Liegrup-
penschemata 5.4 erhalten wiirde. Um diesen allgemeinen Rahmen auszuloten
miisste diese Art der Analytifizierung tiber Tate-Algebren und rigide analyti-
sche Varietédten laufen. Diese Vorgehensweise wurde auch schon in dem Artikel
von [HKO06] angedeutet. Eine sehr genaue Skizze dieses Vorhabens findet sich
beispielsweise in [BLR95] wieder.
Abschlielend kann man sagen, dass eine solche Analytifizierung eine Beschrei-
bung der Lazardisomorphie zwischen der lokal analytischen Gruppenkohomo-
logie und Lie-Algebra-Kohomologie mit Koeffizienten in K ergibt(vgl. Propo-
sition 5.4.2). Leider ist nicht klar, inwiefern alle Lazardisomorphien aus einer
solchen Herangehensweise folgen kénnten.
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