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Ubersicht

Wir geben in diesem Skript eine knappe skizzenhafte Darstellung der Theorie
kompakter zusammenhingender (kurz zshg.) Riemannscher Flichen. Es handelt
sich um die redigierte Version des Skripts zu einer Vorlesung, die ich im Jahr 2001
in Heidelberg gehalten habe.

Im ersten Abschnitt wird der Garbenbegriff beschrieben und die Begriffe des
Halms und der kurzen exakten Garbensequenz erldutert.

Im zweiten Abschnitt wird Cech-Kohomologie diskutiert; die Existenz der langen
exakten Kohomologiesequenz wird beschrieben (zum Teil ohne Beweis). Der Zu-
sammenhang zwischen erster Cech-Kohomologie und Verheftungskonstruktionen
wird erldutert im Fall von O y-Modulgarben und im Fall von konstanten Garben,
wobei hier der Zusammenhang zu Perioden-Integralen und zur de Rham Koho-
mologie hergestellt wird.

Im dritten Abschnitt beweisen wir den Endlichkeitssatz fiir kompakte Riemann-
sche Fliachen. Dieser folgt letztlich aus dem Dolbeaut Lemma mit Hilfe von
Hilbertraum-Methoden und dem Satz von der offenen Abbildung. Er wird durch
iteriertes Einschrinken und wieder Ausdehnen von 1-Kozyklen bewiesen. Der
Endlichkeitssatz besagt, da3 auf kompakten Riemannschen Flichen die Koho-
mologiegruppen von lokaltrivialen Ox-Modulgarben endlich dimensionale C-
Vektorraume sind. Unmittelbare Folgerung davon ist der Satz von Riemann-Roch
und damit insbesondere die Existenz von nicht konstanten meromorphen Funktio-
nen f auf kompakten Riemannschen Flidchen.

Vierter Abschnitt. Nicht konstante meromorphe Funktionen auf einer kompakten
Riemannschen Fliche X definieren endliche verzweigte Uberlagerungen

m: X — PYC).

Durch das Studium von 7 bestimmt man den Korper M (X) der meromorphen

Funktionen auf X und mit Hilfe der relativen Dualitit bestimmt man den Grad der

lokalfreien Ox-Modulgarbe 2x der holomorphen Differentialformen auf X als

2g—2 und zeigt, daB das funktionentheoretische Geschlecht g=dimc(H' (X, Ox))
und das topologische Geschlecht g;,, libereinstimmen.



Dannach untersuchen wir im fiinften Abschnitt das Cup-Produkt auf H'(X,C)
und zeigen damit die Periodenrelationen und die Existenz der Hodge Zerlegung,
sowie insbesondere die Aussage dim¢(Q(X))=g.

Im sechsten Abschnitt stellen wir einen Zusammenhang her zwischen 23,47 (X)
(Differentiale dritter Gattung mit ganzzahligen Residuen), Divisoren auf X und
der Kohomologie H'(X,C%) und

Pic(X)=H'(X,0%) .

Die Gruppe Pic(X) der Isomorphieklassen von Geradenbiindeln auf X ist iso-
morph zur Klassengruppe C1(X) aller Divisoren auf X modulo der Hauptdi-
visoren (letzteres wird als Konsequenz des Endlichkeitssatzes bereits im dritten
Abschnitt gezeigt). Durch einen Vergleich der Kohomologiegruppen H' (X, Cx)
und H'(X, C%) mit Hilfe der Exponentialabbildung Cx — C% wird damit zuerst
H?*(X,Zx) = Z gezeigt sowie dann der bekannte Satz von Abel-Jacobi

Pic®(X) = J(X) := HY(X,Ox)/H (X, Zx) .

Hierbei ist Pic’(X) die Untergruppe von Pic(X) der Geradenbiindel auf X vom
Grad Null. Ein Vergleich mit der Albanese Varietdt Alb(X) von X zeigt

Alb(X) 2 T(X).

Als Korollar liefert dies ganzzahlige Poincare Dualitit sowie eine genauere Be-
schreibung der Perioden als Punkte des Siegelschen Halbraums. Dies zeigt, daf}
der Quotient J(X) := H'(X,Ox)/H"(X,Zx) eine komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension g ist. Es existiert eine holomorphe Einbettung

X = J(X),
welche im Fall g = 1 eine biholomorphe Abbildung induziert.

Der letzte Abschnitt ist den Differentialen zweiter Gattung auf X gewidmet und
damit der Theorie der Abelschen Integrale.



Garben

Die Garbenaxiome

Eine Priagarbe G von abelschen Gruppen auf einem topologischen Raum X ist
eine Vorschrift, welche jeder offenen Menge U von X eine abelsche Gruppe G(U)
zuordnet so, dal fiir jede Inklusion V' C U offener Mengen ein Gruppenhomo-
morphismus

ryG(U) = G(vV)
existiert mit den Eigenschaften r{, = id und r{Y or}; = rlY (W C V C U). Eine
Priagarbe G auf X nennt man eine Garbe auf X, wenn weiterhin die folgenden

beiden Garbenaxiome G1 und G2 (und G3) erfiillt sind. Diese lauten: Sei U C X
offen und U = | |,, U; eine offene Uberdeckung von U. Dann gilt

(G1) Fiir f € G(U) impliziert 5 (f) = O fiir alle i € I das Verschwinden f = 0.

(G2) Gegeben seien f; € G(U;) fiir alle ¢ € [ mit ngmUj(fi) = rg;mUj(fj). Dann
existiert f € G(U) mit 75 (f)) = f; firallei € I.

Ist I = (), dann folgt G(()) = 0. Wir nehmen dies der Klarheit halber im folgenden
als zusitzliches Axiom (G3) an.

Wir schreiben fiir ), (f) manchmal auch nur f|y um anzudeuten, daB es sich um
verallgemeinerte Restriktionen handeln soll.

1.Beispiel. Bezeichne C'x (U) die abelsche Gruppe der stetigen komplexwertigen
Funktionen fiir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit X resp. C¥(U) die unend-
lich oft differenzierbaren komplexwertigen Funktionen auf U C X , dann definiert
dies Garben C’x resp. C'Y auf X in offensichtlicher Weise.

2.Beispiel. Sei A eine abelsche Gruppe (versehen mit der diskreten Topologie).
Sei Ax(U) die Gruppe der lokal konstanten stetigen Abbildungen f : U — A.
Dies mit den offensichtlichen Restriktionssabbildungen r); definiert eine Garbe,
die konstante Garbe Ax auf X mit Werten in A.

3.Beispiel. Sei A eine abelsche Gruppe und € X ein fester Punkt. Dann definiert
die Vorschrift G(U) = A fir U 5 x resp. G(U) = 0 sonst eine Garbe auf X, die
Wolkenkratzergarbe im Punkt = mit Werten in A. Die Restriktion r}; ist Null im
Fall z ¢ V, und die Identitit id4 im Fall z € V.
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Sei G eine (Pra-)Garbe auf X . Sei x € X ein Punkt. Der Halm G, der (Pra-)Garbe
G im Punkt x ist eine abelsche Gruppe, definiert als der direkte Limes

tiber das gerichtete System aller offenen Teilmengen U von X, welche den Punkt
2 enthalten (siehe Appendix).

Sei G eine Priagarbe auf X und U C X eine offenen Teilmenge. Fiir jeden Punkt
x € U hat man einen natiirlichen Homomorphismus G(U) — G,.. Man sieht leicht

Fakt. Sei F eine Prdgarbe auf X. Erfiillt  die Garbeneigenschaft G1, dann ist
die folgende natiirliche Abbildung injektiv

FU) = [ F-

zelU

Beispiel. Fiir die Strukturgarbe Ox der holomorphen Funktionen auf einer Rie-
mannschen Fliche X (siehe ndchster Abschnitt) ist der Halm Ox , enthalten im
Potenzreihenring C[[t]] (Identititssatz!) und Ox (U) — Ox , ist injektiv (fiir zu-
sammenhédngendes U C X mitz € U).

Ein Garbenhomomorphismus ¢ : G — H zwischen Garben (abelscher Grup-
pen) auf X, ist eine Kollektion von Gruppenhomomorphismen ¢y : G(U) —
H(U), welche die alle folgenden Diagramme kommutativ machen

G(U) 22 H(U)

G(V) -2 H(V)

fiir alle offenen Teilmengen V' C U von X. Sind alle Morphismen ¢;; injektiv,
nennt man ¢ eine Garbeninjektion und das Bild von G definiert eine Untergarbe
von H. Ein Garbenhomomorphism ¢ : G — H indiziert Gruppenhomorphismen
¢+ G — H, der Halme fiir alle z € X.

Sei ¢ : G — H ein Garbenhomomorphismus. Dann definiert
Kern(¢)(U) = Kern(gbU :GU) — H(U))
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eine Untergarbe von G, den Kern von ¢. Dies benutzt Garbenaxiom (G1) und
(G2) fiir G und Garbenaxiom (G1) fiir !

Definition.Eine Sequenz von Garbenhomomorphismen
0O=>F—=>G—->H—0
heif3t exakt, wenn alle induzierten Halmsequenzen
0—=>F, =G, —H,—0

fiir alle Punkte v € X exakt sind.

Bemerkung. Die Exaktheit aller Sequenzen 0 — F(U) — G(U) — H(U) — 0
ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Exaktheit.

Ubungsaufgabe. Definieren die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger eine
Garbe auf einem topologischen Raum?

Appendix (direkte Limiten)

Sei [ eine Indexkategorie. D.h., wir nehmen an daB3 fiir je zwei Objekte 7,5 €
I ein geeignetes Objekt £ € I existiert mit Morphismen ¢ — k und j — k;
weiterhin soll fiir je zwei Morphismen u, v € Mor (i, j) ein Morphismus w : j —
k existieren mit w o u = w o v. Einen kovarianten Funktor / — Ab nennt man
dann ein gerichtetes System (A;, ¢;—,;,%,7 € 1,9 — j € Mor(i,j)) abelscher
Gruppen. Eine Teilmenge J C [ heif3t kofinal, falls Vi € [ ein Morphismus i — j
existiert mit j € J.

Sei A;, ¢i—j,%,7 € I ein derartiges gerichtetes System. A; > a; ~ a; € A;, falls
3k, j — k,i — k mit ¢;_,x(a;) = ¢;x(a;), definiert eine Aquivalenzrelation auf
| |;c; Ai- Weiterhin definiert

den direkten Limes des gerichteten Systems.

Bemerkung. Eine Unterkategorie J von [ heisst kofinal, wenn fiir jedes © € [
eine j € J existiert und ein Morphismus ¢ — j. Ist J eine kofinale Unterkategorie
von [, dann gilt

jeJ i€l
Wir bemerken weiterhin



a) lim; A; ist eine abelsche Gruppe.

b) Ist ¢; : A; — Al ein kompatibles System von Gruppenhomomorphismen
( d.h. eine natiirliche Transformation von Funktoren), dann indiziert dies
einen Gruppenhomomorphismus ¢ : lim; A; — lim; A} der direkten Limi-
ten.

¢) Sind alle A; Ringe, dann ist lim; A; ein Ring. Sind v; wie oben sogar Ring-
homorphismen, dann ist der Limes 1) ein Ringhomomorphismus.

d) Der direkte Limes ist ein exakter Funktor. Das heifit: Sind A, — A; —
A kompatible Systeme von exakten Sequenzen abelscher Gruppen, dann
induziert dies eine exakte Sequenz von direkten Limiten

lim A — lim A; — lim A7 .

Beweis der letzten Aussage d): Gegeben a € lim; A; — representiert durch ein
a; € A; —im Kern. Das heift, es existiert ein j € [ mit i — j und Bild(a;) =
0 in A7. Alle Objekte i, welche von j ausgehen (d.h. j — 1), definieren eine
kofinale Teilkategorie ./ von /. Unter dem mittleren senkrechten Isomorphismus
entspricht a der Aquivalenzklasse des Element a; := ¢;_;i)(a;) in limjey A;.
Das Bild von a; in A7 is Null. Daher ist a; das Bild eines Elementes a’; € A’. Die
Aquivalenzklasse a’ von a/; — geliftet auf die obere Zeile — bildet auf a ab.

Die Exaktheit des Limes Funktors folgt daher unmittelbar aus dem folgenden Dia-
gramm
a;/ ~+———0

limier Al — lime; A; — lim;e; A”

limjeJA;» — 1imjej Aj — limjeJ A;/

a v a; 0
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Riemannsche Fliachen

Sei X ein zshg. separierter o-kompakter topologischer Raum. X heiflt Riemann-
sche Fliache, wenn eine holomorphe Struktur auf X gegeben ist. Eine holomor-
phe Struktur ist eine Aquivalenzklasse holomorpher Atlanten von X . Ein Atlas ist
eine Uberdeckung X = |l;c; Ui durch eine offene Uberdeckung von X, zusam-
men mit Homdomorphismen (Kartenabbildungen)

o U; =2V, cC , 1€l
auf offene Teilmengen V; von C, fiir die alle Kartenwechsel
Gji = g5 0¢; " ¢(U; NU;) — ¢;(U; N U;)
holomorphe Abbildungen sind.

Es gilt automatisch

¢kj o ¢jz’ = Qri
und ¢;; = idy, fiir alle ¢, j, k € I. Die Daten (X, U;, ¢;, I) definieren einen ho-
lomorphen Atlas. Zwei Atlanten heilen dquivalent, wenn sie zu einem gemeinsa-
men holomorphen Atlas verfeinert werden konnen. Zum Begriff der Verfeinerung
verweisen wir auf den Abschnitt iiber Cech-Kohomologie.

Bemerkung. Riemannsche Fldchen sind orientierbar, d.h. die Determinante der
Jacobi-Matrix der Kartenwechsel det(Dg;;) istimmer > 0 [fiir holomorphe Funk-
tionen gilt det(Df(z)) = | f'(2)|?; beachte f’(z) # 0 fiir biholomorphe Funktio-
nen f].

Die Riemannsche Zahlenkugel P'(C) als Riemannsche Fliche:

PY(C) = Uy U Uy ist eine offene Uberdeckung; Die stereographische Projektion
auf die C von oo definiert eine Kartenabbildung ¢, : Uy = C. Die entsprechende
Projektion auf C (Tangentialebene bei oo von unten betrachtet!) definiert eine
Kartenabbildung ¢, : U, == C. Es gibt 4 Kartenwechsel. Zwei sind die Identitit,
die beiden anderen ¢, und ¢y, sind invers zueinander. Der Atlas ist holomorph
wegen

Fakt. ¢g.o(2) = 271

Beweis. Fiir z = re' gilt gpoo(r - €?) = R- € — R-e7 = 27! Denn R = r 1,
Dies folgt aus dem Satz von Thales und der Orthogonalitit der beiden Vektoren
(r,1)und (R, —1); somitr- R+ 1-(—1) = 0. QED
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Sei X eine Riemannsche Fliche. Eine Funktion
f: X—=>C
hei3t holomorph, falls alle Abbildungen
fo ¢i_1 V., > C

holomorph sind. Analog definiert man C*°-Funktionen. Ist X eine Riemannsche
Fliche, dann erbt jede (zusammenhingende) offene Teilmenge U C X die Struk-
tur einer Riemannschen Fldche. Eine Funktion f : U — C heifit holomorph, wenn
sie auf jeder Zusammenhangskomponente holomorph ist. Wir bezeichnen mit

Ox(U)

die C-Algebra der holomorphen Funktionen auf U. Mit den Einschrinkungen als
Restriktionsabbildungen definiert dies offensichtlich eine Garbe von Ringen auf
X, die Strukturgarbe der Riemannschen Fldache. Man hat die Garbeninklusionen

OXcC())(OCCX.

Lemma. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann ist jede holomorphe
Funktion auf X konstant: Ox(X)=Cx(X)=C.

Beweis. Jede holomorphe Funktion f auf X ist stetig, nimmt daher ihr Maximum
in einem Punkt 7y € X an. Aus dem Maximumsprinzip (angewendet auf f o ¢; !
in einer geeigneten Karte V) folgt, dal f in einer Umgebung von x, konstant ist.
Dann ist f aber generell konstant, denn

Lemma. Sei X eine Riemannsche Fliche, und U eine nichtleere offene Teilmenge
von X. Dann gilt Ox(X) — Ox(U).

Beweis. Sei f holomorph auf X. Dann folgt f = 0, wenn f = 0 gilt in einer Um-
gebung von U. X ist (automatisch wegweise) zusammenhédngend. Wihle einen
stetigen Weg von = zu xy € U. Endliche viele Karten iiberdecken diesen Weg.
Man beweist f(z) = 0 mittels des Identitétsatzes (in den endlich vielen relevan-
ten Karten V;). QED

Definition. Eine stetige Abbildung g : X — Y zwischen Riemannschen Flichen
heifit holomorph, wenn fiir alle offenen Teilmengen V- C Y und alle f € Oy (V)

gilt foge Ox(g7*(V)).
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Offensichtlich ist Holomorphie von g : X — Y eine lokale Eigenschaft von g
auf X. Fiir eine Uberdeckung X = | |, U; gilt also: g ist holomorph <= alle g|U;
sind holomorph. AuBlerdem geniigt es in der Definition alle V' aus einer offenen
Uberdeckung von X zu wihlen.

Ubungsaufgabe. Definiere analog die Garben O%, M x, M’ und zeige
M) (P1(C)) = C(2)
fiir den Korper C(z) der gebrochen rationalen Funktionen in z sowie
}31(@(5) =C(2)".
Siehe [BF], Seite 152 ff.

Ubungsaufgabe. Jede nichtkonstante meromorphe Funktion f € M*(X) auf
einer kompakten Riemannschen Fliache X definiert eine holomorphe Abbildung
f : X — PYC) auf die Riemannsche Zahlenkugel'. (Ist X kompakt und zshg.,
ist diese Abbildung f : X — S automatisch surjektiv nach Korollar 8).

"Hinweis: Hat f einen Pol bei zp € X und keine wesentliche Singularitit, dann ist % holo-
morph in der Néhe von z mit %(:vo) = 0. D.h. eine Kugel K. (x)\ {0} wird unter f holomorph
nach Vp = C abgebildet. Setzt man f(z() = oo, dann setzt sich ¢oep © f = % von K, (zo) \ {zo}

zu einer holomorphen Abbildung K, (z¢) — Vi fort fiir die Kartenmenge V., = C.
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Exakte Garbensequenzen

Sei X eine Riemannsche Fliche. Sei Ox die Strukturgarbe und O% die Garbe
der invertierbaren holomorphen Funktionen auf X. Die Exponentialabbildungen
f(z) = exp(2mi- f(2))

Ox(U) = Ox(U)
definieren die Exponentialabbildung als Garbenhomomorphismus Ox — O%.
Der Kern ist offensichtlich die konstante Garbe Z x .

Satz. Die zugehorige Garbensequenz

O—>ZX—>(’)X%O}—>O‘

ist exakt.

Beweis. Dies folgt aus dem nédchsten Lemma, denn fiir jede einfach zshg. und
zshg. Teilmenge U C X mit Kartenabbildung ¢ : U — V C Cist

exp(2mi (—)) : Ox(U) — O (U)
surjektiv. Siehe Busam-Freitag. QED

Analog liefert auf Riemannschen Flichen X die holomorphe Ableitung 0f(z) =
f'(z) - dz die exakte Garbensequenz auf X

]O—>CX—>(9X—>QX—>O‘.

Hierbei ist Qx(U) = {f(z)dz | f € OU)} fir U C C die Garbe der holo-
morphen 1-Formen auf X. Die globale Verheftungsvorschrift unterscheidet sich
jedoch von derjenigen der Garbe Ox. [Ist U einfach zusammenhingend in ei-
ner lokalen Karte, dann besitzt jede Form w € Q(U) eine lokale Stammfunktion
g(z)= fzo w € O(U) wegen des Cauchy Integralsatzes. Es gilt 0g=w auf U. Der

Z

Kern von 0 besteht aus den lokalkonstanten C-wertigen Funktionen auf U].

Lemma. Eine Sequenz 0 — F — G — H — 0 von Garbenhomomorphismen auf
X ist exakt gdw gilt

(i) 0 — F(U) = G(U) — H(U) ist exakt fiir alle offenen U C X.

(ii) VUVYh € H(U)Vz € U3V C U,z € V mitrj;(h) € Bild(G(V)) (fiir
U,V offen in X)
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Beweis. Eine Richtung ist klar, da Halmbildung als direkter Limes ein exakter
Funktor ist. (Insbesondere vertauscht Halmbildung mit Kernbildung, was wir wei-
ter unten benutzen werden). Wir beschrianken uns auf die Umkehrung, daB (i) und
(1) aus der Exaktheit der Halmsequenzen folgt. (ii) ist klar wegen der Surjektivitit
von G, — H, und der Halm-Definition. Nun zum Beweis von (i).

Die Injektivitit 7 (U) — G(U) folgt aus

F(U)

Gg(U)

HaceU Fr— erU Go

Analog zeigt man, daf} die Zusammensetzung F — H Null ist. Somit ist
Fck

eine Untergarbe des Kerns C des Garbenhomomorphismus G — . Da Halm-
und Kernbildung vertauschen, induziert die obige Garbeninklusion Halmisomor-
phismen F, = IC, fiir alle z. Exaktheit bei G folgt daher aus dem néchsten

Lemma. Sei ¢ : F — K eine Garbeninklusion mit 1, : F, = IC, fiir alle x € X.
Dann gilt F = K.

Beweis. Sei k € KC(U). Fiir alle z € U existiert V = V, mitx € V C U und
fv € F(V) mit fyy = r};(h) wegen der Halmsurjektivitéit. Die V, definieren eine
Uberdeckung von U. Die Elemente f, sind durch A (und V) und

eindeutig bestimmt. Daher Verkleben sich die fi, mittels Garbenaxiom G2 zu ei-
nem Schnitt f von F(U). Wegen Garbenaxiom G1 gilt dann sogar f,y = h auf
ganz U. Es folgt F(U) = K(U). QED
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Verheftungskonstruktionen

Wir diskutieren in diesem Abschnitt einige der kohomologischen Grundlagen, die
fiir die Theorie der Riemannschen Fldachen und allgemeiner die Theorie der kom-
plexen Mannigfaltigkeiten relevant sind.

Cech-Kohomologie

Seid = {U;,i € I} eine Uberdeckung X = Ui, Ui des topologischen Raums X
durch offene Teilmengen U;. Fiir eine Garbe G abelscher Gruppen auf X definiert
man den Cech-Komplex

0—C°(U.G) = C'U,G) = C*(U,G) — -+

durch '
.G = [[ 6W,n---nt,)
VQyeeny v;
mit den Abbildungen 0, : C*(U,G) — C**H(U, G), wobei?
a()(s)z'j =S5 UiﬁU]‘ - Sj UZ-OU]-)

fir s = (s;) € C°(U, G), und wobei fiir s = (s;;) € C'(U,G)

01(8)ijk = Sjk UnU;nU = Sik|U;nU;nU, T Sigluint;nUy

und so weiter.

Man nennt Z(U,G) = Kern(d;) C C*(U,G) die i-Kozykel und B'(U,G) =
Bild(d;_,) die i-Rénder. Es gilt BY(U,G) C Z(U,G) und per Definition ist die
Quotientengruppe dieser abelschen Gruppen

die i-te Cech-Kohomologie F1},(X,G) von G zur Uberdeckung U. Aus den Gar-
benaxiomen G1 und G2 folgt sofort

Hy(X,G) = GU)|.

2Ublicherweise wird 0;(s) durch eine Summe v = 0, ..., i definiert: Der v-te Index wird weg-
gelassen und mit dem Vorzeichen (—1)” versehen. Dies stimmt mit unserer Wahl von 9y nur bis
auf ein Vorzeichen iiberein, liefert aber 0.
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Kozykelrelationen. Z' (U, G) wird beschrieben durch Kollektionen (s;;) mit s;; €
G(U; N U;) mit der Kozykel-Eigenschaft

Sij + Sjk = Sik

auf U; N U; N Uy,. Insbesondere folgt daraus s;; = O fiiralle 2 € / und s;; = —s;;
auf U; N U, fiir alle 4, j € 1. Ein 1-Zykel ist ein 1-Rand, wenn auf U; N U, fiir alle
i,j € I und geeignete b; € G(U;) gilt

Sji:bj_bi-

Verfeinerungen. Offene Uberdeckungen von X definieren eine Kategorie: Objekte
sind offene Uberdeckungen 2/ und Morphismen sind Verfeinerungen o : 1/ — V.
Fir X = {J,.; U (Uberdeckung /) und X = Uics Vi (Uberdeckung V) ist eine
Verfeinerung ¢ : U — )V eine Abbildung ¢ : J — I in der umgekehrten Richtung
mit der Eigenschaft V; C Uy fiir alle j € J. Der Morphismus ¢ induziert
Abbildungen ¢; : Z'(U,G) — Z'(V,G), welcher Rinder in Rinder iiberfiihrt. Im
Fall 72 = 1 vermoge

©1(8)ij = See lviny, € GViNV;)

und analog fiir 7 > 1. Ist V eine Verfeinerung von U/, hingt die induzierte Abbil-
dung H},(X,G) — Hy,(X,G) nicht ab® von der Wahl der Verfeinerungsabbildung
¢ : U — V. Indentifiziert man alle Verfeinerungsabbildungen, erhilt man eine
Indexkategorie. In der Tat: Fiir Verfeinerungen ¢ : U/ — Vund ¢’ : U — V' ist

x= U vnv

(i)eIxJ’!

eine gemeinesame Verfeinerung von )V und V' durch die Projektionen J x J' — J
und J x J' — J'. Damit kann die i-te Kohomologie als der direkte Limes iiber
alle Verfeinerungen definiert werden

H'(X,G) = lim H,(X.G) .

3Verfeinerungen ¢, ¢’ : U — V definieren Homotopien h; : C*(U,G) — C*~1(V,G) durch
hi(s)i = sg(i),0'@)vinve DZW. ha(8)ij = S43i),6/(0).0/ G IVinviny, — Se(i),6().0 () Vinvn;
usw. Dann gilt 0; 1 0 h; 4 hiy1 0 0; = ;i — j, z.B. fiir i = 1 wegen (54(1)¢ (i) — S¢(j),6'(j)) T

(¢ (1)e' (1) = So()o' (1) T Sa(i)e () — (Se(i)e! (1) — Sp(3)¢' (i) T S6(1)6(5)) = 56/ (), (5) — S6(4), (i)

15



Ist X kompakt, dann besitzt jede offene Uberdeckung X = |, <1 Ui eine endliche
Teiliiberdeckung X = | J,.; U; fiir endliches .J C I. Die Inklusion ¢ : J — I de-
finiert eine Verfeinerung. Somit bilden die endlichen Uberdeckungen eines kom-
pakten Raumes X ein kofinales System. H(X, G) kann daher im kompakten Fall
als Limes iiber alle endlichen Uberdeckungen U von X berechnet werden.

Lemma 1. Fiir C¥-Modulgarben G gilt H),(X,G) = 0 und damit H*(X,G) = 0.

Beweis. Sei X kompakt (oder parakompakt) und ), ¢, = 1 eine Partition der
Eins fiir ¢/, d.h. es gilt supp(¢r) C Uy fiir eine Abbildung ¢ : {k} — I. Fiir
1-Kozykel s;; setze

bi =Y wsiow) € G(UL) -
k

Beachte ¢, und damit ;. s,4(x) kann auf U; fortgesetzt (!) werden durch Null auf
das Komplement U; \ Ug(x). Dann ist

by —bi=>_ rl(sjom) — sistw) = (Y @) - 55 = 550
k k

auf U; N U;. Analog zeigt man H'(X,G) = 0 fiir¢ > 1. QED

Proposition 1 (ohne Beweis; siehe [Go], [Gu]) Eine kurze exakte Garbensequenz

0 FY.g-%n 0

auf einem parakompakten Raum X liefert eine lange exakte Kohomologiesequenz
0— H'X,F) = H'(X,G) = H'(X,H) —

— HYX,F) = H(X,G) - H'(X,H) —
— H*(X,F) = H*X,G — H*(X,H) — usw. .

Die Exaktheit H(X, F) und H°(X,G) und im Prinzip auch bei H(X,G) wur-
de bei der Diskussion des Begriffs der kurzen exakten Garbensequenzen bereits
gezeigt. Da der erste Verbindungshomomorphismus § : H°(X, H) — H' (X, F)
fiir uns von besonderer Bedeutung ist, geben wir seine Definition an und bewei-
sen im folgenden pars pro toto die Exaktheit der langen exakten Sequenz an den
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Stellen H°(X,H) und H'(X, F) und damit die Exaktheit der langen Sequenz bis
zur fiinften Stelle.

Definition von 0. Sei h € H(X). Dann existiert eine geignete Uberdeckung
X=|],c;Uisodass g; € G(U;),i € I existieren mit der Eigenschaft h|U; = ¢(g;).
Die Existenz einer solchen Uberdeckung I/ folgt aus der Exaktheit der Gar-
bensequenz. Dann definiert f;; = (g; — g;)|v,nu, einen 1-Kozykel in Z'(U, F),
denn (g; — g;)|v,~u; hat Werte in F(U; N U;)! Wir definieren dann 6(h) als die
Kohomologieklasse des 1-Kozykels ( f;;). Wie man leicht zeigt, ist diese Klasse
in H*(X, F) unabhingig von der Wahl der g; und der Uberdeckung.

H(X) — s (X, F) — ) H'(X,G)
} 1 i
ZYU, F) Z ) ZYU,G)

h‘—6>fij = (gi - gj)

vinv, — (9i — 95)|lvinu, € dC°(U, G)
Um die Exaktheit bei H(X) zu zeigen, sei h = ¢(g) im Bild von ¢. Dann ist
oBdA ¢; = g|v, und damit (¢g; — g;) = 0 auf U; N Uj;, also 6(h) = 0.

G(X) "= H(X) —>—~ H'(X, F)
A
ZYU,F)

gr h (9: — 95) U;NU;
Ist umgekehrt 6(h) = 0 fiir h € H(X), dann ist (g, — g;)|U; N U; ein Korand in
dC°(U, F) (eventuell natiirlich erst nach Ubergang zu einer Verfeinerung von U,
was wir der Einfachheit halber hier ignorieren wollen). Damit ist (g; — g,)|U; N U;
von der Gestalt (f; — f;)|U; N U; fiir gewisse f; € F(U;). Es gilt

(gi — fi) =h

Man kann daher oBdA die g; durch die §; = g; — f; ersetzen. Aber die g; € G(U;)
erfiillen jetzt die Verheftungsbedingung G2 und verkleben sich daher zu einem
globalen Schnitt § € G(X). Offensichtlich gilt ¢(g) = h nach Garbenaxiom G1,
denn dies gilt in allen Karten U;. Dies zeigt die Exaktheit bei H (X).

Ui -
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Exaktheit bei H'(X, F). Offensichlich gilt Z'(U, ) o § = 0 mod dC°(U, G)
und somit liegt die konstruierte Klasse 6(h) im Kern der Abbildung H'(v)) :
HY (X, F) — H'(X,G). Ungekehrt gilt fiir einen 1-Kozykel im Kern von H'(v))
— dieser sei reprisentiert durch f;; € Z'(U,F) — dann Z' (U, ¥)(fi;) = (g: —
g;)|U; N Uj fiir eine geeignete Verfeinerung (diese sei hier oBdA wieder /) und
geeignete g; € G(U;)! Die Bilder h; = ¢(g;) € H(U;) erfiillen dann die Verhef-
tungsbedingung auf U; N U; wegen

hi — hj = ¢(g:) — (g5) = d(g9: — g;) = p(¥(fi;) = 0.

Die h; € H(U;) verkleben sich daher zu einem globalen Schnitt 2 € #(.X). Nach
Definition von ¢ ist dann §(h) gerade ein Reprisentant in der Klasse des Kozykels
(fi;), denn h|y, = ¢(g;) mit f;; = g; — g; auf U; NU;. Damit ist auch die Exaktheit
bei H'(X, F) gezeigt.
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Lokalfreie O y-Garben

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und Oy die Stukturgarbe der holomor-
phen Funktionen einer komplexen Mannigfaltigkeit X . Fiir Ox-lineare Garben-
homomorphismen ¢ : & — F ist die Quotientengarbe* Kokern(y) eine Ox-
Modulgarbe.

Eine O x-Modulgarbe nennt man eine lokalfreie O x-Modulgarbe (oder auch ein
Vektorbiindel) vom Rang r auf X, wenn es eine offene Uberdeckung I/ von X gibt
so daB die Einschriinkungen von F auf die Teilmengen U; € U der Uberdeckung
als Ox-Modulgarben isomorph sind zur direkten Summe P’_; Oy, . Fiir lokal-
freie Ox-Modulgarben £ hat man Oy, -Isomorphismen

wé’

~ T

U; -

,
Dies liefert Oy,ny,-lineare Ubergangsisomorphismen a O, = O,

¢|Un
EUNU;) —=" 0% (U;NU;)
7/’|Ur1U

auf U; NU; durch ai- =1;
gilt

AU, wﬂg}wj € Gl(r,Ox(U;NUj)). Offensichtlich

£ & _ &
j; O Qjj, = Gy,

auf U; NU; N Uy sowie af; = id auf U;. Gelten diese Bedingungen, sagt man die
a;; deﬁnleren einen 1- Kozykel

a5, € Z'(U,Gl(r,0x)) .

Wiihle man andere (O-lineare Isomorphismen anstatt /¢, so sind diese von der
Gestalt b; o ¥f fiir gewisse b; € GI(r, O(U;)). Dies éndert die af; ab in a5, =
.y ©a5; 0bi|; ;. Fiir jede solche Wahl von b; und jedes a;; € Z' (U, Gl(r, O))

*Man definiert Kokern(y)(U) als die Garbe aller Funktionen f : U — [, .y Fo/¢2(Gz)
mit der folgenden lokalen Eigenschaft: Fiir jeden Punkt x € X gibt es eine offene Umgebung
V (abhingig von f) so dass die Komponente f, im Produkt fiir alle y € V als Restklasse eines
globalen Schnitts von F (V') im Halmquotient F,, — F,, /¢, (G, ) representiert wird.
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ist aj; = bj|y,nj © aji o bi|5i1ﬂ ; Wieder ein 1-Kozykel und man nennt die Kozykel
a;; und a;; dquivalent. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnet man mit

HL(X,Gl(r,0x)) .

Die Ox-Modulgarbe £ kann man (bis auf Isomorphie) rekonstruieren aus den 1-
Kozyklen a%; € Gl(n, O(U; N U;)). Setzt man
E(U) = {5:;€0(U)" | 3;=a5(3:)} ,

definiert’ dies eine zu € isomorphe O x-Modulgarbe €. Der Isomorphismus € 2 €
wird gegeben durch die Abbildung, die £(U) > s = (s;),s; € E(U N U;) auf
E(U)25=(8;)€O(U NU,) abbildet vermdge §; =1);(s;). Analog zeigt man, daB}
fiir O x-isomorphe lokalfreie Garben £ und F vom Rang r gilt aj‘% = bjlv,nu, oaﬁ o
bi|(;i1mU]- fiir gewisse b; € Gl(r,O(U;)),i € I zu einer geniigend feinen offenen

Uberdeckung X = |J,_, U;. Dies zeigt

iel
Lemma. Die Isomorphieklassen von lokalfreien Ox-Modulgarben vom Rang r
auf X entsprechen 1-1 den Element der Menge

H'(X, Gll(r, 0x) = lim Hy,(X, Gl(r, Ox)) .

Fiir lokalfreie Ox-Modulgarben £, F vom Rang n resp m definiert man die lo-
kalfreie Ox-Modulgarbe £ ®,. F vom Rang n - m durch die Ubergangsmatrizen
a%; ® al; (Kronecker-Produkt der Matrizen). Hierzu muss man gegebenfalls vor-
her zu einer Verfeinerung der Uberdeckung iibergehen, die £ und F trivialisiert.
Analog definiert man det(€) und £ als die lokalfreien Ox-Modulgarben vom
Rang 1 resp. n, die durch die Ubergangsmatrizen det(a;) resp (a$;)~" gegeben
sind. Hat £ den Rang 1, ist (a5;)™* = (a;)~" und es gilt af; ® (a§;)~" = id. Fiir
lokalfreie Ox-Modulgarben £ vom Rang 1 folgt daher £V ®p, £ = Ox. Die
Menge der Isomorphieklassen lokalfreier Ox-Modulgarben £ vom Rang 1 auf X

(Geradenbiindel)
Pic(X) = HY(X,GI(1,0%)) = H(X,O%)

erhélt somit durch das Tensorprodukt ®¢, eine Gruppenstruktur®.

SDie wie & fiir einen beliebigen Kozykel a;; € Z' (U, Gl(n, Ox)) (anstelle von a‘;i) definierte
Garbe ist eine lokalfreie O x-Modulgarbe.

®Fiir r = 1 ist Gl(r, Ox) eine Garbe abelscher Gruppen und es gilt H*(X,GI(1,0%) =
H'(X,GI(1,0x)). Wie man leicht sieht ist die Gruppenstruktur auf H' (X, GI(1, O%) die durch
das Tensorprodukt gegebene Struktur auf H'(X, Gl(1, Ox)).
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Divisoren: Ein Divisor D = ) npP auf X ist eine endliche Summe von Punkten
P aus X mit Vielfachheiten np € Z. Fiir einen Divisor D auf X definiert man eine
Garbe Ox (D). Hierbei besteht Ox (D)(U) aus den meromorphen Funktionen f
auf U mit

ordp(f) > —np

fiir alle P € U (hierbei ist np = 0 fiir fast alle P). Ist U holomorph dquivalent
¢ : U =V zu einer offenen Teilmenge V' C C, dann haben die f € Ox(D)(U)
die Gestalt

pPcU

fiir eine holomorphe Funktion & : V' — C. Damit definiert ¢)( f) = ho¢ einen Ox-
linearen Isomorphismus ¢°P) : Ox(D)(U) = Ox(U). Fiir eine Uberdeckung
durch Kartenmengen U; erhiélt man damit Trivialisierungen

v Ox(D)(U;) = Ox(Uy) .

)

Aus der obigen Konstruktion der lokalen Isomorphismenen Qﬁ? ® , sieht man so-

O(D1) & ,OWD2) _ O(D1+D2)
i

fort fiir Kozykel die Gleichung a; = aj; . Dies definiert einen

Gruppenhomomorphismus

Div(X)=@PZ — Pic(X),

pPeX

welcher den Divisor D auf die Isomorphieklasse der lokalfreien O x-Modulgarbe
Ox (D) schickt. Angenommen es gilt v : Ox(D) = Ox (Ox-linear) auf X
fir D = > ,npP. Dann definiert f = ¢ ~'(1) eine meromorphe Funktion
f € Ox(D)(X) mit der Eigenschaft ordp(f) = np fiir alle P € X. Die Umkeh-
rung gilt auch: Ist f € M (X) eine nicht identisch verschwindene meromorphe
Funktion auf X (und X zshg), dann gilt fiir den Pol/Nullstellen-Divisor D = (f)
von f die Isomorphie Ox (D) = Ox auf X im obigen Sinn; die Abbildung schickt
f auf 1. Die Pol/Nullstellen-Divisoren ( f) fiir f € M (X) nennt man Hauptdivi-
soren und die Quotientengruppe Div(X)/(M% (X)) die Klassengruppe C1(.X).
Es folgt
Cl(X) = Div(X)/(M%(X)) — Pic(X) .

Beispiel 1. Im Spezialfall X = P'(C) und ¢y : Uy = C und ¢, : Uy = C mit
Kartenwechsel zy = 2! betrachte den Divisor n - B fiir der Nullpunkt Py € Up.
Dann entsprichen Schnitte in H°(X, Ox (n- B)) holomorphen Funktionen hg(zg)
auf C, derart daB hoo (200) = 25 "(20) = 22 h(5) holomorph ist fiir alle 2o, € C.
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Holomorphe Differentialformen: Die Garbe (2x der holomorphen Differential-
formen auf X ist eine lokalfreie Ox-Modulgarbe vom Rang 1 auf X. Ist X =
UiE ; Ui eine Uberdeckung von X durch Kartenmengen mit ¢; : U; = V; C C.
Fiir offenes U C X istw € Qx(U) gegeben durch w; = f;(2;)dz; fir f; € O(V;)
derart, da3 die Verheftungsbedingungen

05 (Wile;winy)) = wilg, winoy)

fir alle ¢,j € I gelten. Also konkret f;(¢;i(z:))do;i(zi) = fi(z)dz. Wegen
¢ji(2;) = z; und ¢;(z) = 2 resp. ¢;(x) = z; bedeutet dies

(10 99)(0) = (56,0 (0 00)a)

Oftensichtlich ist 2y eine Ox-Modulgarbe und lokalfrei. In der Tat gilt

¢?:QX

v = Ox(Ui)

vermdge w; = f;(z;)dz; — [; o ¢;. Beachte aﬁ- = wy vinu; © (Vi
fi o ¢i(x) auf afi(x) - (f; 0 ¢;(x)) fiir € U; N Uj. Dies zeigt

vinu,) " sendet

al(x) = Li(i(x) ™ e OF(U; N Uy )

Ju

fiir die Kartenwechsel ¢;; : ¢;(U;NU;) = ¢,(U;NU;). Hierbei bezeiche wie tiblich

".; die holomorphe Ableitung. Insbesondere ist die Kozykelrelation in diesem Fall
letztlich die Kettenregel angewendet auf ¢y; o ¢;; = ¢,;. Die Garbe Qx ist dual
zu der holomorphen Tangentialgarbe T'x der holomorphen Vektorfelder mit dem
Kozykel a;‘-FZX = ;Z(gbz(x))

Beispiel 2. Betrachtet man den Spezialfall X = P!(C) mit den Karten ¢ : Uy &
Cund ¢ : Uy = Cund dem Kartenwechsel ¢goe = oo : C* = C* gegeben

durch z — 1/z, erhdlt man wegen ((1/2)")™" = (—1/2?)"t = —2 fiir den Kozy-
Ox(~2-Ry)

kel al;(7) = —po(2)? = —22 und dieser ist dquivalent zu a__ = 22 [setze

z.B. by = 1 und b, = —1] wegen Beispiel 1. Es folgt

QPI(C) = OPI((C)(—Z‘PO) .
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DeRham Kohomologie

Fiir eine reelle C*°-Mannigfaltigkeit X sei A% die Garbe der C-wertigen alternie-
renden i-Formen auf X. D.h. lokal auf Karten ist A% (U) gegeben durch Formen
Yoywr(z) - drymit I C{1,--- ,dim(X)} und #I = i sowie w;(x) € C=(U).

Proposition 2. Fiir Riemannsche Fléiichen gilt | H,p(X) = H'(X,Cx)|.

Beweis. Fiir Riemannsche Flichen ist dim(X) = 2. Daher gilt Ay, = 0 fiir 7 > 2.
Das Poincare Lemma liefert exakte Garbensequenzen auf X

0=-Cx =AY -2y =0 und 0—Zy — Ay — A% =0
fir 7} = Kern(d : Ay — A%) definiert durch die Cartan Ableitung d. Sei

Kern(d : A% (X) — ASH(X))

Hip(X) = Bild(d : AN (X) — AL (X))

Ist X parakompakt (z.B. kompakt) gilt fiir alle C'Y-Modulgarben auf X, somit
insbesondere fiir die Garben A% nach Lemma 1 (bzw. einer Verallgemeinerung
[Gol, [Gu])

(x) |HI(X,Ai)=0| , Vj>1.

OBdA sei X zusammenhidngend. Dann sieht man 1) durch direkte Inspektion
H°(X,Cx)=C=HJ4(X).2) Wegen C — C=(X,C) — Z%(X) » H'(X,Cx)
und H'(X, A%) = 0 induziert der ¢ : Z%(X) — H'(X,Cx) einen Isomorphis-
mus

_ Kern(d: A (X) = A% (X))

01 Hip(X) = Bild(d : A% (X) — AL (X))

— ZL(X)/dC™®(X) = H'(X,Cy).

3) Lemma 1 in der scharfen Form (x) zeigt analog H*(X,Cx) =2 0 fiir 7 > 3 und

H3,(X) = H X, Zy) = A*(X)/Bild(d : A% (X) — A% (X)) = H*(X,Cx) .

Bemerkung. Analog zeigt man H'p(X) = H'(X,Cx) ganz allgemein fiir (pa-
ra)kompakte C'*°-Mannigfaltigkeiten X fiir alle 7. Die Vergleichsisomorphismen
sind funktoriell beziiglich C'*°-Abbildungen f : X — Y.
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Ist X kompakt und orientierbar, liefert Integration iliber X eine surjektive Abbil-
dung

/ c A (X)) 5 C.
be

Diese verschwindet nach Stokes auf den Formen in d A4™(X)~1( X)), induziert also
eine surjektive C-lineare Abbildung

/ Hdlm(X - C.

Beispiel. Sei X der Kreisring S C C*. Dann gilt H},(S') = C und dieser
Isomorphismus wird induziert von

CHi(SY)=C.
S1
[Parametrisiert man S' durch [0,1]/0 ~ 1 > ¢ — exp(2pit), entspricht w €
AY(S") einer Form g¢(t)dt mit g(t) = g(¢t + 1). Sei G(t) eine Stammfunktion;
diese erfiillt G(t) = G(t + 1) genau dann wenn gilt [, w = 0].

Die Cech-Kohomologie H!'(S!,Zg1) berechnet man wie folgt. Uberdecke S!
durch iiberlappende Sektoren U; der Winkelbreite 47w /n um die n — ten Einheits-
wurzeln ¢*. Fiir wachsendes n liefert dies ein kofinales System von Uberdeckungen
U, von ST Es gilt U;NU; = 0 < (/¢ # ¢, 1,¢ " Jeder Chech 1-Kozykel (f;j)
entspricht daher einem Tupel von n Zahlen fis, ..., f,1 € Z. Zwei solche Tupel
unterscheiden sich um einen Rand genau dann wenn die Summe fi5+---+ f,1 €
Z iibereinstimmt. Diese Summenabbildungen definieren einen Isomorphismus
H} (S, Zg1) = 7 und diese sind kompatibel fiir alle n. Es folgt H*(S*, Zg1) = Z.
Dasselbe gilt analog fiir H'(S',Cg1), also H(S*, Zg1) € H'(S!,Cg).

Vergleich: Der Pullback w € A'(S") der geschlossenen Form ;% € A'(C*) auf
S* entspricht der Form dt auf [0, 1] /0 ~ 1. Es gilt daher [, w = 7 Der 1- -Kozykel
§(w) in Z1(U,,, C) wird gegeben durch die Differenzen von Stammfunktionen auf
den U;,7 = 1, ..., n. Wihlt man ¢ als Stammfunktion von dt auf allen n Karten, ist
diese Differenz 0, ..., 0, 1. Es folgt

Folgerung 1. Fiir [w] € H},(S") ist das Bild §(|w]) € H'(S*, Cs1) genau dann in
H'(S', Zg1), wenn [o, w € Z gilt.
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Die Kohomologiegruppe H' (Y, Cy)

Sei C' eine abelsche Gruppe (aufgefasst als diskreter topologischer Raum). Eine
Mannigfaltigkeit X mit einer glatten Operation C' x X — X heisst C-Raum 7,
wenn C' eigentlich diskontinuierlich® auf X operiert, geschrieben als (c, z)
c-z.Seip: X — Y die Projektion auf den Quotient Y = X/C.

Ein C-Morphismus f : X — X’ zwischen C'-Rdumen ist eine glatte dquivariante
Abbildung f : X — X', d.h.es gilt f(c-x) = c¢- f(z). Diese induziert eine glatte
Abbildung X/C' — X'/C' der Quotienten.

Ein C-Raum heisst trivial, wenn er als C'-Raum isomorph ist zu X' = C' x Y mit
Operation ¢ - (', y) = (¢ + ¢, y). Die Gruppe der C-Isomorphismen des trivialen
C-Raums X', welche auf dem Quotient Y die Idententitit induzieren, werden
beschrieben durch die Abbildungen f.(¢',y) = c(y) - (¢,y) fiir lokalkonstante
Funktionen ¢ : Y — (. Ist Y zshd., ist diese Gruppe isomorph zu C'.

Sei X ein C-Raum. Wegen der freien Operation von C' gibt es eine Uberdeckung
von Y = X/C durch zusammenhingende offene Mengen U, fiir die C' x Uj; als
C-Raum trivial ist. D.h. es gibt C-Isomorphismen v; : p~}(U;) = C x U;. Fiir
jeden Durchschnitt U; N U; sei ¢;; = A x (U; NU;) — C x (U; N U;) definiert
durch ¢;; = @Dj_l o 1), fiir die Einschridnkungen von v;, ¢; auf den Durchschnitt.
Dann gilt notwendiger Weise 1;;(¢/, x) = (¢j; + ¢, x) fiir gewisse ¢;; € C. Aus
der Definition der 1);; folgt sofort die Kozykelrelationen

Cij + Cjk = Cik

Die (c;;) definieren daher einen Cech-Kozykel in Z'(U, Cy) fiir die Garbe Cy
der lokalkonstanten Funktionen auf Y mit Werten in C'. Eine andere Wahl der
Isomorphismen v verdndert diesen Kozykel um einen Korand. Die Klasse in
H} (Y, Cy) hiingt daher nur vom C-Raum X ab, und dieser kann umgekehrt bis
auf C'-Raumisomorphie aus dem 1-Kozykel (bzw. dessen Kohomologieklasse) re-
konstruiert werden®. Die Isomorphieklassen von C-Réiumen mit Quotient Y ent-

"Beispiel: X = C, C' = Z mit (¢, z) — z + cund p(z) = exp(27wiz) mit Y = X/C = C*.

8Fiir jedes * € X gibt es eine Umgebung U, von x mit y(U,) N U, # ) = v = 1. Ist
2’ € X nicht von der Gestalt - 2,y € C, dann gibt es offene Umgebungen U, U, von x und =’
mit YU, N~'U, = ) fiir alle v,~" € C.

Y = (WU;)/ ~ mit der Aquivalenzrelation u; ~ u; gdw u; und u; denselben Punkt in
U,; definieren. Analog X = (HC x U;)/ ~ mit (c,u;) ~ (¢/,u;) genau dann wenn u; und u;
denselben Punkt u € U,; definieren und wenn gilt ¢’ = ¢ + ¢;;(u). Die Kozykelrelationen zeigen,
daB dies eine Aquivalenzrelation definiert.
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sprechen daher den Elementen der Kohomologiegruppe H*(Y, Cy), und die Klas-
se des trivialen C-Raums entspricht dem Nullelement.

Wir fassen zusammen: Jede Klasse € in H'(Y, C'x) definiert also einen C-Raum
X und dies definiert eine unverzweigte Quotientenabbildung p : X — Y. D.h.
fiir jeden Punkt y € Y existiert eine offene Umgebung V,, von y so daB p~!(U,)
eine disjunkte Vereinigung von offenen Teilmengen U,z € p~'(y) fiir die p|y, :
U, — V, ein Homdomorphismus ist.

Ist Y zshg., so folgt aus dem bekannten Zusammenhang zwischen Fundamental-
gruppe und universeller Uberlagerung, da ein C-Raum X mit Quotient p : X —
Y trivial ist genau dann, wenn jeder (glatte) geschlossene Weg v : S* — Y sich
zu einem geschlossenen Weg in X liften ldsst!. Wie man leicht sieht, ist dies
genau dann der Fall, wenn 7*(¢) € H'(S', Cq) trival ist.

Folgerung 2. Es gilt £ = 0 genau dann wenn gilt v*(£) = 0 fiir alle v € 71 (Y, yo).
Jede kurze exakte Sequenz
0=A—-B—-C—=0
abelscher Gruppen definiert eine exakte Garbensequenz
0= Ax - Bx —Cx —=0.
Da B = Bx(X) — C = Cx(X) surjektiv ist, folgt die Exaktheit von
0— H'Y(X,Ax) = H'(X,Bx) — H'(X,Cx) .

Dies liefert eine Inklusion H'(X, Ax) < H'(X, Bx). Eine Klasse von H'(X, Bx)
liegt in diesem Sinne in ' (X, Ax) genau dann wenn ihr Bild in H*(X, C) ver-
schwindet.

Es folgt: £ € H'(X,Cx) liegt in H' (X, Zx) genau dann wenn
V(&) € H'(S", Zg1)
gilt fiir alle geschlossenen glatten Wege v in X. Wegen Folgerung 1 ergibt dies

Folgerung 3. Fiir [w] € H},(X) liegt §([w]) € H'(X, Cx) genau dannin H'(X, Zx),
wenn f a7 (w) € Z fiir jeden glatten geschlossenen Weg v: S — X gilt.

105 folgt sogar H(Y,Cy) = Hom(m(Y, o), C) fiir zshg. Mannigfaltigkeiten, was wir aber
nicht benétigen werden.
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Der Endlichkeitssatz

Wir zeigen wie in [Fo], daB fiir eine lokalfreie O x-Modulgarbe F auf einer kom-
pakten Riemannschen Fliche X die erste Cech-Kohomologie H'(X, F) ein end-
lich dimensionaler C-Vektorraum ist. Ist / = Ox die Strukturgarbe, folgt aus
diesem Endlichkeitssatz die Existenz nichttrivialer meromorpher Funktionen auf
X und allgemeiner der Satz von Riemann-Roch.

Hilbertraume holomorpher Funktionen

Sei D C C offen. Fiir holomorphe Funktionen f auf D definiert man || f||.2(p,0)
als Wert in R U {+o0} durch

1120 = /D () Pdady .

[ heisst quadratintegrierbar im Fall || f||;2(p,0) < co. Der Raum L?*(D,O)
aller quadratintegrierbaren holomorphen Funktionen auf D ist ein C-Vektorraum
mit einem hermiteschen positiv definiten Skalarprodukt

(f.9) = /f g9(z)dady .

Dieses ist wohldefiniert wegen | fg| < (| f]*+1g|*)/2, und es gilt { £, g) < || fl|lg]l
wie man leicht zeigt. Ist D beschriinkt, dann ist vol(D) = [, dxdy endlich. Ist
vol(D) endlich, gilt HfH%z(D,O) < wol(D) - sup,ep|f(2)*

Lemma 2. L*(D, O) ist Cauchy-vollstindig, d.h. L*(D, Q) ist ein Hilbertraum.
Beweis. Sei B = B,.(z) einen offene Kugel vom Radius 7 in D. Man zeigt fiir

fn(2) = (2 — 20)™ die Orthogonalitit (f,, f,) = 0 fiir n # m sowie || | L2(5) =
/7 - " (Polarkoordinaten). Fiir Taylorreihen f(z) = Y 7 an(z — 2)" gilt

oo
ja |2
1 IZ2) = 7 Z T
:0

Insbesondere gilt daher wegen ag = f(z9)

| f(20) < Mflem) < 1fII22m)
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Somit ist jede Cauchyfolge f, in L*(D, O) lokal gleichmissig konvergent auf D,
und damit konvergieren die Funktionen f,(z) lokal gleichméssig (auf der abge-
schlossen Kugel um z, vom Radius r/2) gegen eine holomorphe Grenzfunktion
f(2) auf D. QED

Eine offene Teilmenge D’ C D heisst Schrumpfung (Notation: D’ < D), wenn
D' C K C D gilt fiir eine kompakte Teilmenge K C C.

Lokales Schrumpfungslemma. Sei D' < D eine Schrumpfung und ¢ > 0. Dann
existiert ein abgeschlossener C-Unterraum A C L*(D, Q) endlicher Kodimensi-
on mit der Eigenschaft: Fiir alle f € A gilt

120y < -1 flle2p0) -

Beweis. Es gibt offensichtlich ein » > 0 so da3 D’ sich iiberdecken ldsst durch
endlich viele offene Kugeln B, /»(2,) fiir die alle vergrosserten Kugeln B5,.(z,)
noch in D liegen. Der Unterraum A aller f € L?*(D, O) mit der Eigenschaft

f(Zl/) == f(n_l)(zu) =0 Vv

hat endliche Kodimension, ndmlich < n - #{z,}. Aus

2 _ - 7T|aj’2 T'\2j+2 —on - W’aj|2 2j+2 —2n) £112
||fHL2(B%(zV)7(9) = ]Zn T '(5) <2 ]Zn S <27 fllz2 (B, (20).0)

folgt || fll .2(B. (z0),0) < 27" || fll 228, (2,),0) und damit die Behauptung
2
I £llz2r0) < 1/l 228y 2).0) < #2327 max ([ [l 28, (2).0) < €[ f]|20.0)

falls n so gro ss gewihlt wird, so daB #{z,} - 27" < e. QED

Schrumpfen von Uberdeckungen

Sei U eine endliche Uberdeckung einer Riemannschen Fliche X durch offene
Kartenmengen Uy, .., U,, mit in C beschrinkten Bildmengen V; C C beziiglich
der Kartenabbildungen ¢; : U; — V; C C. Wir nennen solche Uberdeckungen
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gute Uberdeckungen. Fiir eine gute Uberdeckung und f = (fi) € C3(X,0)

definiert man .
111 = Z 1 fillZ2w,.0)

Hierbei sei || fi[| 72y, 0) = [Ifi © &5 1” 2(v,.0)- Analog fiir n = (f;;) € G (X, 0)

n
Inll* = Z Hfin%Q(UiﬂUj,O) :
=1

Die so definierten Normen || f|| = ||flls resp. ||n|| = ||n]je definieren wie im
lokalen Fall Hilbertraume C’i (L{ O). Die Unterrdume der quadratintegrierbaren
Kozykel Z (L{ O) sind abgeschlossen und damit selbst Hilbertraume. Wir fixie-
ren ein fiir alle mal eine solche Uberdeckung U und nennen sie U, wobei wir hier

zusdtzlich annehmen, die offenen Mengen der Uberdeckung Uy seien alle biholo-
morph dquivalent zum Einheitskreis!

Definition. Seien U und V gute Uberdeckungen von X mit den oben geforderten
Eigenschaften. Man nennt ) eine Schrumpfung von U/, wenn ¢ : U — V eine
Verfeinerung von U ist mit der Eigenschaft V; < Uy fiir alle j. Wir schreiben
dann V < U. Das lokale Schrumpfungslemma gibt sofort

Schrumpfungslemma. Fiir eine Schrumpfung V < U guter Uberdeckungen und
eine Konstante € > 0 existiert ein abgeschlossener Unterraum A C Zy, (U, O)
endlicher Kodimension mit || f||y < € - || | fiir alle f € A.

Komplizierter ist der Beweis des folgenden Resultates (sei U fixiert wie oben).

Schliissellemma. Gegeben seien Schrumpfungen VW <V < U < Uy von guten
Uberdeckungen W, V,U. Dann existiert eine Konstante C' > 0 so dass gilt: Fiir
£ € Z 5y (V, O) existieren ( € Z1 (U, 0) und n € 0(2)(1/\/, O) mit

e Ausdehnungsaussage: Es gilt ( = £ + 0(n) nach Einschréinken auf V.
e NormenKkontrolle: mazx(|[C||u, |[7]w) < C - ||€||y

o Endlichkeitsaussage: Es existiert ein endlich dimensionaler Unterraum
S C Zly(U,0), so dap jedes ¢ € Z'(U, O) sich nach nach Einschrénken
auf VV schreibt in der Form

=(+dn) , o€s
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fiir ein geeignetes 1)’ € Cfy (W, O).

Wir betrachten jetzt Schrumpfungen U < U unserer festen Uberdeckung ;. Da-
durch wird der Zusatz des Schliissellemmas anwendbar und zeigt, da3 die Abbil-
dung

HY(X,0) — Hj(X,0)

ein Bild der Dimension < dimc(S) besitzt, falls W fein genug gewihlt wurde,
d.h wenn U und VW die Voraussetzungen des letzten Lemmas erfiillen. (Dies ist
aber im Limes iiber alle Verfeinerungen keine echte Einschriankung). Aus dem
ersten Teil des Schliissellemmas folgt anderseits, dafl die Verfeinerungsabbildung

HY(X,0x) - HL(X,0x)

unter den dort gemachten Voraussetzungen surjektiv ist. Hilt man ¢/ (mit den
im Schliissellemma gemachten Voraussetzung fest) folgt daher im Limes tiber
alle V (fiir V wie im Schliissellemma; diese definieren ein cofinales System von
Uberdeckungen von X)

Hy(X,0x) » H' (X, Ox)|.

Zusammen mit der obigen Aussage folgt
Korollar. gy := dimc H' (X, 0) < dimc S < oo (Geschlecht von X).

Aus dem Beweis des Schliissellemmas ergibt sich, dal ausser der Kompaktheit
von X bis auf eine leicht zu modifizierende Stelle im Beweis (Schritt 2) nur lokale
Eigenschaften eine Rolle spielen. Daher zeigt dasselbe Argument die folgende
Verallgemeinerung des Endlichkeitssatzes

Endlichkeitssatz. Fiir lokalfreie Ox-Modulgarben F auf einer kompakten Rie-
mannschen Fliche X gilt dimec H*(X, F) < oo.

Korollar 1. Fiir lokalfreie Ox-Modulgarben F auf einer kompakten Riemann-
schen Fléiiche vom Rang r gibt es einen Divisor mit H*(X, F ®¢, Ox (D)) # 0.

Wendet man dies auf die ‘Residuensequenz’ (mit einer Wolkenkratzergarbe ¢ p)

0—F— F(D)—dp—0
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an fir D = P, + - - - + B, folgt dim F(D)(X) > 0 aus
0— F(X)—= F(D)(X) = C* - H\(X,F)

fiir geniigend grosses r mit rk > h'(X, F). Man erhilt

Korollar 2. Fiir lokalfreie O x-Modulgarben F vom Rang r auf einer kompakten
Riemannschen Fldche gibt es einen Divisor D und eine exakte Sequenz lokalfreier
Ox-Garben auf X

0—-0x(D)—F—=E—=0

mit einer lokalfreien O x-Modulgarbe € auf X vom Rang r — 1.

Beweis. Sei ¢ : Ox — F(D) := F ®p, Ox(D) definiert durch einen nicht-
trivialen Schnitt s in H°(X,F(D)) durch o(f) = f - s (Korollar 2). ¢ ist
automatisch injektiv! Lokal bei P € X sei Fly = Of. In @;:1 Oy sei lo-
kal bei P das Bild von s gleich (s;(z),...,s.(x)) (0BdA in einer Karte) und
mp = min{ordp(s;)|i = 1,...,r}. Fir D = 3", mp - P erweitert sich ¢ zu
einer Injektion ¢ : Ox (D — D) — F, deren Quotient lokalfrei vom Rang r —1 ist.
[ISt mp:OT‘dp(Si), dann gllt f|U = @j:lT (QU:.BZld((OU<D—[)))6969];&z OU-
Die Aussagen sind lokaler Natur. Benutze, daf3 die lokalen Ringe Ox , Haupt-
idealringe sind!].

Korollar 4. Fiir eine kompakte Riemannschen Fliche X und jede lokalfreie O x-
Modulgarbe L vom Rang 1 auf X gibt es einen Divisor D auf X mit L = Ox (D)
als O x-Modulgarbe.

Fiir kompakte Riemannsche Flichen folgt

Cl(X) = Pice(X) = HY(X,0%)].

Pic(X) ist die Gruppe der Isomorphieklassen lokalfreier O x-Garben £ (mit dem
Tensorprodukt ®¢,, als Multiplikation). Also gilt Pic(X) = H'(X,GI(1,Ox)) =
H' (X, O%). Jedes solche L ist nach Korollar 4 isomorph zu einem Ox (D)
als Ox-Modulgarbe, und es gilt Ox (D) = Ox (D) als Ox-Modulgarbe gdw
©:0x =2 0x(D - D) gilt als O x-Modulgarbe. Der Schnitt f = (1) ist dann eine
meromorphe Funktion auf X mit Hauptdivisor (f) = D — D. Somit ist Pic(X)
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isomorph zur Gruppe C1(X) aller Divisoren auf X modulo der Untergruppe aller
Hauptdivisoren (Divisoren von meromorphen Funktionen) auf X

Cl(X) = Div(X)/(Mx (X)) .

Der Grad. Sei D = ) ,npP ein Divisor auf der kompakten Riemannschen
Fliche X. Man definiert dann den Grad der lokalfreien Garbe Ox (D) als Grad
deg(D) = > ,np. Wir werden mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch sehen,
daB der Grad nur von Isomorphieklasse der lokalfreien Garbe Ox (D) in Pic(X)
abhingt. Damit haben Hauptdivisoren den Grad Null haben, und der Grad deg(L)
einer lokalfreien Ox-Garbe £ vom Rang 1 auf X ist damit wohldefiniert als Grad
deg(D) eines beliebigen Divisors D auf X mit £ = Ox (D).

Lemma.. Fiir kompakte zshg. Riemannsche Flichen folgt aus H°(X, Ox (D) # 0
notwendig deg(D) > 0.

Beweis: In der Tat, ein Schnitt f # 0 definiert per Definition eine meromorphe
Funktion f auf X mit der Eigenschaft: (f) = D+ > . np - Perfilltnp <0
fiir alle P € X. Wegen deg((f)) = 0 folgt deg(D) = — >, np > 0. QED

Fiir eine lokalfreie Garbe £ vom Rang r auf X [gegeben durch Cech-Kozykel (ai»)
in Z'(U,GI(r, 0)), d.h. mit a5, in GI(r, O(U; N U;))] definiert man die lokalfreie
Garbe det £ vom Rang 1 auf X durch die Cech-Kozykel (det(a;)) in Z'(U, O*)
und man setzt

deg(€) = deg(det&) .

Beachte, det(€) = det £; ®p,, det & im Fall einer exakten Ox-linearen Sequenz
0— & — & — & — 0 von lokalfreien O x-Garben. Es folgt in diesem Fall

deg(E) = deg(&1) + deg(&) -

Satz von Riemann-Roch. Fiir eine lokalfreie Ox-Modulgarbe £ auf einer kom-
pakten Riemannschen Fliche vom Rang r gilt H'(X,E) = 0 fiir i # 0, 1 sowie

X(X, &) == dimec H)(X,E) —dimc HY(X, &) = r- (1 —gx) +deg(E)|.

Wir bemerken hier, da fiir lokalfreie Ox-Modulgarben aus Lemma 1 und dem
spter in Korollar 7 bewiesenen Dolbeaut Lemma H*(X,E) = 0 folgt fiir alle
1> 2.
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AuBerdem hiéngt die linke Seite nur von der Isomorphieklasse von £ ab. Dies gilt
auch fiir den Rang, und damit fiir deg(€). Da wir den Satz von Riemann-Roch
zuerst fiir Garben vom Typ Ox (D) beweist dies, daB Hauptdivisoren Grad Null
besitzen.

Beweis. Fiir kurze exakte Garbensequenzen lokalfreier O x-Modulgarben
0—=&E —=E—E—0

wurde rang(€) = rang(&1)+rang(E;) und deg(E) = deg(&E1)+deg(E,) gezeigt.
Mit Hilfe von Korollar 3 fiihrt man damit den Beweis zuriick auf den Fall » = 1
indem man zeigt x (X, &) = x(X, &) + x(X, &). ImFall r = 1 gilt £ = Ox (D)
fiir einen Divisor D = Zle P — Z§:1 (), fiir Punkte P;, (; in X nach Korollar
4. Nun fiihrt man den Beweis durch Induktion'! nach & + ¢ mit Hilfe von exakten
Sequenzen vom Typ

0= Ox(D)— Ox(D+P)—dp—0.

Der Fall P!(C)

Man zeigt leicht
Cl(PH(C) 7.

In der Tat, besitzt ein Divisor D den Grad Null, dann ist eine Summe von Di-
visoren der Gestalt P — @ fiir Punkte P,QQ € X.Im Fall X = P'(C) ist
P—-Q = (%) und damit jeder Divisor vom Grad Null ein Hauptdivisor. Al-
so ist jedes £ € Pic(P'(C)) isomorph ist zu Opi(c)(k - 0o) fiir k = deg(L).
Offensichtlich gilt aber

H(PY(C),Opicy(k-0)) =CC-26&---pC-2F

fir £ > 0 und H°(P'(C), Opi(c)(k - 00) ist Null sonst. Nach dem Satz von
Riemann-Roch ist daher h'(P'(C), Opi(c)(k - 00)) = —k — 1 fiir k < 0 und
h'(P(C), Opi(c)(k - 00) ist Null fiir £ > 0. Insbesondere ist g = 0.

Lokalfreie Garben auf P'(C). Fiir jedes Vektorbiindel F auf X = P!(C) vom
Rang 2 existieren Linienbiindel £, £, und eine exakte Sequenz (Korollar 3)

0 Lo—>F-Lor, 0

"In der Tat ist H°(X,dp) = C fiir die Wolkenkratzergarbe §p mit Werten in C im Punkt P.
Beachte H' (X, dp)=0 wegen Lemma 1. Daraus folgt x(X, Ox (D + P)) = x(X,Ox (D)) + 1.
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Wir behaupten*dann: F = Lo @ L.

Zum Beweis sei 0BdA deg(Ly) > deg(L;) [anderenfalls ersetzen wir F durch
FY und L; durch £} _,]. Ausserdem kann oBdA angenommen werden £; = Ox
und Ly = Ox(k - o0) mit k > deg(L,) = 0 (Tensorieren mit £7). Damit gilt
H'(X, Ly) = 0 und die lange Kohomologiesequenz liefert

00— Lo(X) —— F(X)L>C 0

Es gibt daher ein s € F(X) mit p(s) =1. Durch j(g) =g- s definiert dieser Schnitt
eine O x-lineare Garbenabbildung 7 : £; = Ox — F mit p o j =1d, von der man
leicht zeigt: F=i(Ly) ® j(Ox) = Lo & Ox. QED

Korollar 5. Jedes Vektorbiindel F auf P'(C) vom Rang r ist isomorph'® zu einer
direkten Summe @::1 L; von Geradenbiindeln L;.

Beweis. Nach Korollar 3 existiert eine kurze exakte Sequenz

0 Lo—=F-L.g 0

mit £ = @, L, fiir gewisse Geradenbiindel £, (letzteres durch Induktion nach
r). Fir F =p~*(£y) und € = p~ (P, ., L,) gilt

0—=Ly—>F 250, 0

mit ¢ = pry o p. Wie oben gezeigt ist dann F = i(Ly) & j(£,) und man zeigt
leicht F = € @ j(L,) = € @ L. Da der Rang von & kleiner als 7 ist, folgt dann
die Behauptung durch Induktion. QED

Korollar 6. Fiir Vektorbiindel F auf X = P'(C) sei D(F) = Qx ® F" fiir ein
Geradenbiindel () x vom Rang -2. Dann gilt

HY(X,F) = H'(X, D(F))*|.

12Tatsichlich kann der Isomorphismus so gewihlt werden, dass i der Inklusion von £ auf den
ersten Summanden entspricht und p der Projektion auf den zweiten Summand (Ubungsaufgabe).
3Die analoge Aussage ist fiir Riemannsche Flichen vom Geschlecht g > 1 falsch.
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Beweis. OBdA ist F = Opicy(n - 00). Wegen Qpicy = Opic)(—2 - Fy) =
Op1(c)(—2 - 00) bleibt zu zeigen

H'(PY(C), Opi(c)(n - o0)) = H"/(PY(T),Op1(c)(—2 — n - 00))" .

Die Aussage folgt jetzt sofort durch Inspektion der Dimensionen rechts und links,
die wir zu Beginn berechnet haben. QED

Wir lassen es als Ubungsaufgabe, auf dem Niveau der Cech-Kozyklen ein kom-
patibles System von Paarungen zu definieren

HB(Pl((C),./—") X HZ}{(Pl(C>,QP1(C) ®0P1<C) fv) — H&(P%C),Q;ﬂ(@)) =C,

die nicht ausgeartet sind. Im Limes iiber I/ definiert dies einen natiirlichen Iso-
morphismus. Hinweis: Benutze H'(P'(C), Qp1(c)) = C und bestimme diesen
Isomorphismus auf der Uberdeckung mit den Karten Uy, Us..

35



Beweis des Schliissellemmas

Gegeben sei ein quadratintegrierbarer holomorpher 1-Kozykel fiir V

¢ = (fij) € Zp(V,0) .

1) Wegen H(X,CS) = 0 gibt es C*°-Funktionen g; : V; — C mit f;; = g; — g,
auf V; NV, (Lemma 1).

2) Die Holomorphie 0 fi; = O der f;; zeigt 0g; = 5gj auf V; N V;. Daher existiert
eine globale C*-Differentialform w € A%!(X) mitw|y, = dg; - dz (Verheftungs-
eiegnschaft von Garbenaxiom G2).

3) Da die Uy; € U, biholomorph dquivalent zum Einheitskreis in C sind, liefert
das Dolbeaut Lemma Funktionen h; € C*(Uj;) mit Ohily, = w auf U; C
Uyp,i- Da jedes U; Schrumpfung in einer Karte von U ist, sind die h; damit obdA
beschrinkt auf U;.

4) Wegen Oh; = ghj auf U; N U; sind die holomorphen Funktionen Fj; = h; —
h; beschrinkt auf U; N U;, und erfiillen tautologisch die Kozykelrelationen. Wir
setzen

¢:= (Fy) € Z(lz)(u, 0) .

5) Auf V; gilt per Konstruktion Oh; = dg;, und damit h; — ¢g; € O (V7).

6) h; ist beschrinkt auf V;, aber nicht notwendig h; — g;. Schrumpft man auf W,
dann wird h; — g; beschrinkt und damit folgt

7) Schrinkt man § und ¢ auf VWV ein, erhilt man auf VW wegen F;; = h; — h; und
fij = g; — g; die Identitiit

(=& = (Fy— fiy) = (hi — g:) — (hj — g5) = d(n) .
8) Der C-Vektorraum

L={(.&n) [ ¢=¢6+0(n) auf W}

ist ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes
H = Z5(U,0) ® Ziy(V,0) & Clpy (W, 0) .
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Daher ist L selbst auch Cauchy-vollstdndig und damit ein Hilbertraum mit der ein-
geschrinkten Metrik. Die Einbettung L C H und die Projektion auf den zweiten
Summanden sind stetige lineare Abbildungen. Also ist

pro: L — Z(12)(V, 0)
eine stetige, lineare und wegen 7) auch surjektive Abbildung.

9) Der Satz von der offenen Abbildung (Satz von Banach) zeigt daher: Es exi-
stiert eine Konstante C' > 0 so dass gilt

VEE Zipy(V,0) 3C.E&m el (CEmln < C-iE]-

Dies beweist den ersten Teil des Schliissellemmas. QED

Beweis des Zusatzes. 10) Setze € = % Dann gibt es nach dem Schrumpfungs-
lemma einen Unterraum endlicher Kodimension A C Z(12) (U, O0) mit ||C|y]ly <

g - ||C]|y- Setze S = A+, Dann ist S endlich dimensional mit
A®S=725U.0).

11) Fiir ¢ € Z'(U, O) ist die Schrumpfung &, = (|, auf V beschriinkt und damit
gilt & € Z,)(V, 0). Nach Schritt 9) existieren daher ¢y € Z, (U, O) und ny €
%, (W, 0) mit

Co =&+ d(no)
auf W und |[Goller < C - [|&ollv sowie [[mollw < C - [|&olv-

12) Schritt 10) liefert eine orthogonale Zerlegung von (y in oy € A und g € S

C[):Oé0+0'0.

13) Wegen 10), 12) und 9) erfiillt die Einschrinkung & = agly € Z(12)(V, O) von
g € A dann

. 1
€11y < ellaoller < ellCollee < eCllollv < 5 lléolly -

14) Iteriert man jetzt die Schritte 11-13, erhdlt man sukzessive (,,&,, 7., o, 0,
mit &1 = a,|y. Auf W gilt

G =& + 5(77V) y G =8 1t0,
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mit [[&, [l < 277][&llv und [, [l < Cll&u[ly und Jloy [l < (|Gl < Cl1&0 [y
15) Auf W gilt durch Aufsummieren von &,,1 + 0, = &, + d(1,)

k

k
G+ Y on = &+ m).

v=0 v=0

Aus [|€g41|| — 0 folgt &1 — 0. Die Limiten 0 = 2 jo, undn = Y 02 1,
exitieren nach dem Cauchy Kriterium in den Hilbertrdumen S bzw. C?z) (W, 0);
die geometrische Reihe C'||&y||y Y oo ,(1/2)” liefert Majoranten. Daraus folgt auf
W im Limes 0 = £ + §(n). QED

Der Fall lokalfreier Garben

Um den Beweis von Oy auf den Fall lokalfreier Garben F zu iibertragen, nimmt
man zuséitzlich oBdA an, dass die Uberdeckung Uy die Garbe F trivialisiert,
d.h. F|U,,; = (9(’}071_ fiir alle 7. Die Kartenwechsel zwischen den Trivialisierun-
gen werden definiert durch holomorphe Matrixfunktionen, deren Eintrdge auf i/
beschrinkte Funktionen sind falls U < Uy. Mit dieser Bemerkung definiert man
die Hilbertrdume C'(iz)(l/{ ,F) mit Hilfe der Trivialisierungen. Dies benutzt kei-
ne Kartenwechsel. Da die Kartenwechsel beschrinkt sind, sind die Unterrdaume
Z 22) (U, F) abgeschlossen, und damit auch Hilbertraume.

Das Dolbaut Lemma iibertriigt sich wegen H'(U;, ) = H'(U;,0};) = 0. Das
einzige globale Argument ist in Schritt 2. Hier benttigt man die verallgemeinerte
globale antiholomorphe Ableitung

0: CY(F) = A% (F) = AYN(F) .

Diese ist global definiert wegen 9(3;) = 0(aJ; o §;) = aZ; 0 0(5;) auf U; N U;, da
die Matrixeintrdge von aﬁ- holomorph sind. Damit iibertrdgt sich der Beweis von

Schritt 2.

Der Satz von der offenen Abbildung

Intervallschachtelung. Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum und B, (z;) =
{yld(z;,y) < r;} eine absteigende Kette von Kugeln mit r; > 0 und lim; ; = 0.
Dann ist z; eine Cauchy-Folge mit Limes x und es gilt (;°, B,,(z;) = {z}.
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Satz von Baire. Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und A; abgeschlossen in
X. Ist eine nichtleere offene Kugel U, (x1) in | J;°, A;, dann existiert ein i so dass
bereits A; eine nichtleere offene Kugel enthiilt.

[Falls nicht, wire der Schnitt von U,, (x;) mit X — A; offen und nicht leer und
enthilt damit eine Kugel U,,(z5) 0BdA mit 0 < 7o < r;/2. Wiederhole den
Vorgang fiir X — Ay und U, (x3). Dann st {z} = (2, B, (z;) = (ioy U, (@) ¢
U;2, A; nach Konstruktion. Wegen = € U,, (1) ein Widerspruch zur Annahme.]

Satz von Banach. Jede surjektive stetige lineare Abbildung f : A — B zwischen
Banachrdumen ist offen.

Beweis des Satzes. A = | J,~, nU und damit B = | J >~ , f(nU) fiir 0 € U offen.
Nach Baire enthilt somit einer der Abschliisse f(nU) eine nichtleere offene Kugel
V. Durch Reskalieren ist obdAn = 1. Also V-V C f(U)— f(U) C f(U —U).
Ersetzt man U duch U —U und V durch V — V', kann 0 € V angenommen werden.
Also fiir geeignetes C' > 0

VC~E(O) C f(Ua(O)) .

Wiihle eine Nullfolge ; > 0 mit ) . ¢; < oo. Dann gilt

y € Ve (0) = ye€ f(U,(0)) = Fx; € U,(0) mit |ly—f(x1)| < C-eq.
In der Tat kann ||y — f(x1)]|| beliebig klein gewéhlt werden!

Angewendet auf y — f(z1) € Vi, (0) erhilt man analog ein 25 € U,,(0) mit
y— f(x1) — f(z2) € Vioey (0) usw. Dies definiert eine Folge von z,, € U, (0) mit

|y — Zf(%)” <C-epp1,
i=1

somit y = Y 2, f(x;). Anderseits gibt es ein x € A mit z = lim, Y ., z;
wegen ||z;|| < ¢; und der Majorante > .~ ¢; =: C" (Cauchykriterium fiir Reihen).
Insbesondere ||| < C’. Wegen der Stetigkeit von f gilt

y=flz).
Dies zeigt: Fiir alle y € V.., (0) existiert ein z € U (0) mit f(x) = y wegen
Veoe, € f(Uer(0)). QED
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Dolbeaut Lemma

Dolbeaut Lemma. Sei U C C offen undV << U und g € C°(U). Dann existiert
eine beschrinkte Funktion f € C*(V) mit & f = gly.

Beweis. Es geniigt fiir g € C2°(C) die Existenz von f € C°(C) zu zeigen mit
df/0zZ = g. Man macht folgenden Ansatz (Faltung mit dem Cauchy Kern):

// dZ/\dZ
= i

ist wegen dzdz/z = const.exp(—if)drdf (Polarkoordlnaten) wohldefiniert. Da ¢
kompakten Tréger besitzt, kann Integratlon und Differentiation vertauscht werden:

/ / dz Ndz
27rz z

und wegen der Kettenregel sowie —z = ( 1st dies

// ag”w dr AdE

Mit Hilfe des Satzes von Stokes schreibt sich dies als lim._,¢ == 5 f g Z+w) (—dz).
Das Integral ldauft im Uhrzeigersinn (!) um einen Kreisweg vom Radlus € um den
Nullpunkt. Im Limes ¢ erhilt man den gewiinschten Wert g(w). QED

Korollar 7. Fiir lokalfreie Ox-Modulgarben £ auf kompakten (parakompakten)
Riemannschen Flichen X gilt H' (X, &) = 0 fiir i > 2.

Beweis. Das Dolbeaut Lemma kann als lokale Aussage iiber die Garbe Oy auf X
gesehen werden und zeigt die Exaktheit der Garbensequenz

0—= 0y —= A% —2- A% — 0

tiir die C¥-Modulgarben Ag( der C'*°-Nullformen und der C**°-(0,1)Formen Ao’l,
d.h. der Formen in A% der Gestalt g(z)dz. Die Behauptung des Korollars folgt da-
her aus Lemma 1 und der langen exakten Kohomologiesequenz. Da 0 : A° (X) —
A())gl eine Ox-lineare Abbildung ist, erhilt man durch Tensorieren mit £E®p,, all-
gemeiner fiir lokalfreie Ox-Modulgarben £ Exaktheit von

0—=E&—= A% (&) —2= A% (E) —0

fiir C52-Modulgarben A% (€) und A%'(£). QED
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Holomorphe Abbildungen

Sei
f: X =Y

eine holomorphe Abbildung zwischen Riemannschen Flichen X und Y. Ist X
zshg. und f nicht konstant, dann ist f auch auf keiner nicht leeren offenen Teil-
menge konstant (benutze analytische Fortsetzung und den Identitédtssatz).

Eine stetige Abbildung f : X — Y heisst offen, wenn f(V') offen ist fiir alle
offene Mengen V' C X.

Lemma 3. Eine nichtkonstante holomorphe Abbildung f : X — Y zwischen
Riemannschen Flichen (X zsgh.) ist eine offene Abbildung.

Beweis. Wihle eine Karteniiberdeckungen X = (J;U; und Y = [JUj} so dass
f(Ui) C Uj fiir geeignete j abhingig von i. Wegen f(V) = |, f(V N Uj;) ist
f(V) offen wenn jedes f(V N U;) offen in U7 ist.

Die Kartenabbildungen ¢ : U; — V; C Cresp. ¢’ : U; — V] C C definieren
eine holomorphe Funktion

g=1vjofluoy;':V;=V/ cC.

Da fiir V offen ¢; (V' NU;) C C ein komplexes Gebiet ist und g auch dort in keiner
Umgebung eines Punktes konstant ist, ist

fVnU) =g (VNU;)) C U]’- = V}’ cC
offen (Satz von der Gebietstreue fiir g). QED

Korollar 8. Eine nichtkonstante holomorphe Abbildung f : X — Y zwischen
Riemannschen Flichen ist surjektiv, wenn X kompakt ist und X und Y beide
zusammenhdéingend sind. Alle Fasern F' = f~'(y) sind dann endlich.

Beweis. f(X) ist kompakt und damit abgeschlossen. Andererseits ist f(X) of-
fen, also f(X) = Y (Y ist zshg). F ist abgeschlossen, und da X kompakt
ist auch kompakt. Andererseits ist /' diskret, denn anderenfalls hitte /' einen
Hiaufungspunkt und f wire konstant y nach dem Identitidtssatz. Kompakte dis-
krete Mengen sind endlich.
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Unverzweigte Abbildungen

Seien die Bezeichnungen wie im letzten Abschnitt, d.h. X und Y seien zusam-
menhingende Riemannsche Flichen. Sei f : X — Y eine nicht konstante ho-
lomorphe Abbildung. Fiir jeden Punkt z € X kann man Karten U um =z re-
sp. U um y = f(z) wihlen. Die Kartenabbildungen ¢» : U — V C C resp.
' U — V' C C definieren eine holomorphe Funktiong : V — V' C C

g=v"oflyoy™
auf V' C C. Sei £ = ¢(z). Man nennt x unverzweigt, wenn gilt
g€ #0).

Anderenfalls nennt man x, beziehungsweise auch seinen Bildpunkt y = f(z),
einen Verzweigungspunkt von f. [Wegen der Kettenregel hidngen diese Defini-
tionen nicht von der Wahl der Karten ab, denn Kartenwechsel sind biholomorph,
denn die Ableitungen von biholomorphen Funktionen sind nirgendwo Null.]

Die Menge > C X der Verzweigungspunkte von f ist abgeschlossen [¢'(£) # 0
ist eine offene Bedingung] und diskret [anderenfalls gébe es einen Haufungspunkt
x von 3, und ¢’ wire identisch Null in einer Umgebung V' eines Haufungspunktes
und somit g konstant in einer Umgebung von £. Also wire f konstant in einer
Umgebung von z, und dann konstant (Identititssatz). Widerspruch!]. Es folgt

Lemma 4. Sei X kompakt und zshg. und f : X — Y holomorph und nicht
konstant. Ist Y zshg., dann ist Y kompakt und die Menge >y C X der Verzwei-
gungspunkte von f ist endlich.

Sei die Situation wie im letzten Lemma. Dann ist f(3;) eine endliche Teilmenge
SvonY.Firy ¢ Ssei I = f~'(y) = {1, ..., ,} die Menge der Urbildpunkte.
Da f unverzweigt in allen Punkten z; € F'ist, folgt aus dem Satz von der Umkehr-
funktion die Existenz von Umgebungen U; von z;, welche unter f biholomorph
auf ihr Bild f(U;) C Y abgebildet werden

f:U = f(U).
Durch Verkleinern der U; gilt ausserdem obdA
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Sei V := U, f(U;). Ersetzt man U; durch U; N f~1(V), kann zusitzlich noch
angenommen werden

Wir zeigen schliesslich

SV = H—J U; (disjunkte Vereinigung) ,

=1

0oBdA durch Verkleinern von V. Wir nennen dann V' eine gute Umgebung von
y. [Das Komplement K von U; U .. U U, in X ist kompakt, also auch das Bild
f(K)inY.Wegeny ¢ f(K) gibt es daher eine offene Teilmenge V' C V um y
mit V' N f(K) = (. Ersetzt man V durch V' und U; durch U} = U; N f~1(V"),
impliziert f(2’) € V' dann z; € U; fireini = 1,..n.Da f|y, : U; - V
biholomorph ist, folgt dann aus 2z’ € U, und f(2') € V' sofort 2’ € U/. Also
YV =Uju..uU! ]

Satz. Sei f : X — Y eine nichtkonstante holomorphe Abbildung zwischen zshg.
Riemannschen Flichen. Sei X kompakt und S C Y das Bild der endlich vielen
Verzweigungspunkte von f. Dann existiert eine Zahl n so dass die Einschrinkung
von f auf f~1(Y \ S) eine n-bliittrige unverzweigte holomorphe Uberlagerung
von Y \ S ist. Man nennt n den Grad von f.

Beweis. Sei S das Bild der endlich vielen Verzweigungspunkte von f in X. Fiir
Y =Y\ Sund X' = f~1(Y"\ S) ist die Einschriinkung von

f: X =Y

eine holomorphe Uberlagerung: D.h. fiir jeden Punkt y € Y’ gibt es (beliebig
kleine) offene Umgebungen V' C Y’ von y mit der Eigenschaft

o /~1(V) =4;_, U, ist eine disjunkte Vereinigung offener Mengen U; in X’
e f eingeschrinkt auf jedes U; ist biholomorph f : U; =2 V.

Je zwei Punkte in Y\ S kann man durch einen Weg verbinden. Fiir jeden Wegpunkt
y existiert eine gute Umgebung V' im obigen Sinn und oBdA einfach zsgh. Endlich
viele davon iiberdecken den Weg. Man schliesst dann sofort, dass die Kardinalitét
n = #f~!(y) auf dem Verbindungsweg nicht von y abhingt. QED

43



Verzweigungspunkte

Lemma. Sei f : X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flichen. Fiir jedes x € X existiert dann eine Kartenumgebung U
von x mit Kartenabbildungen

XoU-2ov Lo nw)

Yo U i v

mit einer biholomorphen Abbildung h und der Abbildung

m(z) = 2°.

Definition: Man nennt e = e, den Verzweigungsindex der Abbildung f : X —
Y im Punkt x € X. Der Verzweigungsindex e, = 1 genau dann, wenn f in x
unverzweigt ist.

Beweis: Lokal ist oBdA « = 0in Cund f(z) = )", a;2" eine konvergente Potenz-
reihe in der Néhe von z = 0 mit f(0) = 0. Sei e = min;{a; # 0} > 1. Dann gilt
f(2) = 2°- g(z) und ¢g(0) = a. # 0. Daher ist go(z) = exp(%) holomorph
nahe bei z = 0 mit g(z) = go(2)°. Es folgt f(2) = h(2)® fir h(z) = z - go(2) und
h'(0) = go(0) # 0. Nach dem Satz von der Umkehrfunktion ist daher & lokal eine
biholomorphe Abbildung. QED

Mit anderen Worten. Ersetzt man die Kartenabbildung v durch die Kartenabbil-
dung h o 1, so ist f lokal in einer Umgebung U von z in den Karten gegeben
durch die Abbildung 7(z) = z¢. Dabei kann man durch Verkleinern von U und
geeignete Kordinatenwahl annehmen

V=E={:eC||z] <1}
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sowie dann durch Verkleinern von V'’ auch V' = n(V') = E, also

X>U—Y &
f 2—>2¢
YoU E

~

Eigenschaften von m. Die Abbildung 7(z) = z¢
T:E—=E

ist holomorph und surjektiv. Wegen 7/(2) = e - 27! ist m unverzweigt ausserhalb
von z = 0, und
m:E*—-E |, E*"=E\O0

ist eine e-blittrige unverzweigte holomorphe Uberlagerung. Jeder Punkt in 7 -
e?™% ¢ E* hat dann genau e Urbilder

a ({0 = {pl/e . 2 |y = 0,1, .6 — 1}

Folgerung: Sei f : X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flichen und y € Y und f~'({y}) = {z1,...,x.}. Dann gilt: 1)
Fiir gegebene Umgebungen U, der x, in X existiert eine Umgebung V von y in
Y mit

vy < o

2) Wird V klein genug gewdihit, dann besitzt jedes y' # y € V dieselbe Anzahl

von Urbildpunkten in X .

Gradformel. Sei f : X — Y eine nichtkonstante holomorphe Funktion vom Grad
n zwischen zshg. kompakten Riemannschen Fldchen. Fiir jedes y € Y gilt dann

grad(f) =314 € |-
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Beweis. Fiir y € Y wihle eine Umgebung V mit V N S = {y} oder (). Dann ist

Fofi vy =V V=V {y}

eine n-blittrige unverzweigte holomorphe Uberlagerung. Fiir jede offene Umge-
bung V' C V von y bleibt die Einschrinkung von f (auf f~!(V"*)) eine n-blittrige
Uberlagerung.

Andererseits: Um jeden Punkt z € F' = f~!(y) gibt es eine Umgebung U = U,
(homoomorph zu FE), derart daf3

flo, : Uz = fU)\y , Up=Us\z

eine e,-blittrige Uberlagerung ist. Dies bleibt richtig fiir Einschrinkungen.

Durch Verkleinern gilt obdA U, NU,» = 0 fiir z # 2’ in F' sowie f(U,) C V (Ste-
tigkeit von f). Wihle eine Umgebung V'’ von y in der offenen Menge (), e » f(Uy)
(f ist offen) und im Komplement der kompakten Menge f(X \ U,.p U.). Dann
gilt f7H (V") =, (V') N U, und somit

zeF

V/* U f V/* OU*

zeF
[ fH(V™)NU; — V'™ ist eine e,-blittrige Uberlagerung. Alson=>"__. e, und
Ty =n- ) (e 1)
m(z)=y

QED

Korollar 9. Ist f : X — P'(C) = C U {oo} eine nicht konstante holomorphe
Abbildung und damit meromorphe Funktion auf X, dann nimmt f jeden Wert
y € PY(C) gezihlt mit Multiplizitdit gleich oft, nimlich n = grad(f) mal, an.

Korollar 10. Ist f : X — P'(C) eine nicht konstante holomorphe Abbildung,
dann ist der Grad des Haupdivisors (f) gleich Null.

Dies ist klar, da der Grad die Zahl der Nullstellen minus die Zahl der Polstellen
von f ist (jeweils mit Vielfachheiten gezihlt).
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Meromorphe Funktionen

Sei X eine kompakte zshg. Riemannsche Fliche und M (X)) der Korper der me-
romorphen Funktionen auf X. Aus dem Endlichkeitssatz folgt unmittelbar der
folgende Existenzsatz

Lemma 5. Fiir paarweise verschiedene x1,...,x, € X und komplexe Zahlen
ai,...,a, gibtesein f € M(X) mit f(z;) = a; fiiri =1, ..,.r.

Beweis. Betrachte die exakte Sequenz
0= L(X) = Ox(n-z—y)(X)—C"— H (X, L)

fir £ = Ox(—y). Firn > 1+dim H' (X, £) existiert 0 # s € Ox(n-z —y)(X)
mit einer Polstelle bei « und einer Nullstelle bei y und holomorph sonst. Wendet
man das fiir z = z; und jedes y = z; fiir j # 1, liefert dies Funktionen s;, so daf3
g =1+>,, s;einen Polin allen z; # w; besitzt und g(z;) = 1 erfiillt. Setze
fi= %. Dann gilt f;(z;)=4;; firalle 1 <4,j <r. Setze dann f=>"_a;f;. QED

Seien f, g nichtkonstante meromorphe Funktionen auf X und sei n = grad(f)
und S € P'(C) die Bildmenge der Verzweigungspunkte von f. Dann ist fiir 2 €
PY(C) ¢ Sund f~!(z) = {1, ..., 7, } das Polynom
P(t,z) = [] (t-g9(x)) = t"+ar(2)t"" + ... + an(2)
i=1

wohldefiniert, es sei denn ¢ hat einen Pol in einem der Punkte x4, ..., z,, im Urbild
z = zg. Da g nur endliche viele Polstellen auf X besitzt, sei N die hochste der
n Polordnungen und S’ deren Bildmenge in P'(C). Die Koeffizienten a;(z) sind
holomorphe Funktionen auf P*(C) \ (S U S’). Die a;(z) lassen sich zu meromor-
phen Funktionen auf ganz P'(C) fortsetzen'*. Setzt man ¢ = g(x) und beachtet
z = f(x) fur x € X, folgt P(g(x), f(x)) = 0.

YPiir 29 € SU S’ sei o0BdA g holomorph in den Punkten von f~1(zq); falls nicht, ersetze g(z)
durch g(x) - (f(z) — z0)" . Dies reskaliert die a;(z) um den Faktor (f(z) — 29)*". Dann sind die
reskalierten a;(z) beschrinkt in einer Umgebung von 2, da das reskalierte g(z) - (f(x) — 20)~
holomorph ist in einer Umgebung der Punkte in x € f~!(z). Liegt z # 2o in einer geniigend
kleinen Umgebung von z von P1(C), dann liegen alle Urbilder in f~!(z) in vorgegebenen klei-
nen Umgebungen von den Urbildern xy, ..., z,, von 2y [Wurzel ziehen ist nicht notwendig stetig,
ist aber beschrinkt. Siehe Folgerung 1)], auf denen die reskalierte Funktion g(x) - (f(z) — z0)"
holomorph und damit oBdA beschrinkt ist. Damit sind die reskalierten a;(z) beschrénkt in einer
Umgebung von zg. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz, lissen sich die a;(z) daher holo-
morph auf zj fortsetzen.
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Grad-Lemma. Fiir jede nichtkonstante meromorphe Funktion f € M(X) ist
M (X) eine Kirpererweiterung von C(f) vom Grad n = deg(f).

Beweis. Wie bereits gezeigt gibt es fiir jedes g € M (X) ein Polynom P(¢) vom
Grad < n mit Koeffizienten a; € C(f), das g als Nullstelle besitzt. Aus dem Satz
vom primitiven Element folgt daraus

und weiterhin
[M(X):C(f)]=m < n=deg(f) .

Wire m < n, wiirden die Funktionen h € M (X), die holomorph sind in den
Punkten x € f~!(2) = {1, ..., x,} fiir zy & S, nicht die Punkte trennen knnen
im Widerspruch zu Lemma 5. Beachte namlich, jedes h € M (X)) ldsst sich al-
gebraisch durch f und ¢ ausdriicken, aber f(z) = z ist fixiert und g(z) hat
hochstens m verschiedene Werte (Nullstellen eines Polynoms vom Grad m mit
Koeffizienten b;(2y) in C). QED

Geschlecht g = 0. Fiir eine zshg. kompakte Riemannsche Fliche X vom Ge-
schlecht Null liefert die exakte Sequenz 0 — Ox — Ox(P) — dp — 0 die ex-
akte Kohomologiesequenz C — H°(X, Ox(P)) — C und damit fiir jeden Punkt
P € X eine nicht konstante meromorphe Funktion f mit einem einzigen Pol der
Ordnung 1 bei P. Die zugehorige Abbildung X — P!(C) hat daher den Grad
n = 1 und definiert damit eine biholomorphe Abbildung (wegen e, < n = 1).
Also ist X zu P'(C) biholomorph genau dann, wenn X Geschlecht Null hat.

Direkte Bilder

Sei G eine Garbe auf X und 7: X — Y eine holomorphe Abbildung zwischen
komplexen Mannigfaltigkeiten (Riemannschen Flidchen). Dann definiert die Vor-
schrift

mG(U) = G(r 1 (U))
eine Garbe 7,.G auf Y, das direkte Bild von G. Die Garbenaxiome G1 und G2
iibertragen sich unmittelbar von G auf 7, G.

Ist G eine Ox-Modulgarbe auf X, dann ist 7,(G) ein Oy-Modulgarbe auf Y
vermoge der Skalarmultiplikation. Diese ist fiir f € Oy (U) und s € m.G(U) =
G(m~1(U)) definiert durch

frs:=m"(f) s
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in G(r'(U)) = m.G(U) fiir 7 (f) = f(r(x)) € Ox (1 (U)).

Lemma 6. Sei 7 : X — Y eine endliche verzweigte Uberlagerung von Riemann-
schen Flidchen vom Grad n. Ist G eine lokalfreie Garbe vom Rang v auf X, dann
ist m,G lokalfrei auf'Y vom Rang n - r.

Beweis. Die Aussage ist lokal auf Y, daher ist oBdA » = 1 und G = Oy.
Beachte dann fiir z in einer geniigend kleinen Umgebung U von z in Y gilt
mO0x(U) = Ox (Wi, Ui) = @, Ox(U;) und 7 : U; — U ist bis auf biho-
lomorphe Kartenabbildungen oBdA gegeben durch z = 7(w) = w® mit U; = U
als Einheitskreis. Wegen

Ox(U) = Oy (U) ® Oy (U)-w® - ®Oy(U) - w™"

als Oy-Modulgarbe (Taylorentwicklung !) folgt 7.0y (U) = Oy (U)™ aus der
Gradformel 3_;_, e; = n. Dieser offensichtliche Isomorphismus ist Oy (U)-linear.
QED

Lemma 7. Sei 7w : X — Y eine endliche verzweigte Uberlagerung von Riemann-
schen Flichen vom Grad n. Ist G eine Garbe auf X, dann gilt

HI(X,G) = H(Y,m.g) , (i=0,1).
Beweis. Dies ist klar fiir i = 0. Fiir i = 1 betrachte geeignete Uberdeckungen I/
von Y durch kleine offene Mengen mit 7~ '(U) = |4, V; derartdass w : V; — U
bis auf biholomorphe Abbildungen durch w +— z = w® gegeben ist und G trivial
ist auf U;. Sei V die zugehorige Uberdeckung von X durch die V;, fiir variierendes

U € U.Beachte m.G(U:NU;) =G(r~ (U;NU;)) ist gleich G(x~ (U) N (U;)) =
IT,.cr G((V2)i N (V.);). Daher gilt

cU,m.G)=C"(V,q).

Man sieht sofort, dass diese Identifikation sich iibertrigt auf 1-Zykel und 1-
Rénder: Z' (U, 7,.G)=Z*(V,G) und 0C°(U, 7.G)=C°(V, G). Es folgt

H}(X.G) = H},(V,7.G) .

Da U resp. V cofinale Uberdeckungen sind, folgt die Behauptung. QED
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Relative Dualitiit

Fiir eine n-blittrige verzweigte Uberlagerung 7 : X — Y von Riemannschen
Flachen sei S C Y die Bildmenge der diskreten Menge der Verzweigungspunkte
von 7. Wir konstruieren dazu einen Oy -linearen Garbenhomomorphismus auf Y

W*QX — Qy ®(9Y (W*Ox)v .

Lemma 8. Dieser definiert einen Isomorphismus lokalfreier Oy -Garben auf'’Y’

mx = Qy o, (1.0x)Y|.

Verallgemeinerung. Allgemeiner gibt es fiir lokalfreie Ox-Garben £ auf X einen
kanonischen Oy -linearen Garbenisomorphismus'?

W*(QX Koy (c/’\/) ~ Oy Koy (71'*5)\/ ,

auch zu deuten als eine nichtausgeartete Oy -lineare Paarung lokalfreier Garben
W*(QX Koy 5\/) Koy 7T*<g> — Qy

definiert durch die Auswertung 7,.(Qx ®o, £Y) ®o, m(E) — m.x und die
Spurabbildung
Tr: W*QX — Qy .

Die C-lineare Abbildung Spur T : Qx (7~ (U)) — Qy(U) ist wie folgt charak-
terisiert: Fiir holomorphe Differentialformen  auf 7! (U) ist T'r(n) die eindeutig
bestimmte holomorphe Differentialform auf U mit

(*) f»y TT(W) = f,r—l(,y) n

fiir alle stiickweise glatten Wege v : [0,1] — U \ (U N S). Beachte, lokal be-
steht 7! (~y) per Definition aus genau n = deg(m) Wegen, vorausgesetzt U wurde

BSetzt man Dx (£) := Qx®0, Y und Dy (F) := Qy ®0, F", schreibt sich die relative Dua-
litdt als 7, (Dx (€)) = Dy (7 (£)). Aus Lemma 7 folgt daraus Serre Dualitit durch eine Reduk-
tion auf Korollar 6: Fiir Vektorbiindel F auf X gilt die Aussage H' (X, F) = H'=(X, Dx (F))*.
Benutzt man das N-Produkt und die kanonischen Abildungen H'(X,Qy) = H?(X,Cx) = C
der Hodge Zerlegung, kann man den Isomorphismus genau angeben (Ubungsaufgabe).
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geniigend klein gewihlt so dass 7—!(U) die disjunkte Vereinigung von n zu U
biholomorph dquivalenten Gebieten ist.

Eindeutigkeit. T'r(n) ist durch (x) eindeutig bestimmt, denn 7'r(n)(z) ist fiir z €
U\(UNS) die z-Ableitung von f;o Tr(n) fir irgend einen Weg v in U\ (UNS) von
zp nach z [die Ableitung ist unabhingig vom Weg oder dem gewihlten Basispunkt
2o € U\ (U N S)]. Es bleibt also nur die Existenz von Tr(n) € Q(U) zu zeigen.

Existenz. Die Existenz von T'r(n) kann man lokal auf Y zeigen, denn 7'r(n) ver-
heftet sich automatisch wegen der koordinatenfreien Charakterisierung (x). Sei
daher oBdA U so klein, dass 7—!(U) in k einfach zusammenhingende Kom-
ponenten Uy, ..., Uy, zerfillt und so dass die U;,j7 = 1,..,k und U biholomorph
dquivalent sind zu [E mit den Koordinaten w = w; und w® = z fiir e = ¢;. Sei
oBdA 7 Null auf allen Komponenten ausser einer einzigen Komponente U;. Sei
N =, 0w dw (lokal auf U;). Ersetzt man oBdA 7 durch 7|y;, so ist

, a,w'
/ n—/ Zay dw—zz L1 A

™) v>0 v>0 i=0

Beachte z; = z¢* und y; = yo(* fiir eine primitive e-te Einheitswurzel . Somit
ist die innere Summe auf der rechten Seite Null fiir alle Summanden v ausser fiir
el(v + 1), wo sich als Wert
+1
. anV Yo
v+1 '

fiir den Summand ergibt. Wir setzen

T’I’(Z a,w’dw) = Z al,z(”“)/e% :

z
v>0 v>0, e|lv+1

denn fiir e| (v + 1) gilt

A Tr(n)

Summation iiber v > 0 und iiber j = 1,.., k liefert wie gewiinscht (x). Wegen
(v+1)/e>1gilt

(l/+1)/e

dz o a,w’ "t
V—i—l)/e — y%: v Yo
> [fu >t = e T

v>0

v>0, elv+1

T(Z a,w’dw) € Q(U) .

v>0
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Oy -Linearitit. Aus der Definition folgt Tr(g(7(w))wdw) = g(2)Tr(w’dw)
[0BdA fiir g(2) = 2* mit g(m(w)) = w** fiir k € N]. Somit ist T ein Oy -lineare
Abbildung. Lokal auf U; gilt

O(Uj):@w*(ow))-wu , QX(Uj):@w*w(U))-w"dw.

Aus Tr(whw”dw) =6, .—1-,dz fiir 0 < p, v < e—1 folgt die Nichtausgeartetheit
der Paarung. Dies zeigt Lemma 8 (sowie seine Verallgemeinerung). QED

Topologisches versus analytisches Geschlecht

Meromorphe Differentialformen. Sei X eine kp. zshg. Riemannsche Fliche und
sei 7 : X — P(C) definiert durch eine nicht konstante meromorphe Funktion f.
Dies liefert eine nicht verschwindende meromorphe Differentialform auf X

w= % — d 1og(f) = 9 log(f)

Jede meromorphe Differentialform w ist in lokalen Koordinaten von der Form
g(z)dz fiir eine meromorphe Funktion g. Man definiert div(w) durch den lokal
durch g definierten Divisor (hdngt nicht von den Kartenabbildungen ab, da in den
Kartenwechselbereichen die Jacobi.Matrix invertierbar ist!). Fiir jede meromor-
phe Differentialform 7 ist h = 7/w eine meromorphe Funktion auf X. Somit gilt
div(n) = div(w) + (h). Wegen deg(h) = 0 héngt daher der Grad deg(div(n))
nicht ab von der (nichtverschwindenden) meromorphen Differential 7 auf X und
ist daher eine Invariante von X. In der Tat gilt 2x = Ox(D) fiir D = div(n) und
insbesondere daher

deg(Qx) = deg(div(n)) .

Beispiel. n = dz—z ist eine meromorphe Differentialform auf X = P'(C) mit

div(n)=—0 — oo. Beachte dz/z=—d(/( fiir (=1/z (die Karte bei co).

Hurwitz Formel. Fiir 7 : X — P'(C) wie oben ist % = 7*(%2) eine meromorphe
Differentialform auf X . Lokal fiir z=w* ist 7*(dz) = d(w®) = ew® ' dw. Es folgt
div(%) =71 (L) + 3 cx(es — 1) - z und fiir n := deg(r)

deg(div(%)) =n- deg(dz'v(%)) + Z(em —1)=-2n+ Z(em -1).

zeX zeX
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Allgemeiner folgt fiir verzweigte Uberlagerungen die Hurwitz Formel

deg(Qx) = deg() - deg(Qy) + > cxl(ea — 1)

Triangulierungen. Urbilder in X von Triangulierungen von Y = P!(C), fiir die
jeder Verzweigungspunkt ein Eckpunkt ist, definieren Triangulierungen von X.
Ihre Euler Charakteristik

Xtop(X) =2 2gtop = EX - KX + FX

(Ex, Kx, Fx ist die Zahl der Ecken, Kanten, Flichen) ist gleich

n(By — Ky + Fy) = ) (e, — 1),

T

denn Fx = nFy, Kx =nKyund Ex =nEy — ) (e, —1).

Wegen x:0p(Y) = (Ey — Ky + Fy) = 2 [benutze 5 Ecken, namlich Nord- und
Siidpol und drei auf dem Aquator, dazu 9 Kanten und 6 Flichen] fiir Y = P1(C)
ergibt sich x;0,(X) = 2n — > _ (e, — 1). Die Hurwitz Formel zeigt

deg(Qdx) = deg(div(w)) = 2gi0p — 2|.

Lemma 9. Es gilt .

Beweis. Wihle eine endliche verzweigte Uberlagerung 7 : X — Y = P!(C). Sei
n der Grad von .

1) Der Vergleich der Gradformel fiir df / f mit einer Triangulierung ergab
deg(Slx) = 2gtop — 2.
2) Aus hi(X, L) = hi(Y, m. (L)) fir £ = Ox folgt wegen Riemann-Roch auf Y
1—gx =x(X,0x) = x(V,1.0x) = deg(det(m.Ox)) + n - (1 — gy)
fiir n = deg(m) und gy = 0. Fiir £ = Qx folgt analog
deg(Q2x)+(1—gx) = x(X, Qx) = x (Y, m8x) = deg(det(m.L2x))+n-(1—gy) .
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3) Relative Dualitdit liefert 7,.(Qx) = Qy ®o, (m.Ox)" (lokalfrei vom Rang
n). Fiir die Determinanten gibt dies det(m,.Qx) = (Qy)" Qp, det(m,Ox)~! und
damit

deg(det(m.Ox)) + deg(det(m.x)) = n - deg(Qy) .

Addiert man die beiden Formeln in 2) und benutzt rechts Formel 3), ergibt sich
deg(Qx) +2(1 — gx) =n-deg(Qy) +2n(1 — gy) .

Mit 1) links und gy = 0 sowie deg(€2y) = —2 rechts folgt gx = giop- QED

Korollar 12. Fiir kompakte zshg. Riemannsche Flichen X vom Geschlecht g gilt

deg(Q2x) = 29 —2|.
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Cup-Produkt

Fiir kompakte orientierte C'°°-Mannigfaltigkeiten X der Dimension n definiert
man das Cup-Produkt

Hjp(X) x nggi(X) — Hjpr(X) = C

durch das A-Produkt von Differentialformen und anschliessende Integration

[W]ﬂ["?] = wa/\n

fiir Representanten w, n mit dw = 0, dn = 0. [Beachte [, (w+dp) An= [, wAn
wegen [ dp A= [, d(pAn)= [,xpAn=0und X = 0]. Es gilt

Wl N o) = (=) [ N [w] -

Fiir kompakte zshg. Riemannsche Flachen X ist der einzige interessante Fall die
alternierende Cup-Produkt Paarung

H}p(X) x Hig(X) — C.

Fiir geschlossene (exakte) komplexwertige 1-Formen w ist auch die konjugiert
komplexe Form @ geschlossen (exakt). Somit ist [w] — [w] fiir [w] := [@] ein
C-antilinearer Automorphismus von H}r(X). Wie man leicht sieht entspricht

die Konjugation auf H],(X) unter dem Vergleichsisomorphismus H}n(X) =
H'(X,Cx) der komplexen Konjugation auf dem Koeffizientensystem Cy.

Periodenrelationen

Sei Q(X) = H°(X,Qx) der C-Vektorraum der holomorphen 1-Formen auf X.
Jede Form w € Q(X) ist eine geschlossene Form in A'(X). [Beachte dw =
d(f(2)dz) = %dz A dz = 0 wegen der Holomorphie von f (in lokalen Karten;
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen).] Jedes w € Q(X) definiert also eine
Klasse [w] in H},(X)]. Dies gibt eine natiirliche Abbildung Q(X) — H(X).
Verschwindet die Kohomologieklasse [w], dann verschwindet auch w wegen

i[w]ﬂ[@]:i/Xw/\w >0

mit = 0 genau dann wenn w = 0. [Beachte if(z)dz A f(2)dz = 2|f[*dx A dy
in den lokalen Koordinaten der Karten.] Es folgt Q(X) < HJ5(X). Ditto fiir

antiholomorphe Formen in 2(.X).
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Beziiglich des Cup-Produkts gilt f(z)dz A g(z)dz = 0 wegen dz A dz = 0, also

QX)NQX)=0.
Die Abbildung Q(X) & Q(X) — Hjz(X), die (w,7) auf [w] + [7] schickt fiir
w,n € Q(X), ist injektiv und R-linear. Ist namlich [w]+[77] = 0, folgti [}, wAT =
ilw)N @] = —ilw] Ny € QX)NQX) = {0} und damit w = 0 und n = 0.

Periodenrelationen. Beziiglich der alternierenden Cup-Produkt C-Bilinearform
auf H}»(X) ist das Bild von Q(X) isotrop, kurz:

Q(X)NQX) =0.

Die hermitesche Paarung

<w,n>—z'/xwm—z'-[wmm

ist positiv definit auf Q(X) und es gilt Q(X) & Q(X) — HIp(X).
Hodge Zerlegung

1) Aus deg(€2x) = 2g — 2 (Korollar 12) und Riemann-Roch folgt
dimQ(X) =g+ (h'(X,Qx) - 1).
Aus dem Endlichkeitssatz folgt h' (X, Qx) < oo.

2) Die exakte Garbensequenz 0 — Cx — Ox — Qx — Ound H*(X,0x) =0
(Dolbeaut) liefern auf einer kompakten zshg. Riemannschen Fliche X daher eine
exakte Sequenz

0— QX)— HY(X,Cx) = H'(X,0x) — H'(X,Qx) » H*(X,Cx) = 0

mit H?(X,Cx) = C". Es gilt'® r > 1 und damit 2'(X,Qx) > r > 1. Aus 1)
folgt daher
dimQ(X) >g.

®wegen H?(X,Cx) = H3x(X) und H35(X) — C definiert durch [
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3)Sei B = Bild(H'(X,Cx) — H'(X,Ox)). Wegen B = H'(X, Cx)/Q(X) =
Hjn(X)/Q(X) folgt aus den Periodenrelationen Q(X)®Q(X) — Hjp(X) dann

dim B = { dimg B > 1 dimg Q(X) = dim Q(X). Also

dimB =dimQ(X) > g.

4) Andererseits gilt B — H'(X,Ox), also dim(B) < dim(H'(X,Ox)) = g.
Beide Ungleichung zusammen ergeben dim B = g. Aus Dimensionsgriinden folgt
B = H'(X, Ox). Die exakte Sequenz vereinfacht sich mit dieser Information zu
der kurzen exakten Periodensequenz mit der Periodenabbildung ¢

0 Q(X) 2~ HY(X,Cyx) —= HY(X,0x) —=0

und der zusitzlichen Aussage H' (X, Qy) = H?(X,Cy).
5) Aus dim (X)) = dim B = g in Schritt 3) und 4) folgt
dimQ(X)=g,

also!’

hl(X, Cx) = 29 .
Aus dim Q(X)=g und Schritt 1) folgt schlieBlich h'(X, Q) = 1.

Zusammengefalit ergibt dies die

Hodge Zerlegung. Fiir kompakte Riemannsche Flichen X gilt

Hi(X) = Q(X) @ Q(X) = H(X,Cx) 2 C¥|.

Q(X) ist maximal isotrop beziiglich des alternierenden Cup-Produkts und es gilt

dimQ(X) = g¢g|.

Weiterhin gilt

H'(X,Qx) = HX(X,Cx) = C|.

"Dies zeigt auch x(X,Cx) := > (—1)” dimc(H"(X,Cx)) =1 — 29+ 1 = xtop(X).

17
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Differentiale dritter Gattung

Eine meromorphe Differentialform heisst Differential dritter Gattung, wenn sie
nur einfache Polstellen besitzt. Sei €23,47(.X) der Raum der Differentiale dritter
Gattung auf X, deren Residuen ganzzahlig sind. Man hat eine exakte (!) Sequenz

0— C% - M% — Q302 — 0

von Garben, wobei die rechte Abbildung durch die holomorphe logarithmische
Ableitung 0log definiert wird. Fiir f € M*(X) ist

of
dlog(f)=—
f
in 23,4z(X) und die Residuen sind die Pol/Nullstellen-Vielfachheiten von f. Eine

Funktion G € M (X) nennt man eine logarithmische Stammfunktion von w,
wenn 0log(G) = w gilt, d.h. lokal in Karten fiir w = g(z)dz also

Olog(G) = Z,((ZZ)) dz =g(2)dz = w.

Lokal existiert eine logarithmische Stammfunktion dann und nur dann, wenn die
Residuen von w ganzzahlig sind [Setze G/(z) = exp( fzzo w) und reduziere auf w =
n- Zﬁ—; fir n € Z mit f:o w=nlog(z—z1/z0—z1)und G(z) = const-(z—z1)"].

Lemma 10. Sei X eine zshg. kompakte Riemannsche Fliche. Die Obstruktion
d(w) fiir die Existenz einer meromorphen logarithmischen Stammfunktion G zu

einer gegebenen Differentialform w &€ Q:l,)rd’z(X ) liegt in der abelschen Gruppe
H' (X, C%)

0 —C" — M (X) 22 0L (X) —~ HY(X,Cy) —0

Beweis. Betrachte

Qy
0 C;( M} % QSrd,Z —0
[ H* () 4




Hierbei ist res(w) = Y .y res,(w) - [z]. Beachte res(0logf) = (f) in Div(X).
Fiir eine abelsche Gruppe A ist Divy 4 der Divisoren auf X mit Werten in A
gegeben durch Divy 4(U) der Funktionen D : U — A, deren Triger keinen
Hiaufungspunkt in U besitzt. Im Fall A = 7Z schreiben wir nur Divy. Beachte,
auch die rechte vertikale Garbensequenz des letzten Diagramms ist exakt ebenso
wie die beiden horizontalen Garbensequenzen.

Wir zeigen H'(X, M%) = 0. Wir betrachten dazu die Kohomologie in der
unteren horizontalen langen exakten (!) Garbensequenz. Es gilt'® H' (X, Divy) =
0 sowie' CI(X) = Div(X)/(M*(X)) =2 H'(X, O%) induziert von §. Damit
folgt aus

HY (X, M%) =0
in der unteren langen exakten Kohomologiesequenz

Olog

X)/C 2% 002 (X) H'(X,CY) — H'(X, M%)

H pe o |

X)/C*——— Div(X) —2— HY(X, 0%) —= HY(X, M%) —= H'(X, Divy)

|

H'(X,Qx) = C

die Aussage des Lemmas aus der oberen horizontalen exakten Sequenz. QED

Die lange exakte Sequenz zu 0 — Qx — 3,4 — Divyc — 0 zeigt die Ex-
aktheit der C-linearen Sequenz 3,4(X) —> Divxc — H*(X,C) . Der Re-
siduensatz zeigt

Yoresy(w) =0

8Es gilt Divy — Divx ¢ —» Divx c/z. Da Divx c(X) — Divy c/z(X) surjektiv ist, folgt
HY (X, Divx) — H'(X, Divx c). Da Divx ¢ eine C*°-Modulgarbe ist, verschwinden somit
beide Gruppen nach Lemma 1.

Die Abbildung Div(X) — H'(X,0%), welche D auf die Isomorphieklasse von O(—D)
abbildet, ist die Randabbildung § : Div(X) — H'(X,O%) der langen Kohomologiesequenz
gebildet zur kurzen exakten Garbensequenz 0 — O% — M*% — Divx — 0 [Fir f,g € M(X)*
gilt: (f) = (¢9) & f/g € C*]. Der Verbindungsmorphismus induziert daher einen Isomorphismus

Cl(X) —>> Pic(X)

welcher die Klasse von D € Div(X) auf die Isomorphieklasse von Ox (—D) in Pic(X) abbildet.
Siehe auch Korollar 4.
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fiir jede meromorphe Differentialform w auf einer kompakten Riemannschen
Fliche X [zum Beweis benutze eine geeignete Triangulierung von X]. Wegen
H'(X,Qx) = C (sieche den Abschnitt iiber Hodge Zerlegung) Bild(res) =
Kern(Divyc — H'(X,C)) folgt aus dem Residuensatz daher

res(Qsqq) = Div% @ C

fiir die Divisorgruppe Div(X) aller Divisoren vom Grad Null. Fiir jeden Divisor
D vom Grad deg(D) = 0 gibt es also eine Form w € 3,47(X) mit res(w) =
D. Insbesondere existiert fiir P, () € X ein Differential wp¢ dritter Gattung mit
Residuum —P + ) (d.h —1 bei P und +1 bei (), das eindeutig ist bis auf eine
Form in Q(X):

dw € Q3rd7Z(X) s TGS(CUPQ) =P - Q .

Korollar 13. Fiir kompakte zshg. Riemannsche Fldchen hat man exakte Sequenzen

0— Q(X) — QSrd,Z(X) — DZU(X)O — 0.

Korollar 14. Fiir kompakte zshg. Riemannsche Flichen X induziert die Inklusion
1 : Cy — Ox eine exakte Sequenz

H'(X,Cy) 2 H'(X,05) - 2 —=0

Beweis. Die Abbildung ¢ im letzten Diagram ist die Einschrinkung ist die Gra-
dabbildung deg : Divxc — C und Bild(res : Q3,07 — Div(X)) = Div(X)°
nach Korollar 13. Damit ist das Bild von 6 o res in Pic(X) = H'(X, O%) gleich

Pic®(X) := Kern(deg : Pic(X) — Z) .

Die obere Abbildung § : Q3,47 — H*(X,C%) im letzten Diagramm surjektiv ist
wegen H(X, Mxx) = 0, folgt aus

Sores=H'(i)od

daher die Behauptung. QED
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Additive versus Multiplikative Theorie

Im letzten Abschnitt wurden Differentiale wpg € (23.47(X) konstruiert, deren
Pole in zwei vorgegebenen Punkten P, (Q von X liegen. Wir nehmen jetzt an®°, P
liege nahe genug bei (). Unter Beriicksichtigung der Fulnote und der dort definier-
ten Uberdeckung I/ von X ist dann wpg holomorph auf den einfach zshg. Karten
U; fiir j # 1. Nach dem Satz von Cauchy existieren in diesem Fall holomorphe
Stammfunktionen g; € O(U;) definiert durch

gj(Z)—L/ZWPQGO(Uj) , J#L.

2mi Jp,

Fir j = 1 giltwpg = % — Zi—zzo, d.h. oBdA P = 0 und ) = zy € R plus ein
holomorphes Differential auf der Kartenmenge E von U;. Daher ist

1 z
g1(z) = i i wpQ
1

holomorph auf dem halbierten Einheitskreis E \ R<,. Nach dem Residuensatz ist
firz € R\ {0, 2}
lim (91(z +ig) — g1 (z — i€))

gleich 1 oder 0 je nachdem ob = € (2, 0) oder = ¢ [z, 0]. Es folgt
g1 € O(U; — PQ) .
Wir definieren nun 7pg|y, = wpg|y, fiir j > 2 und

neqlu, = 2mi-d((1 —¢) - g1)

fir ein 0 < ¢ € C*°(E) mit Tréger in %IE Wir konnen dabei annehmen, dass ¢
identisch 1 ist auf der Verbindungsgerade zwischen Null und z,. Ausserhalb des
Trigers von ¢ ist npgly, = dg1 = (0 + 0)g1 = 091 = wpg|v,. Da ¢ Null ist auf
allen Durchschnitten U;NUj fiir j # j' ist, verheften sich die lokalen Vorgaben zu

20Damit meinen wir, es gebe eine lokale Karte U; biholomorph zum Einheitskreis |E so, dass die
Bilder von P, Q und damit deren Verbindungsgerade PQ) im Kreis %E vom Radius < 1/2 liegen.
OBdA P = 0und Q = 29 € R.(. Wir iiberdecken dann die kompakte Riemannsche Fliche
X durch Uy und endlich viele weitere einfach zusammenhiingende Karten U;,j = 2,3, .... Fiir
U = {Ux,.., Uy} nehmen wir an, alle U, fiir j > 2 seien disjunkt zum Bild von %E in Uy. Wir
wihlen Stiitzpunkte P; € U; mit Py ¢ QP.
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einer globalen C*°-Differentialform npg € A'(X). Aus den lokalen Definitionen
folgt unmittelbar dnpg =0 und 7pg und wpg stimmen iiberein ausserhalb von U,
sowie auf allen Durchschnitten U; N Uy fiir j # j'. [Per Definition gilt dnpg = 0,
weil dies in allen Karten gilt].

Insbesondere ist Gj(x) = exp(2mi - g;(x)) wegen d(27i - g;) = wpq eine logarith-
mische Stammfunktion von wpq auf U; — P(), deren Einschrinkung auf U; N Uy
holomorph ist fiir alle j' # j.

Folgerung. Fiir die Verbindungsabbildung § : Q3,.47(X) — H}L(X,C%) der ex-
akten Sequenz C¥% — M — Q3,47 ist 6(wpg) € HY(X,C%) nach Definition
representiert durch den 1-Kozykel

G] |UjﬁUj/

5(pr)(UjﬂUj/) j C}(Uijj/) .

ig’ - Gj/|UjﬁUj/
Fiir die Verbindungsabbildung ¢ : A, ., — H4(X,Cx) der exakte Sequenz
Cx — A% = AX oseq Wird der 1-Kozykel d(npq) € Z'(U, Cx) reprisentiert
durch (siehe Abschnitt deRham Kohomologie)

0(nre)(U; NUy) .0 = giluyru, — 97luseu, € Cx(U;NUp)

denn dg; = (0+0)g; = dg; = wpg = Npq gilt auf allen Durchschnitten U; N U,
fiir j # j'. Aus G; = exp(2mig,) folgt daher sofort

Proposition 3. Fiir Punkte () nahe genug bei P in einer kompakten Riemann-
schen Fliche X existiert eine geschlossene 1-Form npg € A'(X), deren Bild
0([npg)) unter* der Abbildung & : Hin(X) = HY(X,Cx) durch die ‘Ex-
ponentialabbildung’ H'(exp(2mi—)) abgebildet wird auf das Bild** §(wpg) €
H'(X,C%) einer meromorphen Differentialform wpg € Q3q.2(X) mitres(wpg) =

P-0Q.

<l

Kern(d:A'(X)—A2(X
[nPQ] S Hc%R(*X) = ( dAE)())(T (X)) ~ Hl(Xa CX)
H'(exp(27mi—))
wpq € Q3r42(X) : HY(X,Cx)

siehe Seite 23.
Zunter § : Q3,4,2(X) — HY(X,C%) wie im Beweis von Lemma 10.
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Fiir die Abbildungen 0, & des Diagramms verweisen wir auf Seite 23 und 59.

Wir vermerken hier, daB die Bilder der wpg in H'(X, C%) fiir Punkte P, Q) nahe
genug Erzeugende der Gruppe H' (X, C%) sind. Dies folgt aus Lemma 10.

Schliissellemma 11. Sei X zshg. kompakte Riemannsche Fliche und w € Q(X).
Fiir Punkte P,Q und npg € A'(X) wie in der letzten Proposition 3 gilt fiir das
Cup-Produkt

[npq] N w] = fXUPQ/\w = fgw )

Beweis. Beachte npg = wpg im Komplement von supp(¢) C Uy und wpgAw = 0
wegen dz A dz = 0. Es folgt

npgl Nw] = / nrohw =lim [ —d(ég)Aw
U, e—0 U1\Us

fiir ein System geeigneter immer kleiner werdender offener Umgebungen U, der
Schlitzgerade PQ in U;. Wegen dw = 0 ist d(—pg; - w) = d(—pg1) A w [Beachte
d(1-¢g1) ANw = 0wegen dz A dz = 0, da g; holomorph ist und damit dg; = Jg].
Aus dem Satz von Stokes folgt daher [pg| N [w] = — §,,, ¢g: - w. Die Integration
erfolgt tiber den OU. von U, im Uhrzeigersinn! Ist € klein genug, ist ¢ = 1 auf der
Kontur OU.. Im Limes ¢ — 0 strebt das Konturintegral daher gegen

- /Q lim (g1(z — i) — g1(2 + i) - w(z) = /Qw :

P e—0 P

QED

Chernklasse versus Grad

Die exakte Exponentialsequenz

exp(2mi—)

0 Lx Ox

0% 0
definiert die erste Chernklasse, d.h. den Homomorphismus
c1: Pic(X)=H'(X,0%) — H*(X,Zx) .

Korollar 15. Es gilt Bild(c,)=H*(X,Zx) =7 und Kern(c,)= Pic’(X).
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Beweis. Betrachte das folgende Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten

0 Zx Cx ) ¢y 0
0 ZX OX exp(2mi—) O;{ 0
und das daraus folgende Kohomologie-Diagramm
exp(2mi— ) "
o I
HY(X,0x) ) (X, 0%) H%(X, Zy) 0= H%(X,Oy)

Die Abbildung H'(exp(2mi—)) : HY(X,Cx) — H'(X, C%) ist surjektiv?, wie
man mit Proposition 3 zeigen kann. Die linke vertikale Abbildung ist surjektiv
(Periodensequenz auf Seite 57). Aus der Exaktheit der unteren Sequenz folgt da-
her

Kern(cy) = Bild(H (Ox) — HY(O%)) = Bild(H (7)) .
Nach Korollar 14 ist Bild(H'(i)) = Pic°(X) die Gruppe der Klassen vom Grad
Null in Pic(X)= H'(X, O%). Wegen H?(X,Ox) = 0 (Dolbeaut) ist ¢; surjek-
tiv. Die Abbildung c; induziert daher einen Isomorphismus Pic(X)/Pic®(X) =
H?*(X,Zx). Aus Pic(X)/Pic®(X) = Z folgt

H2(X7ZX) =7 )

und c; kann mit der Gradabbildung identifiziert werden. QED

Lemma 12. Fiir eine kompakte zshg. Riemannsche Fldiche gilt

HY (X, Zx) = 7.

Beweis. Mit der exakten Garbensequenz 0 — Zx — Zx — (Z/pZ)x — 0 zeigt
man die Injektivitit von p - id : H'(X,Zx) — H'(X,Zx). Also ist H'(X,Zz)

ZPunkte P, € X, die nahe beieinander liegen, erzeugen die Divisoren Div°(X) vom Grad
Null. Daher erzeugen die Differentiale wp ¢ den Raum Q3,, ,(X)/Q"(X). Die Randabbildung
& 3,.47,(X) — H'(X,C%) ist surjektiv (Lemma 10). Die Klassen 6(wp,q) erzeugen daher
H'(X,C%) Nach Proposition 3 gilt exp(27id([npq)]) = d(wpq) fir 6([npg]) € HY(X,Cx)
gilt. Daher ist wie behauptet H*(X,Cx) — H'(X, C%) surjektiv.
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eine torsionsfreie abelsche Gruppe. [Alternativ benutze Zy — Cx und damit
HY(X,Zx) < H'(C,Cx) = C* nach Seite 26]. Aus den Isomorphismen**
HY(X,Zx)® C = H'(X,Cy) = C% folgt daher die Behauptung.

24Der Funktor ®C von der Kategorie der abelschen Gruppen in die Kategorie der abelschen
Gruppen ist ein exakter Funktor. Dies zeigt H}(X,Zx) ® C = H},(X,Cx) fiir das kofinale
System von endlichen Uberdeckungen I/ fiir die alle U; NU. ; nur endlich viele Zshg.komponeneten
besitzen [zur Erinnerung, X ist kompakt].
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Die Jacobische Varietiit J(.X)

Sei X eine kompakte zsgh. Riemannsche Fliache. Die Inklusion j : Zx — Ox
induziert H'(j) : H'(X,Zx)— H*(X, Ox) und der Kokern

J(X) - Hl(szX)\Hl(X> OX)

definiert die Jacobische Varietét .J(X) von X. Die Exponentialsequenz und die
Aussage Pic®(X) = Kern(c; : Pic(X) — H?*(X,Zx)) von Lemma 11 definie-
ren einen Gruppenisomorphismus

Pic(X) = J(X)].

Die Zuordnung X ~— J(X) definiert einen kontravarianten Funktor, d.h. jede
holomorphe Abbildung 7 : X — Y zwischen kompakten zshg. Riemannschen
Fldchen induziert insbesondere einen Homomorphismus

J(m): J(Y) = J(X)].

Alternative Beschreibung. Die Struktur des Quotienten von H'(X,Ox) = CY
nach der Untergruppe, die durch das Bild von H'(X,Zx) = Z29 unter H'(j)
gegeben wird, wird erst spéter klar. (Siegelscher Halbraum). Deshalb benutzen
wir eine andere Beschreibung der Jacobischen Varietit J(X), z.B in Form des
isomorphen Quotienten®

HY (X, Zx)\H'(X,Cx)/ Q(X) .

Die Abbildung o: Wir fixieren eine C-Basis wy, ..., w, von 2(X') und betrachten
die vom Cup-Produkt induzierte Abbildung, welche die Klasse [n] € Hjp(X) auf
den Vektor

a(fn]) = (0w, - ] N fw,]) € €

2 Wir benutzen den Isomorphismus H'(X,Cx)/§(2(X)) = H'(X, Ox) (siche Schritt 1) im
Abschnitt Hodge Zerlegung). Fiir die Einbettung j : Zx — Ox erlaubt dieser die Abbildung
H'(j): HY(X,Zx) — H' (X, Ox) durch die Abbildung H'(j") : H(X,Zx) — H'(X,Cx)
zu beschreiben, welche induziert ist von der Inklusion j' : Zx — Cx. Allerdings erfordert dies
die Beschreibung der Periodenabbildung § : Q(X) — H!(X,Cx). Um dies zu vermeiden (und
deshalb unterdriicken wir auch die Erwéhnung der Abbildung §) benutzt wir das Cup-Produkt und
die Isotropie von Q(X).
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in CY abbildet, sowie die induzierte C-lineare Abbildung
a: HY(X,Cx) = Hjp(X) — C9,
Nach Lemma 11 gilt dann fiir P nahe bei )

oled) = ([ [Ty o

P P

Der Kern von « ist isomorph zu dem maximal isotropen Unterraum von H j,(X)
der von Q(X) erzeugten Klassen unter dem Isomorphismus 0 : H},(X )= H'(X,Cy)

0—>C—">0(X) QX)) ~ H'(X,Cx) — H'(X,0x) = 0

R

O—>C_>A9((X)—d> Xclosed(X)_6>>H1 X CX

0

und « induziert daher einen Isomorphismus H'(X, Cx)/Q(X) = CY. Das Gitter
HY(X,Zx) = 7?9 in H'(X,Cyx) wird unter « auf eine isomorphe Untergruppe
[':= a(H'(X,Zx)) von CY abgebildet*®. Man erhlt damit

a:J(X)=H'X,Zx)\H"(X,Cx)/ QX) = CIT.

~

Klassengruppe und Picardgruppe. Die Komposition der Isomorphismen Pic’(X)
J(X) = C9/T definiert daher einen Gruppenisomorphismus

Pic’(X) = CIT .

Andererseits existiert ein Isomorphismus § : CI(X) = Pic(X) (siehe Korollar
4). Dies induziert einen Isomorphismus § : C1°(X) = Pic’(X) und damit durch
Komposition mit Pic’(X) = C9/T den Isomorphismus /3 im folgenden kommu-
tative Diagramm

0 Pic®(X) Pic(X) L~ H*(X,Zx) 0
Ccy/T ~|s ~
NT 5

0 CI(X) ClX) —28 Z 0

%« ist injektiv auf H(X,Zx), denn H*(X,Rx) N Q(X) C Q(X) N Q(X)={0}.
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Satz von Abel-Jacobi: Fiir eine zshg. kompakte Riemannsche Fliche X vom Ge-
schlecht g und einen beliebigen Punkt () auf X gilt:

(i) Jede Divisorklasse in C1°(X) besitzt einen Reprisentant von der Form
(P — Q)+ -+ (P, — Q) fiir geeignete g Punkte P;,--- , P, aus X.
D.h. die Abbildung

cl: X% - ClI°(X),

die (P, ..., P;) auf die Divisorklasse von (P — Q) + - - - + (P, — Q) schickt,
ist surjektiv.

(ii) Der Isomorphismus (3 : C1°(X) — C9/T wird konkret beschrieben durch

BP—-Q) = (/prl,---,/:wg) mod T .

Modulo T = a(H'Y(X,Zx)) hingen die Integrale nicht von der Wahl des
Integrationsweges von P nach () auf X ab (siehe Fufinote 23).

CI(X) —S——= /T

Beweis. Teil (i) folgt aus dem Satz von Riemann-Roch. Fiir einen Divisor D vom
Grad Null gilt h°(X, Op140) = 1 — g+ deg(D + gQ) + h' =1+ h' > 1. Somit
existiert ein nichttrivialer Schnitt f mit D 4+ g@ — (f) > 0 und damit

D+gQ—(f)=hP+..+F,
da der Grad links und damit auch rechts gleich g ist. Dies zeigt (i).

Die Aussage (i1) geniigt es — durch additive Fortsetzung entlang eines Verbin-
dungsweges zwischen P und () — fiir nahe beieinander liegende Punktepaare P, ()
zu zeigen. Fiir solche kann man (P — @) wie folgt berechnen:
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Beriicksichtigt man alle auftretenden Identifikationen und Abbildungen?’

H'(X,0%) ~——P— H'(x,Cy) <V (X, Cx ) — 2

[
N |

Q3rd,Z<X ) ~|é pr

Pid(X) Hn(X)

c9/T
folgt aus den Diagrammen von Proposition 3 und Lemma 11, da3

npq € Hip(X)

(/prl,...,épwg)

mod I" in C9/I" abgebildet wird. Andererseits wird 7p¢ unter

nach rechts (unten) auf

H'(i) o H'(exp(2mi—)) 0§
auf 0 o res(wg) in Pic(X) = H' (X, O%) abgebildet.

Wegen des Residuensatzes liegt 6 o res(wpg) in Pic®(X). Dies definiert als Bild
von [npg| nach links in Pic®(X). Dieses Bild ist § o res(wpg) = §(P — Q)
beziiglich der Rand-Abbildung 6 : Div®(X) — Pic®(X) aus der exakten Gar-
bensequenz 0 — 7y — MY — Divx — 0 und induziert den Isomorphismus

§:Cl(X) = H'(X,0%) = Pic(X)

(by abuse of notation). Dies beweist Aussage (ii). QED

>"Der Divisor ) — P ist das Residuum res(wpg) des Differentials wpg € Q30.2(X). Nach
dem ersten Diagram im Beweis von Lemma 10 ist das Bild §(Q — P) in Pic’(X) das Bild unter
H'(i) von §(wpq) € H' (X, C%). Nach Proposition 3 ist 6 (wpg) = H' (exp(2mi—))(5([npg)])
fir §([npg]) € H' (X, Cx). Identifiziert man H' (X, Cx) mit H},(X), entspricht dies der Form
npg € Hip(X). Dies erlaubt es a(8(npg)) durch die Cup-Produkte [npg]Alw;] fiiri = 1, ..., g zu
berechnen. Nach Lemma 11 erhdlt man o(d6(npg)) = (f; W1y ey fcl; wg) fiir P nahe bei Q). Auf
der anderen Seite ist H' (i) (§(wpg)) = H' (i o exp(2mi—))(5([npg)])-
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Die Albanese Varietiit Alb(X)

Sei X eine zshg. kompakte Riemannsche Fldache und sei xy = () € X ein fixierter
Punkt. Sei A C CY die Periodengruppe aller C-linearen Abbildung Q(X) — C
definiert fiir 7 € m (X, o) durchw — [ w. Setze

Alb(X, xg) := Q(X)*/A].

Die Zuordnung (X, zg) — Alb(X, z¢) definiert einen kovarianten Funktor, d.h.
jede holomorphe Abbildung 7 : (X, z9) — (Y, y0) zwischen kompakten zshg.
Riemannschen Flidchen mit yy = m(zo) induziert somit einen Homomorphismus

Alb(m) + Alb(X, z9) — Alb(Y,yo) | -

1) Im folgenden sei wy, .., w, unsere fixierte Basis von Q(.X') und wir beschreiben
Alb(X, x¢) oBdA durch den isomorphen Quotienten

Alb(X) := CI/A]

wobei wir A C CY auffassen als die Untergruppe aller Vektoren ( f,y Wiy eery fw wi)
definiert durch die Wege v € 1 (X, z¢); diese ist unabhéngig vom Basispunkt .

2) Die Abbildung (21, ..., 74) = (320, [ w, -, 320, [ w,) € C ist wohl-

i=1Jz i=1 Jzg

definiert mod A, und definiert eine holomorphe Abbildung
alb, : X9 — Alb(X) .

3) Andererseits sei
cl: X9 — CI°(X)

definiert durch cl(z1, ..., x,) = >_7_, (x; — ). Die Abbildung cl ist surjektiv nach
dem Satz von Abel-Jacobi (i). Der Satz von Abel-Jacobi (ii)?® liefert uns die untere

28Die Formel in Teil (ii) des Satzes von Abel-Jacobi gilt a priori nur fiir Punkte P, (), die nahe
beieinander liegen. Da man je zwei Punkte auf X durch einen Weg verbinden kann und jeden
solchen Weg in Stiicke zerlegen kann, deren Enden nahe genug beieinander liegen, gilt durch
Aufaddieren die Formel von Teil (ii) des Satzes von Abel-Jacobi fiir alle Punkte P, aus X und
alle Verbindungswege von P nach (). Das zeigt insbesondere, daf das Ergebnis nicht von der Wahl
des Verbindungsweges abhingt. Die Mehrdeutigkeit der Integrale | 5 w wird durch die Gruppe A
beschrieben. Daraus folgt A C T" und damit insbesondere rang(A) < rang(T"), und die natiirliche
Projektion pr : C9/A — C9 /T macht das nachfolgende Diagramm kommutativ.
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horizontale und die linke vertikale Abbildung des kommutativen Diagramms fiir
I'=a(HYX,Zx))

alby

X9 C9/A

T

cl pr
ST

CI°(X) —=—~C9/T

Lemma. Es existiert ein Gruppenhomomorphismus
A Clo(X) — Alb(X) = CI/A

der auf den erzeugenden Divisorenklassen v — 1o € Div°(X) gegeben ist durch

Mz — 20) = (/ww1,~~~ ,/xwg) mod A

ts) x0
und der B = pr o \ erfiillt.

Beweis: Man definiert A auf Div(X)? und muB zeigen, daB Hauptdivisoren®

(f)=321, P, — >2¥ | Q; auf Null abbildet werden: Sei 7: X — P*(C) die durch
f€M(X)* definierte Abbildung und + ein Verbindungsweg in P!(C) zwischen 0
und co ohne 7-Verzweigungspunkte. Dann ist 771 (7) ein ‘Verbindungsweg’ zwi-
schen den Punkten P;, Q; in X fiiri = 1, ..., k bei geeigneter Nummerierung. Aus
fﬂ‘l(v) w; = fy Tr(w;) und \((f)) = (ffr‘l(v) Wy, ’fﬂ'_l('Y) w,) mod A folgt
daher A((f)) = 0 aus Tr(w;) € Q(P*(C)) = {0}.

Lemma. Es gilt A =T..

Beweis: Nach der letzten FuBinote gilt A C I'. Dies definiert die Projektion
pr: CI9/A — C9/T. Die Abbildungen 3, \ und pr sind Gruppenhomomorphismen
und s = )\ o 3! definiert einen Schnitt der Surjektion pr, d.h. es gilt pr o s = id.
Also zerfillt C9 /A= Kern(pr) @ s(C9/T") als abelsche Gruppe. Durch Vergleich
der p-Torsionsgruppen folgt fiir jede Primzahl p fiir Kern(pr)=I/A die Bezie-
hung p @9 = (T /A)[p] - pr*9™). Wegen rang(A) < rang(T') folgt daraus
rang(A) =rang(I') und #(I'/A)[p] = 1. Die Ranggleichheit zeigt I'/A ist end-
lich, und #(I'/A)[p] = 1 fiir alle Primzahlen p zeigt ' = A.

0OBdA ist kein P;, Q; ein Verzweigungspunkt. Dies gilt fiir alle f + ¢ mit ¢ € C* klein genug.
Obiges Argument zeigt A((f+¢)) = 0. Benutze dann A((f)) =1lim._0 A((f +¢)) =lim._, 0=0.
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Korollar 16. Die Projektion pr induziert Isomorphismus von Gruppen

Alb(X) = CI/A = C9/T = J(X)].

Proposition 4. Die Gruppen I'=a(H' (X, Zx)) und A stimmen iiberein, also gilt

a(HYX,Zyx)) = <(j§7w1,...,f7wg) fl;ir’y€7Tl<X,$0)> )

D.h. es gibt einen Gruppenisomorphismus™

A—N>H1(X,ZX) , 1)

derart, daf3 fiir alle w € AY(X) mit dw = 0 folgende Formel gilt:

fw:/m/\w.
¥ X

Hierbei fassen wir n, via H*(X,Zx) C H (X,Cx) = H},(X) als geschlossene
1-Form in A(X) auf modulo exakten 1-Formen in dA°(X).

Beweis. A = I' = a(H'(X,Zyx) und die Definition von « zeigt die Existenz’!
einer surjektiven Abbildung

n:m (X, z9) = HI(X, Zx) ,

die v auf die Klasse [,] € H'(X,Zy) einer geschlossenen 1-Form 7, abbildet
mit 557 w= [ « My A w fiir alle w € Q(X). Durch komplexe Konjugation gilt diese

Formel dann auch fiir alle w € Q(X). Fiir exakte Formen w € A'(X) ist die
Formel trivialerweise richtig, denn beide Seiten sind Null. Daraus folgt die zweite
Aussage, da der Raum aller geschlossenen 1-Formen in A'(X) wegen der Hodge
Zerlegung gegeben ist durch

QX))@ O (X) & dA(X).

39\ ist ein Quotient von 7 (X, 7).

31Stetige Abbildungen S' = [0,1]/0 ~ 1 — X konnen beliebig gut durch stiickweise glatte
Wege approximiert werden (Satz von Stone-Weierstra3). Dies zeigt, daB stiickweise C*-glatte We-
gevy: S =10,1]/0 ~ 1 — X mit v(0) = zo Reprisentanten der Homotopiegruppe 71 (X, o)
liefern. Fiir stiickweise glatte v und w € Q(X) ist das Integral f7 w wohldefiniert.
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Poincare Dualitéit

Fiir eine kompakte zshg. Riemannsche Fliche X wurde in Proposition 4 die
Existenz eines surjektiven Abbildung 7 : m (X, z0) — HY(X,Zx) gezeigt mit

v +— [n,] sowie
%77:/ Ty A1
o X

fiir alle n € AY(X) mit dp = 0. Andererseits haben wir das nichtausgeartete
alternierende Cup-Produkt

?7077’2/?7/\77’
X

auf der de Rham Kohomologie H},(X) und damit auch auf H'(X, Cx).

Lemma 13. Die Einschrinkung der alternierenden Cup-Produkt Paarung von
HY(X,Cx) auf H (X, Zx) hat Werte in Z.

Beweis. Zu zeigen ist [n,] N [ny] = [ 1, A1y € Z oder dquivalent §7 Ny € L.
Fiir die Kurve v : S' — X gilt aber

j{%' :/ '7*(777’) €z
¥ St

wegen der Funktorialitit des Isomorphismus § : H!n(X) = H'(X,Cy) sowie
Funktorialitit von H'(X, Zx ) unter Pullback; siehe Folgerung 3. QED

Poincare Dualitit. Die Cup-Produkt Paarung definiert eine nicht ausgeartete
ganzzahlige (d.h. unimodulare®® ) alternierende Paarung auf H*(X,Zyx), die so-
genannte Polarisierung

HY(X,Zx) x H(X,Zx) — Z.|.

Wiire dies nicht der Fall, zeigt die Elementarteilertheorie alternierender Formen
(Satz von Frobenius) die Existenz eines primitiven Vektors n € H'(X, Zx) sowie
einer Primzahl p mit

nwﬂnz/ v (n) € p-Z
Sl

32Der Beweis benutzt nur I' C A. In der Tat zeigt die Unimodularitit und die Tatsache, daf
auch die Cup-Produkte zwischen A und I" Werte in Z haben, dann erneut I' = A.
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fiir alle geschlossenen Wege -y (siehe letzte Bemerkung des Appendix). Betrachte
dann die exakte Sequenz

0—— HY(X,Zx) 2% HY(X, Zy) — H'(X, (Z/pZ)x)
Das Bild 77 von n in H*(X, (Z/pZ)x) ist dann nicht trivial wegen der Primitivitit
von 1. Aus [, v*(n) € p-Zfolgty*(7) = 0in C := Z/pZ fiir alle y € (X, zo).
Dies impliziert 7 = 0 nach Folgerung 2. Ein Widerspruch! QED

Appendix (Satz von Frobenius)

In diesem Appendix geben wir einen Beweis fiir den im letzten Abschnitt benutz-
ten Satz von Frobenius.

Lemma. Sei n = 2g gerade und A = — A’ eine n X n Matrix mit Eintrcigen in 7.

Dann existiert eine U € Gl(n,Z), so dafi die unimodular transformierte Matrix
B = U'AU Blockdiagonalgestalt B = diag(Ds, ..., D,) besitzt

0 d;

° mllDi:(_di 0

) und d; in 7.

Beweis. Wir beweisen die Existenz einer Blockdiagonalzerlegung durch Induktion
nach g. Unter den Eintrigen aller B = U'AU, U € Gl(n,Z) bezeichne d = B;;
einen Eintrag mit minimaler Anzahl von Primteilern (gezéhlt mit Vielfachheiten).
Durch unimodulare Transformation ist oBdA B;; = Bys. Fiir (z,y) = 2'By ist
(€1, Aeg+peg) = AB1o+uByy. Ist Byy nicht durch By, teilbar, gibt es teilerfremde
A\, € Z fiir die AB1s + By, weniger Primteiler besitzt als Bis. Dies ist aber
nicht moglich, da ey, Aex + peg, es, ..., Nea+ e, ery1, ... eine Basis von Z™ ist
fiir geeignete \', i/ € Z. Die Minimalitdt von B, zeigt daher Bis| By, fiir k > 2.
Wiren nicht alle By, durch By, teilbar, kann man e; durch \e; 4 peg und ey
durch N'ej +pi/ey. ersetzen so, dass (eq, Aey + pex) weniger Primteiler besitzt als
By =—DB15. Wie oben wire dies ein Widerspruch! Wegen

E2 0 D1 5 E2 X . D1 DlX + ﬁ
- X' En_g —ﬁ/ * 0 En_Q o —(D1X+ﬁ)/ *

findet man daher ein X € M, o(Z) und eine zugehorige unimodulare Block-
Dreiecksmatrix U, welches B in eine Block-Diagonalmatrix diag(D;, *) transfor-
miert, durch Induktion dann sogar von der Block-Diagonalform diag(Dy, ..., Dy)
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mit

0 d
p= (S )

fiir dy = d und gewisse d; € Z fiir v > 2. QED

Wie man leicht sieht ist die Existenz einer unimodular transformierten Matrix
B = U’AU in Blockdiagonalgestalt (wie im Lemma) dquivalent zu der Aussage,
daBein V' € Gl(2g, Z) existiert mit C = V' AV in Frobenius Normalform

0 D
)

mit D = diag(dy, ..., d,). Die Matrixidentitit

o 7)o 0) G 3)= Comay 0)

zeigt dann, daB man D durch I D.J ersetzen kann fiir beliebige I, J € Gl(g,7Z).
Der Elementarteilersatz fiir ganzzahlige g x g-Matrizen zeigt daher

Satz von Frobenius. Sei n = 2g gerade und A = —A’ eine n x n Matrix mit
Eintréiigen in Z. Dann existiert ein V € Gl(n,Z) so, daf die transformierte Matrix
C = V'AV in Frobenius Normalform vorliegt

0 D
= (o 0)
mit D = diag(dy, ..., d,) und ganzen Zahlen d; > 0 sowie der Teilerbedingung
dy|dy]-- - |dy .

Es verbleibt als Ubungsaufgabe zu zeigen, daB dj, ..., d, durch A eindeutig be-
stimmt sind. Z.B. ist d; der gg7'(A;;) aller Eintrage A;; der Matrix A.

Bemerkung. Ist A nicht unimodular, gilt d, > 1 und fiir jeden Primteiler p|d,
und den primitiven Vektor n = e, € 79 gilt daher p|a’ An fiir alle x € 79.
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Der Siegelsche Halbraum
Sei X eine zshg. kompakte Riemannsche Fliche. Wir wihlen eine symplektische

Basis ey, .., €g, €441, .., €25 von H' (X, Zy) = 7?9 so, daB die Cup-Produkt Matrix
e; M e; bis auf das Vorzeichen gegeben ist in Frobenius Normalform

0 —F
(2 )
Sei wy, ..., w, eine fixierte Basis von (X).

Basiswechsel Matrix. Die lineare Abbildung (Periodenabbildung)

Q(X) — H'(X,Cx) = H(X,Zx) ® C

schreiben wir als 2¢g x g-Blockmatrix (mit den Blockeintragen €24, {25) beziiglich
der obigen Basen w;, 2 = 1,...,gresp. e;,7 = 1,..., 2¢. Dann gilt

w; = i-te Spalte von (Ql)
2y

Die Matrizen €2, und 2, sind hierbei komplexe g x g-Matrizen mit der Eigenschaft

)

Jj=1

€j.

7t

Fakt 1. Daf3 (X)) C H' (X, C) maximal isotrop ist, ist gleichbedeutend mit

0 —F\ (Q
(Q;,Q;)(E 0)(92):0 — 00 =0/Q,.

Fakt 2. Daf3 © - w, N W, eine positiv definite hermitesche Matrix definiert, ist
gleichbedeutend mit

i (), Q) (2 _OE) (%) >0 <= i (0 —20) >0.

Lemma 14. Es gilt det()) # 0.
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Beweis. ;v = 0 impliziert Q0 = 0 und v'QY, = 0. Somit folgt insbesondere
V' (i - [0 — Q1Q,])T = 0. Also v = 0 (Fakt 2). QED

Ersetzt man die §2; fiir i = 1,2 durch ;05 L folgt

Folgerung 4. Zu der Wahl der symplektischen Gitterbasis von (H'(X,Zx),N)
gibt es eine eindeutig bestimmte Basis wy, ...,w, von (X)) so daf gilt Qs = E,

0\ [(Q
Q) \E
und die Matrix ) erfiillt dann die beiden Eigenschaften

o Symmetrie: (wegen Fakt 1)

o Definitheit: | Im(2) > 0| (wegen Fakt 2).

Die Menge der komplexen g x g-Matrizen €2 mit diesen beiden Eigenschaften ist
der Siegelsche Halbraum H, vom Geschlecht g und es gilt

QeH,|.

Ubungsaufgabe. Die symplektische Gruppe I, = Aut(@?ﬁ L Z - e;,N) bzw.
L, ={M e Gl(29,Z)|M'JM = J}
operiert auf H, via der folgenden Linksoperation

QeHg,<é g)erg = (AQ+ B)(CQ+ D) 'eH,.

Wir verweisen hierzu auf Freitags Buch iiber Siegelsche Modulformen [Fr]. Zeige

H, = { (g;) | mit den Eigenschaften von Fakt 1 und 2 }/Gl(g, C).

Korollar 17. Der so definierte Periodenpunkt

Qel,\H, ., I'y=5Sp2g72)
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der Riemannschen Fldche X ist wohldefiniert, das heisst unabhdngig von allen
gemachten Basiswahlen.

Beweis. Anderungen der symplektischen Z-Basen e, ..., e5, und der C-Basen
w1, ..., w, entsprechen Anderungen der Qy, 2;-Matrix von links durch Matrizen
in Sp(2g,Z) und rechts in Gi(g, C). Eine Abénderung des Basispunktes z ent-
spricht einer biholomorphen Translation auf dem komplexen Torus Jac(X). QED

Die Abbildung o : C*9 — C9 definiert fiir =,y € Z9 das Periodengitter A
. _ T 29 / O _E Q _ / / g
a.v—(y)EZ — U(E 0)<E =—a2+yQeC’.

Korollar 18. Das Periodengruppe A ist {x + Qy | x,y € 79} und insbesondere
gilt

Alb(X) = C9/(29 + Q- 79)] .

Lemma 15. Die Gitterbasis ey, ..., ea5 von I' ist R-linear unabhdngig in C9.

Beweis. Jede reelle Relation (x1, z5)(F, Q) =0 fiir 21, x2 € RY fiihrt auf x; =0
und 24,2 =0. Es folgt 24, Im()z, =0 und damit x5 =0 wegen Im(Q2) > 0. QED

Komplexe Tori

Aus dem letzten Lemma folgt: Die Periodengruppe A C CY ist kokompakt und
definiert daher ein Gitter in C9 [Beachte, Z9 + (79 definiert eine R-Basis von C9.
Aus CY = RY + QRY als R-Vektorraum folgt CY/A = (R/Z)? im topologischen
Sinn].

Dies hat die folgende Konsequenz:

Die Gruppe A operiert durch Translation eigentlich diskontinuierlich auf C? und
der Quotient Alb(X) = C9/A ist daher eine kompakte komplexe Mannigfal-
tigkeit. Beachte, die durch Addition erkldrte Gruppenstruktur + : Alb(X) x
Alb(X) — Alb(X) definiert offensichtlich eine holomorphe Abbildung. Eine
zshg. kompakte komplexe Mannigfaltigkeit ¥ mit einer (kommutativen) holo-
morphen Gruppenstruktur nennt man einen komplexen Torus. In diesem Sinne
ist Alb(X) ein komplexer Torus.
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Korollar 16. Die Projektion pr induziert einen biholomorphen Isomorphismus
komplexer Tori zwischen der Albanese und der Jacobi Varietdt

AIb(X) =C9/A = C9/T = J(X)].

Alb(X, xo) = J(X) héngt bis auf biholomorphe Isomorphie nicht von der Basis-
wahl wy, .., w, von ©2(X) und bis auf Translation nicht vom Basispunkt x ab.

XY als auch Alb(X) sind komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension g (letzteres
folgte aus Lemma 15) und die Abbildung

alb, : X9 — Alb(X)

ist dann (!) offensichtlich auf Grund ihrer Definition holomorph. Aus Korollar 16
und der Surjektivitit von ¢/ und [ folgt, dal dann auch alb surjektiv ist.

Beachte X — X9 vermoge z — (x, o, ..., Zo). Die Komposition von alb, mit
dieser Einbettung X <— X9 definiert eine holomorphe Abbildung

alb: (X, z9) = Alb(X, xo) .

Lemma 16. Fiir g > 1 ist diese Abbildung alb injektiv
alb: X — Alb(X) .

Beweis. Anderfalls gibe es x # xo mit alb(z) = alb(xy) =0. Also Ox (x — x9) =
Ox. Es folgt h°(X, Ox(x — z¢)) = 1. Somit existiert ein 0 # f € M(X) mit
Nullstelle in zy und einfachem Pol bei z. Die zugehorige endliche verzweigte
Uberlagerung 7 : X — P!(C) ist vom Grad 1, also biholomorph (siche Seite 48).
Ein Widerspruch! QED

Folgerung. Fiir g = 1 ist alb aus Dimensionsgriinden biholomorph (Korollar 8).
Es gibt also ein 2 € C mit Im/(§2) > 0 so, daB X eine elliptische Kurve ist:

X=C/HZ+Q-Z)|.
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Greensche Funktionen

Aus Lemma 14 oder der zugehorigen Folgerung 4 ergibt sich, da meromorphe
Differentialformen 7 auf eindeutige Weise (!) um holomorphe Formen in Q(X)
abgeidndert werden konnen so, daf} die Perioden

o

fiir geeignete Reprisentanten der Wege e;,7 = 1, - - - |, ey, der normierten Form n
alle rein imagindr sind, d.h. in 7 - R C C liegen.

Insbesondere kann man die Differentiale wpq dritter Gattung so durch Addition
einer geeigneten Differentialform in €(X') normieren, daf alle Perioden 557 wpQ
rein imagindr sind (7 sei hierbei ein geschlossener stiickweise glatter Weg, der
nicht durch P und () geht). In der Tat sind bis auf Perioden in 27iZ durch Umldufe
um die Punkte P und () alle anderen Perioden gegeben durch Summen von ganz-
zahligen Vielfachen der Integrale fw wpq fiir Reprisentanten der Wegeklassen
€1, ..., eag. Wir nehmen daher im folgenden an, die Formen wpg seien normiert
im obigen Sinn. Dann ist das Integral

Grolz) = Rel [ wr) = [ Refiro)
21 Z1
als Realteil einer lokal holomorphen Funktion eine wohldefinierte globale har-
monische C*°-Funktion auf X \ {P, @}, d.h. wird annuliert von dem Operator
dod = —dod.1In der Ndhe von P bzw. () ist diese Funktion bis auf eine harmo-
nische®? glatte Funktion gegeben durch

Re</z<@ — ) tog(l2]) — log()z — ) -

z z— 2

Durch Multiplikation mit |w(Q)|* und Integration iiber ) definiert man die harmo-
nische Funktion G p(z) mit log-Pol bei P. Die Funktion (pg(z) — Gp(z) +Go(z)
ist harmonisch auf ganz X und wegen des Maximum-Prinzips daher konstant.
Man zeigt dann

Cpo(2) = Gp(2) = Go(2) -

31n lokalen Koordinaten ist d o d gleich 9 0 = $(92 4 07).
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Differentiale zweiter Gattung

Ein meromorphes Differential w € Q!(X) heiBt Differential erster Gattung, wenn
es auf X holomorph ist. Es heifit Differential zweiter Gattung, wenn fiir alle
x € X gilt res,(w) = 0 (Residuenfreiheit). Differentiale w, welche hochstens
einfache Polstellen besitzen, heilen Differentiale dritter Gattung.

Sei nun fiir den Rest dieses Abschnitts X eine zshg. kompakte Riemannsche
Flache. Wir erinnern an die exakte Sequenz

0 — QX) = Q3a(X) = Dive(X)? —= 0.

Fiir jede meromorphe Differentialform 7 ist die Summe ihrer Residuen Null (der
sogenannte Residuensatz). Nach Korollar 13 existiert ein w € Q3,4(X) mit den-
selben Residuen wie 7. Die Differenz 1 — w ist ein Differential 2.Gattung. Also
folgt

Qni(X) = Dgya(X) + Qona(X) 2 Qara(X) N Qona(X) = Q(X) .

Wir werden im nichsten Abschnitt die Existenz von globalen Stammfunktionen
zweiter Gattung studieren.

Stammfunktionen

Die Ableitung w = OF einer meromorphen Funktion F' auf X liefert ein Diffe-
rential 2.Gattung auf X

0: Mx(X) — and(X) .

Umgekehrt besitzt lokal jedes meromorphe Differential 2.Gattung w eine mero-
morphe Stammfunktion (benutze die Laurententwicklung in lokalen Koordinaten;
w= F'(z) -dzund obdA F = z",n € Z mitw = nz""! - dz fiir oBBdA n # 0.
Man erhilt daher die beiden folgenden exakten Garbensequenzen

0 Cx ofx 9 Qf( 0
0 Cx My —2 Qx2na—0

Die lange exakte Kohomologiesequenz der oberen exakten Sequenz liefert
0> Q(X)> H'(X,Cx) = H'(X,0)~0 .
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Analog hat man wegen* H'(X, M) = 0 die exakte Sequenz

C—> M(X) -2 Qppa(X) — HY(X,Cx) —=0 .

Korollar (Obstruktion). Das Hindernis fiir die Existenz einer globalen mero-
morphen Stammfunktion einer gegebenen Differentialform 2. Gattung liegt in der
Kohomologiegruppe H'(X,Cx)

HY(X,Cx) = Qona(X) mod OM(X)].

Fiir jeden glatten Weg ~v : [0, 1] — X mit y(0) = 2o und (1) = z ist fiir z im
Komplement der Polstellenmenge das Integral [ w wohldefiniert und aufgefasst
als Funktion von z bis auf Periodenintegrale holomorph (resp. meromorph auf X).
Diese Funktionen nennt man Abelsche Integrale.

Beispiel. Fiir eine elliptische Kurve X definiert durch y? = 423 + ux + v mit
u,v € C gilt gx = 1 sowie

d d

Qona(X) =C- = 4+ C- 22+ OM(X)

Y Y
mit Q(X) =C- df Fiir die Weierstrafunktion p(z) mit z = p(z) und y = ¢'(2)
ist d;’” = dz und fZZO d?"” € z — zy + A. Genauer fol dz = 1 und foﬂ dz = Q
(die Wege sind Geraden in C von 0 nach 1 resp. von 0 nach 2. Im Quotienten
X = C/A sind diese Wege geschlossene Wege! Analog ist x;ﬂ = p(2)dz und
[ = = [F p(2)dz € —((2) + (=) + T fiir das Gitter

20 Y

H:—/Olg“(z)dz-Z—/OQC(z)dz-Z.

3*Ubungsaufgabe: H'(X, Myx) = 0. Hinweis: Jeder Kozykel f;; € Z}(X, Mx) hat in
Z4 (X, Mx) beziiglich einer geeigneten endlichen Verfeinerung (Schrumpfung !) V von U nur
endlich viele Pole und liegt daher im Bild von Z},(X, Op) fiir einen geeigneten Divisor D > 0
vom Grad >> 0. Wegen Serre-Dualitit H' (X, Op) = H°(X,Q ® Ox(—D)) verschwindet aber
HY(X,Op) fiir deg(D) > deg(Qx) = 2g — 2.
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Exakte Garbensequenzen

Im Folgenden die Liste der benutzten exakten Garbensequenzen. Fiir abelsche
Gruppen C' = B/A die Sequenz

0—=Ax - Bx - Cx =0

und als Spezialfille
0—>ZX—>(CX—>C§(—>O

0—>Zx —Zx — (Z/pZ)x — 0
0—Zx -Cx = (C/Z)x —0.
Die aus dem Poincare Lemma folgenden d-Sequenzen
0— Cx = AX = AX gosea = 0
0 = AX cosea = Ax = A% — 0.
Die 0-Sequenzen (Dolbeaut Sequenzen) fiir lokalfreie O x-Modulgarben £
0= &= AY(E) = A% (E) = 0.
Die 0-Sequenzen
0-Cx =-0x—=>Qx —0.
0—=Cx - Mx = Qx9pa — 0.
Die meromorphen 0 log-Sequenzen
0->C5 -0y = Qx —0
0—=Cy > M\ = Qxsqa—0.
Die Divisoren-Sequenz
0 — Divx — Divxc — Divx c/z) — 0.
0— Oy - My = Divy = 0.
Die Residuen-Sequenzen
0= Qx — Q392 = Divy — 0
0= Qx = Qx3rq = Divxc — 0.
Die Exponential-Sequenz

0—>Zx >0x = 0% —0.
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