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§1 Topologische Raume

Ein topologischer Raum besteht aus einer Menge X mit einem System A von Teilmengen,
den abgeschlossenen Teilmengen. Es soll gelten

1) A,B € A impliziert AUB€ A
2) Beliebige Durchschnitte von Mengen in A sind wieder in A
3) X und 0 sind in A
Die Komplemente der abgeschlossenen Mengen sind die offenen Mengen.

Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen heiBt stetig, wenn Urbilder
von offenen Mengen wieder offen sind. Aquivalent: Urbilder abgeschlossener Mengen
sind wieder abgeschlossen. Es bezeichne Top die Kategorie der topologischen Raume
mit stetigen Abbildungen als Morphismen.

Jede Teilmenge Y eines topologischen Raum X wird, versehen mit der induzierten
Topologie ANY, A€ A, wieder ein topologischer Raum.

Ein topologischer Raum X heiBt quasikompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X
eine endliche Teiluberdeckung zulasst. Aquivalent: Ist ein Durchschnitt abgeschlossener
Teilraume leer, dann bereits ein endlicher Teildurchschnitt.

Ein topologischer Raum X heiBt noethersch, wenn jede absteigende Kette von abge-
schlossenen Teilmengen stationar wird. Aquivalent dazu ist: jede offene Teilmenge ist
(quasi)kompakt. Hinweis: Verwende das Durchschnittskriterium fiir Quasikompaktheit.

Eine abgeschlossene Teilmenge Y eines topologischen Raumes X heiBt irreduzibel, falls
Y nicht als (nichttriviale) Vereinigung von zwei abgeschlossenen Teilmengen geschrieben
werden kann. Ist Y irreduzibel, dann auch jede offene Teilmenge von Y.

Lemma: Sei X noetherscher topologischer Raum. Jede nichtleere abgeschlossene Teil-
menge Y von X, kann als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Mengen
geschrieben werden

Y=Y U..UY, .

Man kann obdA annehmen Y; ¢ Y; fir i # j. In diesem Fall sind die irreduziblen
Komponenten eindeutig bestimmt.

Beweis: Gabe es keine solche endliche Darstellung, folgt mittels eines SchubfachschluBes
die Existenz einer nicht stationaren absteigenden Kette abgeschlossener Mengen. Die
Eindeutigkeit folgt dann sofort aus der Definition der Irreduzibilitat.






62 Garben

X sei ein topologischer Raum

Unter einer Pragarbe G abelscher Gruppen auf X versteht man eine Kollektion von
Daten:

(U offen in X) — G(U) (abelsche Gruppe)

(U V) res(V,U) : G(V) — G(U) (Gruppenhomomorphismus)
mit folgenden Eigenschaften:

(i) G(0) =0

(i) res(U,U) = id

(iii) res(V,U) ores(W,V) =res(W,U) falls U cV c W

Eine Pragarbe heiBt Garbe, falls zusatzlich gilt: Es sei V' = U, V; eine offene Uberdeckung
durch v; c V. Dann gilt

G1) res: G(V) — [I;e; G(V;) ist injektiv.
(Ein Schnitt s verschwindet, wenn seine Restriktionen s; auf die V; verschwindet)

G2) Zu s; € G(V;) mit res(V;, ViNV;)(si) = res(V;, V; NV;)(s;) existiert ein s € G(V) mit
si =res(V,V;)(s).

(Lokale Schnitte lassen sich zu globalen Schnitten verkleben, falls sie (notwendigerweise
wegen (iii)!) auf den paarweisen Durchschnitten iibereinstimmen).

Aquivalent: Die Sequenz
0-GV)—][cv) - [[6VinV)
i ij
ist exakt.

Beispiele: 1) G(U) = C(U) ={f : U — R stetig} (Garbe der stetigen Funktionen)

2) X c C offene Teilmenge. G(U) = O(U) ={f : U — C holomorph} (Garbe der holomor-
phen Funktionen)

3) Sei H eine abelsche Gruppe versehen mit der diskreten Topologie. Dann definiert

GWU)={f:U— H stetig }
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die sogenannte konstante Garbe H auf X. (Stetig = lokal konstant wegen der diskreten
Topologie auf ).

4) Die Nullgarbe G(U) = 0 als Speziallfall von 3).

Bemerkung: Falls U offen nichtleer zusammenhangend ist, gilt in Beispiel 3) G(U) = H.
Allerdings definiert

G(U) = H (falls U # 0) und G(0) = 0 im allgemeinen nur eine Pragarbe auf X.
Die Garben abelscher Gruppen auf X werden zu einer Kategorie Aby, wenn man Gar-

benhomomorphismen ¢ € Homx (F,G) definiert als Kollektionen von Gruppenhomomor-
phismen

¢v : F(U) = G(U)

welche (fiir alle V ¢ U) mit den Restriktionsabbildungen vertauschen

Genauso definiert man die Oberkategorie Px der Pragarben auf X.
Fir jeden Punkt x € X definiert man nun einen sogenannten Halm-Funktor von Py bzw.
Abx in die Kategorie Ab der abelschen Gruppen.
F (Prd)-Garbe — F, (Halm in z)
Hierbei ist der Halm gegeben durch

F, =limy,cuF(U) ={(U,s € F(U))}/ =

Hierbei heiBen zwei Schnitte s € F(U) und ¢t € F(V) aquivalent
(U,s) = (V,1)

(reUzce V), wenn es eine Umgebung W von z gibt mit res(U, W)(s) = res(V,W)(t). Die

Menge der Aquivalenzklassen bilden eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition, den
Halm F,. Die einem Schnitt (U,s € F(U)) zugeordnete Aquivalenzklasse in F, heiBt der
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Keim s, von s in F,. Die Zuordnung der Keime s — s, hat folgende Eigenschaft: Das

Diagramm
bu

GU)—= F(U)
G, —2>F,

ist kommutativ (fir z € U).

Bemerkung: Ist G die Garbe der holomorphen Funktionen, dann entsprechen die Keime
in z den Taylorentwicklungen in .






3 _Assoziierte Garbe

Wir konstruieren einen zum VergiBfunktor V : Abx — Px adjungierten Funktor mit der
Eigenschaft Homx (F,V(G)) = Homx(F*+,G). Dieser Funktor ordnet einer Pragarbe F
auf X eine Garbe F* und einen Pragarbenhomomorphismus ¢ : F — F* zu mit der
universellen Eigenschaft

v: F—=a (G Garbe)

Bemerkung: Diese universelle Eigenschaft bestimmt ¢ : F — F* eindeutig bis auf einen
Isomorphismus in der Kategorie Px. Die (bis auf Isomorphie in Aby eindeutig bestimmte)
Garbe F* heiBt die zu F assoziierte Garbe.

Folgerung (aus Bemerkung): Ist F bereits eine Garbe, dann ist ¢ ein Isomorphismus:
¢p:F=2FT,

Konstruktion von Ft:

Setze
FHV) ={s:V = Usev Fyls erfiillt (*) } .

Ein Schnitt in £ (V) muB die Eigenschaften (*) erfiillen:
(*1) s(z) € F,

(*2) s wird reprasentiert durch lokale Schnitte: Fiir jedes z € X gibt es eine
Umgebung U(x) von x und ein t € F(U(x)) mit der Eigenschaft s(z) = t; fir alle
7 e U(x).

Bild:

Offensichtlich definiert F* eine Pragarbe auf X. Der Pragarbenhomomorphismus ¢ :
F — F7 ist definiert durch

te F(V)—{z — Keim t, € F,} € F*(V)

Die Garbeneigenschaften sind erfiillt, da Schnitte in F+(V) Funktionen sind:

G1) Eine Funktion ist Null genau dann wenn sie lokal Null ist.
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G2) Funktionen lassen sich verkleben, wenn sie auf Durchschnitten tbereinstimmen.
Die Bedingung (*) vererbt sich automatisch auf die Verklebung.

Zu zeigen bleibt die universelle Eigenschaft: Wir begnligen uns damit, die Abbildung
F+ — G (siehe oben) anzugeben. Gegeben sei ein s ¢ F*(V). Wir miissen das Bild
t € G(V) angeben. Wird s lokal reprasentiert durch gewisse s; € F(V;) (Eigenschaft
(*)), dann setze t; = v(s;) € G(Vi). Zu zeigen bleibt, daB sich die ¢; zu einem Schnitt
t € G(V) verkleben lassen. Dies folgt aus der Garbeneigenschaft G2) fiir G, falls res(t;) =
res(t;) gilt auf V; nV;. Dies folgt aus dem nachsten Lemma wegen (s;), = (s;): = s(z)
beziehungsweise wegen der Folgerung (t;), = (t;). fur z € V; N V.

Lemma: Fiir eine Pragarbe mit G1) sind aquivalent:
i) s=s"inGV)
i) s, =s, €G, furallex eV

Beweis: Nur ii) = i) ist unklar. Man reduziert sofort auf den Fall s’ =0. Aus s, =0
folgt die Existenz einer Umgebung V(x) von = mit res(V,V(z))(s) = 0. Da die V(z),z € V
ganz V Uberdecken, folgt s =0 € G(V) aus Axiom G1).

Aus der Definition von F* folgt
Korollar: Fir jede Pragarbe F und jedes z» € X gilt: F} = F,.

Beispiel: Sei H,,(U) = H die konstante Prgarbe H, auf X (A diskrete abelsche Gruppe
mit res(U,V) = idy als Restriktionen). Dann ist (H,)" die "konstante Garbe Hx" der
lokalkonstanten Funktionen auf X mit Werten in H.
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64 _Kern, Bild und Kokern

Fur eine Pragarbe F seien G(U) c F(U) unter den Restiktionen stabile Untergruppen,
d.h. res(U,V): G(U) — G(V). Dann definiert G eine Unterpragarbe von F.

Sei ¢: F — G ein (Prd)-Garbenhomomorphismus. Dann definieren

Kern(¢)(V) = Kern(¢y : F(V) — G(V))

und

Bild,(¢)(V) = Bild(¢v : F(V) — G(V))

sowie

Kokern,(¢) = G(V)/p(F(V))

offensichtlich Pragarben auf X.
Lemma: Sind F,G (wie oben) Garben, dann ist Kern(¢) eine Garbe.
Beweis: Als Unterpragarbe einer Garbe erfiillt Kern(¢) automatisch Garbenaxiom G1).

Zu G2): Seien s; € F(V;) Schnitte im Kern (d.h ¢(s;) = 0) mit der Verklebungseigenschaft
res(s;) = res(s;) auf V; nV;. Da F Garbe ist, verkleben sich die s; zu einem Schnitt
s € F(V). Zu zeigen bleibt s € Kern(¢)(V), d.h. ¢(s) = 0. Wegen Garbenaxiom G1) fiir ¢
genuigt dazu aber res(V,V;)(¢(s)) = ¢(res(V,Vi)(s)) = ¢(s;) = 0 (nach unserer Annahme).

Achtung: Im allgemeinen sind fiir Garben F und G jedoch Bild und Kokern im obigen
naiven Sinn keine Garben!

Beispiel: X = C* = C\ {0}. Betrachte die Garben O und O* der holomorphen Funktionen
und der invertierbaren holomorphen Funktionen und den Garbenhomomorphismus

expy : O(U) — O*(U) , f(2) — exp(f(2)) -

Die Funktion ¢(z) = 2z € O*(X) |aBt sich nicht in der Form 2 = exp(f(2)),f € O(X)
schreiben, denn sonst ware § % = 0 wegen der Existenz der Stammfunktion f(z) von
1/z. Andererseits kann man X durch zwei einfach zusammenhangende offene Teilmen-
gen uberdecken, wo eine solche Exponentenschreibweise fiir die Einschrankungen von g
moglich ist (Funktionentheorie Vorlesung!) Somit erfiillt die Pragarbe Bild,(exp) nicht
das Garbenaxiom G2)!

Um diesen MiBstand zu beheben, setzt man fiir einen Garbenhomomorphismus ¢ : F — G
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Bild(¢) = Bild(¢),}

und
Kokern(¢) = Kokern(¢),! .

n

Kokern(¢) wird auch Quotient F/G (beziglich ¢) genannt. Weiterhin heiBt ¢ injektiv
bzw. surjektiv, falls Kern(¢) =0 bzw. Bild(¢) = (Bild(¢),)" = G.

Sei ¢ : F — G ein Garbenhomomorphismus. Wegen dem Lemma und dem Korollar von
§3 ist die induzierte Abbildung Bild(¢) — G halmweise injektiv, also injektiv

P ¢ e
A

/;;!

Bild(F), —% Bild(F)} = Bild(¢)

Die Homomorphiesatze fur abelsche Gruppen und die universelle Eigenschaft des +-
Funktors implizieren sofort folgende universelle Eigenschaften von Kern und Kokern.
(Zur Motivation der Definition von Bild(¢) siehe dann §5).

Kern(¢) erflllt folgende universelle Eigenschaft in der Kategorie Aby der Garben:

Kern(¢) 0

A T~
317 F G
=1

Kokern(¢) erfullt folgende universelle Eigenschaft in der Kategorie Aby der Garben:

0 Kokefn(gb)
3

FW v
XI—[

Dies folgt aus der universellen Eigenschaft des +-Funktors und den Isomorphiesatzen fur
abelsche Gruppen. Wir beenden diesen Abschnitt mit einer

Definition: Eine Sequenz von Garbenhomomorphismen

F4AaY%H

heiBt exakt (bei G), falls gilt
Bild(¢) = Kern(v) .
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65 _Die abelsche Kategorie der Garben

Alle relevanten Aussagen uber Bild, Kern und Kokern lassen sich, wie gezeigt wird,
halmweise formulieren. Somit libertragen sich alle wohlbekannten Eigenschaften der
Kategorie der abelschen Gruppen auf die Kategorien Abx. Die Kategorien Abx sind somit
abelsche Kategorien, also besitzen Nullobjektive, Morphismen konnen "addiert” werden,
Komposition ist distributiv, paarweise direkte Produkte existieren, Kerne und Kokerne
existieren, jeder Morphismus faktorisiert in einen Epimorphismus und einen Monomor-
phismus. Ein Monomorphismus ist der Kern seines Kokerns. Dual fur Epimorphismen
(siehe Hilton-Stammbach).

Lemma: Sei ¢ : F — G ein Garbenhomomorphismus. Dann gilt

(Kern(¢)). = Kern(¢, : F, — Gy)

(Kokern(¢)), = Kokern(¢, : F, — Gy) .

Beweis: Wegen H, = (H'), reduziert man dies auf die entsprechenden "naiven” Aus-
sagen. Diese sind leicht zu verifizieren.

Lemma: Ein Garbenhomomorphismus ¢ : F — G ist ein Isomorphismus (d.h. besitzt eine
Umkehrabbildung in Abx) genau dann, wenn alle Halmabbildungen ¢, : F, — G,z € X
Isomorphismen abelscher Gruppen sind.

Beweis: Die eine Richtung folgt trivialerweise aus der Funktorialitat des Halmfunktors.

Wir nehmen umgekehrt an, alle ¢,z € X seien Isomorphismen. Zu zeigen ist die Existenz
einer Umkehrabbildung fir ¢.

Injektivitat von ¢: Sei s € F(V) mit ¢(s) = 0. Es folgt ¢.(s,) = ¢(s), = 0 fur alle » € X
(Lemma §4 ) und somit nach Annahme s, = 0,z € X. Lemma §4 impliziert s = 0. Es
folgt Kern(¢)(V) =0 fur alle v, d.h. Kern(¢) = 0.

Um die Umkehrabbildung zu konstruieren konnen wir obdA F und G durch die isomorphen
Garben F* und G+ ersetzen. Zur Konstruktion der Umkehrabbildung miissen wir jedem
Schnitt

sEGT(V), 5:V = Upey G, Mit ()

ein Urbild ¢t € F* (V) mit ¢(¢t) = s zuordnen. Da ein solches Urbild wegen der Injektivitat
von ¢ eindeutig ist, gibt diese Konstruktion dann eine wohldefinierte Umkehrabbildung
»~1 oder genauer (¢+)7L.
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Das Urbild ¢ von s unter ¢t findet man durch

S Ud)ml
t: V> UwEV Ga: - UIEV F;E

Eigenschaft (*) vererbt sich von s auf ¢., d.h. t € F*(V): Offensichtlich gilt ndmlich
t(x) € F, und t ist lokal representiert durch Schnitte der Garbe F. Denn reprasentiert
§ € G(U(x)) die Funktion s in einer Umgebung U(z) von z und ist ¢ € F(V(z)) ein
Reprasentant des Keimes ¢, !((5).) in einer Umgebung V(z) C U(z), dann stimmen per
Definition der Keime ¢y (,)() und 5 auf einer Umgebung W (z) c V(x) liberein

res(U(z), W(x))(3) = res(V(x), W(2))(¢v () (1) € GW(x)) .

Es folgt somit aus der Definition der Funktion ¢, daB ¢ auf W(z) von dem Schnitt #
reprasentiert wird.

Als Korollar der letzten beiden Lemmata und der Definition folgt
Korollar: Eine Garbensequenz F-%G%H ist exakt genau dann, wenn alle Halmsequenzen
26,50,

exakt sind (fir alle z € X). Weiterhin ist ¢ : F — G surjektiv (injektiv) genau dann, wenn
alle ¢, : F, — G, surjektiv (injektiv) sind.

Beispiel: Es folgt die Exaktheit der Sequenz (X offen in C)

0—2mZ — 0 — 0" —=0.

Eigenschaften der Kategorie der abelschen Gruppen lbertragen sich mittels der Halmkri-
terien unmittelbar, wie z.B:

Fiir Garbenhomomorphismen ¢ : F — G hat man (Iso)Morphismen
Bild(¢) =2 Kern(G — Kokern(¢))

oder
Kokern(¢) = G/Bild(¢)

oder
F/Kern(¢) = Bild(¢)

Die zugehorigen universellen Abildungen sind halmweise Isomorphismen, also Isomor-
phismen. Analog folgt die Exaktheit

0—-G—H—-H/G—0
oder

Lemma: Ein Garbenhomomorphismus ¢ : F — G ist ein Isomorphismus genau dann, wenn
gilt Kern(¢) =0 und Bild(¢) = G bzw. Kokern(¢) = 0.

14



66_Direktes und inverses Bild

Sei f: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume.

Direktes Bild: Sei F eine Garbe auf X. Dann definiert

(fF)Y(V)=F(f~1(V))
eine Garbe auf Y. Man erhalt einen Funktor f. : Abx — Aby-.

Inverses Bild: Sei G eine Garbe auf Y, dann definiert

(f7HG) (V) = limy, 5(v)coG(U)
eine Pragarbe auf X. Das inverse Bild f~1(G) ist die dazu assoziierte Garbe auf X.
Beachte: l.a. ist f(V) nicht offen.

Ist f: X — Y eine Inklusion, schreibt man auch G|X anstelle von f~1(G) (eingeschrankte
Garbe).

Bemerkung: Fir die Halme gilt (f~!(G)), = Gf(). Insbesondere ist f~!: Aby — Abx ein
exakter Funktor nach §5.

Spezialfall: i, : + — X Inklusion eines Punktes. Dann gilt

i, (G) =G, (Halm) .

x

Adjunktionsformel: Fiir Garben F auf X und G auf Y gilt

ad : Homx (f~1(G), F) = Homy (G, f.(F))
Insbesondere hat man eine kanonische Adjunktionsabbildung

G — f(f7HG)) .
Beweis: Wegen Homx (f~4(G),F) = Homx(f~*(G),, F) genligt es die Formel fur das un-
vergarbte naive inverse Bild auf Pragarbenniveau zu verifizieren.
Situation: Gegeben ¢ € Homx (f~'(G),, F), d.h. ein System (V c X offen)

ov i (fTHUG)(V) = limw: sorycw GWV)  — F(V) .
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Gesucht ¢ = ad(¢) € Homy (G, f.(F)), also ein System +y, fur W c Y offen. Setze vV =
f~*(W). Dann gilt (x) f(V) c W und wir definieren ¢y = ad(¢)w durch das Diagramm

G(W) resy lsz/Df(v)G(W') = fﬁl(G)n(V) .
Yw

J, () W’v

F(FYW) == F(f~1(W)) FV)

ad ist injektiv: Sei vy = ad(¢)w = 0 flr alle W. Zu zeigen ist ¢y = 0 fur alle V' offen
in X. Sei W offen in Y mit f(V/) ¢ W. Es gilt dann V' ¢ V = f~Y(W) und durch
Einschranken (der rechten Seite des obigen Diagramms) folgt

GW) === f~HG)u(V")

x \L¢v’
v

!

Im Limes Uber alle W > f(V’) folgt (oben Gleichheit und damit) ¢y = 0.

ad ist surjektiv: Gegeben sei ein Garbenhomomorphismus ¢ = (). Also ¢y : G(W) —
F(f~'(W)). Sei V offen in X und W offen in Y mit W o f(V) (somit V c f~*(W)). Die
universelle Eigenschaft des direkten Limes liefert ein kommutatives Diagramm

GW) s P(F-1 (W) "L F(V) .

>

) il s Aley
limw 5 p(v)G(W)

Dies definiert Morphismen ¢y : f~1(G),.(V) — F(V), somit ¢ : f~1(G) — F. Offensichtlich
ist ¥ = ad(¢).
Hom-Garbe:

Seien G, F Garben auf X. Dann definiert die Zuordnung
Hom(G, F)(U) = Morap, (G|U, F|U)
eine Garbe auf X.

G1) Gegeben U mit Uberdeckung U; und ¢ : F — G mit ¢|U; = 0. Zu zeigen ist
¢(s) = 0 fir jeden Schnitt. Wegen Garbenaxiom G1) fiir F geniigt dazu ¢(s)|U; =
(6|U:) (res(U,U;)(s)) = 0 fur alle i. Dies ist klar wegen ¢|U; = 0.

G2) Gegeben Garbenhomomorphismen ¢|U; zwischen den Restriktionen von F und
G, welche auf den paarweisen Durchschnitten libereinstimmen. Dann lassen sich die
¢|U; unter Verwendung der Garbenaxiome von F und G (insbesondere Axiom 2 fiir
G) zu einem Garbenhomomorphismus von F nach G verkleben!
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Nullfortsetzung: Sei j: U — X die Inklusion einer offenen Menge U in X. Sei Y = X\ U
das abgeschlossene Komplement. Sei F eine Garbe auf U, dann definiert

R A

eine Pragarbe auf X. Sei jF = (joF)* die assoziierte Garbe. Wegen (jiF), = (joF). gilt
. _(F, zeU

Beachte: Man hat eine Garbeninklusion j(F) — j.(F) wegen

F(V) VcU
0 sonst

Go(F)(V) = {

‘ _[FE(WV) VcU
G (EN(V) = {F(VO U) sonst

Relative Garbensequenz: Bezeichne i : Y — X die Inklusionsabbildung des Komplements,
so folgt

0—4(GIU) — G— i (GlY)—0.

Die erste Abbildung definiert man leicht, die zweite ist die naturliche Adjunktionsabbil-
dung. Exaktheit folgt halmweise wegen

. 0 Y

Trivialerweise gilt folgende 2.Adjunktionsformel

HOmx(jg(G),F) = HOmU(ijil(F)) ’

denn j kann dabei durch j, und j=! durch j ! ersetzt werden, da U c X offen. Aber
JoG(V)=G(V) und j-'F(V)=F(V) fur V. c U, und joG(V) ist Null sonst.
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§7_Kohomologietheorie

Sei im folgenden A eine abelsche Kategorie, z.B die Garbenkategorien oder die Kategorie
Ab oder Modg der R-Linksmoduln iiber einem (nicht notwendig kommutativen) Ring mit
1.

Komplexe K- = (K%.d") in A: d': K' —» K"t mit &l odi =0 fur allei e Z.

Komplexabbildungen: f: K- — L- bestehen aus Abbildungen f: K* — L' in A furic Z,
welche mit den Randabbildungen 4 kommutieren:

Kt — K+l

fril/ l/fzurl

i — [+l

Dies definiert die (abelsche) Kategorie K(A) der Komplexe iiber A. Der i-te Kohomolo-
giefunktor
H':K(A) — A
ist erklart durch
HY(K') = Kern(d')/Bild(d"™') .

Eine Komplexabbildung f : K- — L bildet Elemente im Kern (Bild) von d’ in Elemente
im Kern (Bild) ab, induziert daher eine Abbildung H'(f): H/(K') — H'(L").

Ein Komplex heiBt exakt oder azylisch, wenn alle Kohomologiegruppen verschwinden, d.h
wenn Kern(d') = Bild(d'~!') gilt fir alle i. Wichtige Spezialfalle sind die kurzen exakten
Sequenzen!

Eine kurze exakte Sequenz 0 — F- — G- — K — 0- in der abelschen Kategorie K(A) der
Komplexe induziert eine lange exakte Sequenz (exakter Komplex) in der Kategorie A

= HY(F) — H(G) — H(K) > HT(F) - ...
(siehe LA 11-Skript)

Zwei Komplexabbildungen f,g : K- — L- heiBen homotop, falls es Abbildungen A’ :
K' — L' gibt mit der Eigenschaft 7/ — g° = d""1 o h' + hi*1 0 d’. Dies definiert eine
Aquivalenzrelation. Zwei homotope Komplexabbildungen induzieren dieselbe Abbildung
auf den Kohomologiegruppen Hi(g) = H'(f). Zwei Komplexe heiBen homotop, wenn es
Komplexabbildungen ¢ und 1 zwischen ihnen gibt, deren Zusammensetzung homotop
zur ldentitat idge. bzw. idy. ist.
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8 _Auflosungen

Sei A eine abelsche Kategorie. Dann ist per Definition die Morphismenmenge zwischen
Objekten Hom(F,G) eine abelsche Gruppe. Man erhalt einen kontravarianten Funktor

Hom(.,G): A— Ab

Dieser ist linksexakt, d.h es gibt fiir jede exakte Sequenz (0 =)X —Y — Z — 0 in A eine
exakte Sequenz
0— Hom(Z,G) — Hom(Y,G) — Hom(X, G)

G heiBt injektiv, wenn der Funktor Hom(.,G) exakt ist, d.h. kurze exakte in kurze exakte
Sequenzen tberfiihrt. Offensichtlich aquivalent ist die universelle Fortsetzungeigenschaft

0— X —>Y exakt

ANE

G

Analog definiert man projektive Objekte P fiir die der linksexakte, kovariante Funktor
Hom(P,.) exakt ist.

Die Kategorie A hat geniigend viele injektive Objekte, falls zu jedem Objekt L ein Mono-
morphismus ¢ : L — I in ein injektives Objekt I existiert. (Dual fiir projektive Objekte).

Beispiel: A = Ab. Ein abelsche Gruppe, welche divisibel ist, ist injektiv! (Eine Anwendung
des Zornschen Lemmas!) Zum Beispiel ist jedes Produkt von Gruppen Q/Z oder R/Z
divisibel. Fiir abelsche Gruppen G und g € G gibt es Homomorphismen ¢, : G — R/Z
mit injektiver Einschrankung ¢,| < ¢ > (IR/Z ist injektiv). Dies liefert einen injektiven
Gruppenhomomorphismus [], . ¢,

G- [[RrR/zZ .

geG
Somit hat Ab geniigend viele injektive Objekte ([],..R/Z ist injektiv).

Beispiel: Die Garbenkategorie hat gentigend viele injektive Objekte. Die Adjunktionsab-
bildungen definieren Abbildungen F < [ .y (iz)«(F:). Nach §3, Lemma ist diese Abbil-
dung injektiv. Wahle injektive abelsche Gruppen I, mit F, — I,. Die Garben (i,).(I.)
sind injektiv (reduziere mittels Adjunktionsformel auf die Exaktheit des Funktors i;' 1),
somit ist auch J], . (iz)«(I,) eine injektive Garbe.

Wir nehmen nun an A sei eine abelsche Kategorie mit gentugend vielen injektiven Ob-
jekten. Jedes Objekt G besitzt dann eine injektive Auflosung, d.h. einen zugeordneten
Komplex I' = I(G)

ISR Sy AU N 2N
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mit lauter injektiven Objekten I’ und der Eigenschaft

way={§ 120

Beweis: Wahle injektive Einbettung G — I°, wahle injektive Einbettung 1°/G — I* usw.
Fakt: Injektive Auflosungen sind eindeutig bis auf Homotopie.

Dies folgt aus dem

Lemma: Sei 0 — I° — ' — ... injektiver Komplex und 0 — K% — K' — ... ein fir i > 0
exakter Komplex, dann existiert fir jeden Homomorphismus
¢: HY(K") — H(I")
eine Komplexabbildung v : K- — I, welche ¢ induziert. Die Abbildung ¢ ist eindeutig
bestimmt bis auf eine Homotopie.
Beweis:
HY(K )~ K usw. K% HK )~ Kl
¢>l \poi o o

\ v i
HO(I')——1° I°/H(I') — 1!

Folgerung: Morphismen ¢ : G — G’ induzieren Komplexabbildungen 1(¢): I'(G) — I(G").

Eine Verfeinerung zeigt nun sogar die Existenz eines exakten Funktors von A4 in die Ka-
tegorie der injektiven Komplexe mod Homotopie. Dazu verfeinert man die Konstruktion
der injektiven Auflosung, so daB nun einer kurzen exakten Sequenz

0—-G —-G—-G"—=0

eine kurze exakte Sequenz 0 — I(G') — I'(G) — I(G") — 0 injektiver Auflosungen
zugeordnet wird. Konstruiere wieder iterativ durch Wahl injektiver Einbettungen
0—G —=G—q" —0 .

y
0—=1'—=1—=1"—0

Wabhle zuerst I’ und 1”. Setze dann I = I’ I”. Die Einbettung von G nach I konstruiert
man mittels der Injektivitat von I’!! Die Kern-Kokern Sequenz (s. LA-Il Skript) liefert
die Exaktheit der Kokernsequenz. lteriere damit zur Konstruktion der Auflosungen.

Bemerkung: Eine kurze exakte Sequenz von injektiven Moduln ist immer splitexakt, d.h
induziert von einer Summenzerlegung! Es geniigt sogar die Injektivitat des linken Terms.

Es gilt also
I'(G) 2 I'(G") & I (G") .
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69 Derivierte Funktoren

Sei nun F ein additiver kovarianter Funktor von einer abelschen Kategorie A in eine
abelsche Kategorie B. Das heit, I bildet paarweise direkte Summen in ebensolche ab
F(Go G = F(G) @ F(G"). Wir nehmen an, A habe geniigend viele injektive Objekte.
Dann definiert man neue additive Funktoren F?: A — B, i > 0 durch

F'(G) = H(F(I'(Q))) I(G) (injektive Auflosung) .

Die F' heiBen rechtsderivierte Funktoren. Diese hidngen (bis auf Isomorphie) nicht von
der Wahl der injektiven Auflosung ab. Einer kurzen exakten Sequenz

0-G —-G—-G"—=0

in A werden splitexakte Sequenzen unter I' zugeordnet, welche unter dem additiven
Funktor F in ebensolche libergefiihrt werden. Man erhalt also eine kurze exakte Sequenz
(1) von Komplexen 0 — F(I'(G")) — F(I'(G)) — F(I'(G")) — 0 der Kategorie B. Ubergang
zur Kohomologie liefert dann (fiir jede kurze exakte Sequenz in A) eine zugeordnete lange
exakte Sequenz derivierter Funktoren in B

0— FYG') — F(G) — FO(G") > FY(G') —

Bemerkung: Ist F linksexakt (d.h. F erhalt Kerne), dann ist F automatisch additiv und
es gilt F° = F wegen

F(G) = F(Kern(I' — I')) = Kern(F(I°) — F(I')) = F(Q) .
Bemerkung: Injektive Objekte G sind F-azyklisch, d.h. Fi(G) = 0 fir alle i > 0.

Bemerkung: Ist F ein linksexakter Funktor, dann ist F exakt genau dann, wenn gilt
Fi{(G) =0,i >0 fir alle G.

Die folgenden Funktoren F sind linksexakt und kovariant:

1) T: Abx — Ab mit T(G) = T'(X,G) = G(X).
2) Hom(F,.) : Abx — Abx

3) Homx(F,.): Abx — Ab

4) f.: Abx — Aby fiir stetiges f: X — Y.

Die derivierten Funktoren liefern in diesen Fallen die Garbenkohomologie H(X,G) (Fall
1), die &xti(F,G) Garben bzw. Eaxti (F,G) Gruppen und im letzten Fall die hdheren
direkten Bildgarben

R'f.(G)
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auf v fiir Garben G auf X. 1) ist ein Spezialfall von 4).

Bemerkung: Die Funktoren j; und f=! sind exakt und haben daher triviale hohere deriv-
ierte Funktoren. Fir abgeschlossene Einbettungen f:Y — X ist auBerdem f,. exakt, denn
die Halme stimmen auf der abgeschlossenen Teilmenge Y tberein und sind auBerhalb Y
Null.

Korollar: Ist i : Y — X eine abgeschlossene Einbettung, dann gilt

HY(Y,G) = H"(X,i.(G)) .

Beweis: Die Aussage gilt fir v = 0! Ist I eine injektive Auflosung von G, dann ist i.(I")
eine injektive Auflosung von i.(G). Denn i, ist ein exakter Funktor und es gilt

Lemma: Der direkte Bild Funktor f. fihrt injektive Garben in injektive Garben uber. Ist
j offene Einbettung, dann bildet j~! ebenfalls injektive Garben in injektive Garben ab.

Beweis: f. besitzt den exakten linksadjungierten Funktor f=1. Also ist Homy (-, f.I) =
Homx (f~'(—),I) exakter Funktor (I injektiv). Analog besitzt j=' den exakten linksad-
jungierten Funktor j, im Fall offener Einbettungen (2.Adjunktionsformel).

Bemerkung: Ist F : A — B ein linksexakter kovarianter Funktor zwischen abelschen
Kategorien und A habe geniigend viele injektive Objekte. Dann sind die derivierten
Funktoren F? (bis auf Isomorphie) eindeutig charakterisiert durch die Eigenschaften:
F°=F, Fi(I) =0 fur I injektiv und i > 0 und die Tatsache, daB die F funktoriell kurzen
exakten Sequenzen in A lange exakte Sequenzen in B zuordnen.

Beweis: Siehe Lemma 1 des nichsten Abschnitts. Es folgt namlich (mit den dortigen
Bezeichnungen)
FUG) = F(B"™H/F (XY (i>0)

fur eine injektive Auflosung X- von G.

Dieser Isomorphismus ist funktoriell. Dies zeigt man mit Hilfe des folgenden Lemmas
(der Beweis ist eine Diagrammjagt)

5-Lemma: Sind zwei exakte Sequenzen gegeben mit

G1— Gy — G35 — G4 — G5

H, — Hy, — H3 — H, — Hj

dann folgt G3 = Hs.
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Beispiel: Fiir X = C* = C\ {0} hat man eine exakte Sequenz

0 — 2mZ — O(X) — 0*(X) % HY(X,2miZ) — H'(X,0)

2mil

/
% g,
9(2)
Kohomologietheorie liefert hier also einen algebraischen Ersatz fiir eigentlich " transzen-

dent” aussehende Konstruktionen wie Integrale in der Bildung 6§ : g(2) — ¢ -"g/((j)) dz.
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§10 F-azyklische Objekte

Sei A eine abelsche Kategorie mit gentigend vielen injektiven Objekten. Sei
F:A— B

ein linksexakter, kovarianter Funktor in eine abelsche Kategorie B mit seinen derivierten
Funktoren Fi.

Definition: Ein Objekt X von A heiBt F-azyklisch, falls gilt
Fi(X)=0 i>0.
Beispiele: 1) Injektive Objekte sind F-azyklisch.

2) Wolkenkratzergarben (i,).(G), G abelsche Gruppe, sind I'-azyklisch.

Ein Komplex (X-,d"):0— X° — X! — ... bestehend aus F-azyklischen Objekten X? heiBt
F-azyklische Auflosung von G (in A), falls H°(K*) = G und falls H'(X") = 0 gilt fiir i # 0.

1.Lemma: Fur eine F-azyklische Auflosung X von G in A gilt

Beweis: Der Fall i =0 ist trivial. Setze B = Bild(d"). Man hat kurze exakte Sequenzen
0—-G—-X"-B"=0

0-B'>X'=>B'>0

Man erhalt aus der ersten kurzen exakten Sequenz mittels der langen exakten Sequenz
FY(G) = F~YB% i>2

FYG)=2HYF(X)) i=1.

Letzteres wegen
F(G)“— F(X% — F(B") — FY{(G) —0

s [
oy
|

F(BY— F(X?)
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Die Aussage folgt somit fiir i = 1. Ersetzt man nun G durch B und X° — X! — ... durch
X! — X2 — ..., so folgt die Behauptung durch Rekursion.

Definition: Eine Garbe G heiBt welk, wenn ihre Restriktionsabbildungen surjektiv sind.
Eine Garbe G heiBt schlaff, wenn fur alle 7 = 1/G die Abbildungen = : I1(U) — J(U)
surjektiv sind fiir alle U offen in X. (Aquivalent dazu ist H'(U,G) = 0 fiir alle U offen).

2.Lemma: Welk impliziert schlaff.

Beweis: Sei s € J(U). Sei (V,t) maximal mit V. .c U und t € I(V) mit n(t) = res(U,V)(s)
(Zorns Lemma und Axiom G2). Behauptung: U = V. Andernfalls wahle = ¢ V, eine
Umgebung vV’ von z und ¢’ € I(V’) mit n(¢') = res(U,V’)(s). Dann gilt g = res(t) —res(t') €
G(V NnV’). Man kann ¢ durch ¢ € G(V’) so abdndern, daB gilt g = 0 (G ist welk!).
Verheftung von ¢ mit ¢’ liefert dann einen Widerspruch zur Maximalitat von (V¢).

Fir den SchluB reicht G Cech-welk, d.h daB fiir alle v,V offen die Abbildung G(V) @
G(V") — G(V nV’) surjektiv ist. Es folgt: welk impliziert Cech-welk impliziert schlaff.

3.Lemma: Injektiv impliziert welk impliziert Cech-welk impliziert schlaff impliziert f.-
azyklisch fur alle f impliziert T-azyklisch.

Beweis: 1) Betrachte fiir U offen in X die Garbe Z = ;i(Z|U) auf X. Man hat fiir v c U
offen (betrachte die Halme!)

ZV — ZU .
Fir Garben G auf X gilt G(U) = Homy(Z,,,G|U) = Homy((Z,)",j~'G) = Homx (Zy, G)
wegen der 2.Adjunktionsformel. Aus G injektiv folgt daher G welk

G(U) — G(V) .

2) Sei G schlaff. Wahle G — I mit I injektiv (welk), dann ist 7 = G/I welk (Kern-Kokern
Sequenz!), also insbesondere auch schlaff. Wir wollen zeigen, daB3

0— f«(G)— f.(I) = fu(J) — 0
exakt ist. Dann folgt wegen R'f.(I) = 0 sofort R'f.(G) = 0. Analog R!f.(G) = R*='f.(J)
fur i > 2. Man schlieBt dann Rif.G = 0,i > 2 per Induktion nach i. Zur Existenz der
obigen kurz exakten Sequenz genuigt Exaktheit des Schnittfunktors fur V offen in Y.
Dazu gentigt wiederum

0— GU) = I(U) — J(U) =0
fur alle U = f=1(V) offen in X. Benutze dazu nun, daB G schlaff ist!

Bemerkung: Fiir parakompakte C*°-Mannigfaltigkeiten gibt es fiir offene Vereinigungen
W =V UV’ immer C>= Funktionen py,py, mit Trager in V resp. V' und 1 = py + py- auf
W (Partition der 1). Somit ist fiir f € C*(VNV’) dann f = fpy + fpy: und fpy € C>(V)
(Nullfortsetzung) und fpy: € (V) (Nullfortsetzung). Somit ist C=(X) (oder jede
C>-Modulgarbe) eine Cech-welke Garbe, also I'-azyklisch.
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1 Affine algebraische Geometrie

R kommutativer Ring mit 1 (im folgenden alle Ringe komm. mit 1)

Spec(R)= Menge der Primideale von R

Zariskitopologie auf Spec(R): A C Spec(R) abgeschlossen genau dann wenn
A=Z(I),I |deal von R .

Hierbei bezeichne Z(I) die Menge derjenigen Primideale von R, welche I umfassen.

Man hat einen (kontravarianten) Funktor von der Kategorie der kommutativen Ringe
mit 1 und Ringhomomorphismen in die Kategorie der topologischen Raume mit stetigen
Abbildungen

Spec: Ring — Top
Einem Ringhomomorphismus f: R — R’ wird dabei zugeordnet die stetige Abbildung
Spec(f) : Spec(R') — Spec(R)
definiert durch Spec(f)(p) = f~(p) (Urbild eines Primideals ist wieder Primideal!)
Eine wichtige Rolle spielt die
Lokalisierung: Sei f € R. Zugeordnet ist ein Ringhomomorphismus

¢:R— Ry = RIX]/(Xf—1).

Dieser Ringhomomorphismus ist universell: Jeder Ringhomomorphismus ¢ : R — R/,
welcher f auf eine Einheit ¢(f) € (R')* abbildet, faktorisiert in eindeutiger Weise uber
die Lokalisierung R — Ry.

Man zeigt nun leicht (s. Atiyah MacDonald), daB
Spec(¢) : Xy = Spec(Ry) — X = Spec(R)

eine Inklusion ist. Das Bild ist eine offene Menge, das Komplement die abgeschlossene
Menge Z(I) der Primideale, welche das Hauptideal I = (f) enthalten

X =X;UZ(f) .
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Ist x € U, U offen mit abgeschlossenem Komplement Z(I). Dann existiert f € I mit
f &ps d.h. 2 € Xy CU. Die X bilden daher eine Basis der Zariski Topologie.

f € R kann als Funktion f: X — &,cxR/p, aufgefaBt werden mit f(z) := f mod p, €
R/p; C ®zexR/p.. Xy ist die Menge aller z € X mit f(z) # 0. Da R/p, nullteilerfrei ist,
folgt

Fakt: Fiir jede natiirliche Zahl n> 1 gilt (Potenzierungstrick)

Weiterhin gilt
XpNXp =Xpp,

Allgemeiner sei S mit 1 € S eine multiplikativ abgeschlossene Menge in R, dann existiert
ein Lokalisierungshomomorphismus R — S~'R, universell mit der Eigenschaft, daB Ele-
mente aus S auf Einheiten abgebildet werden. Es gilt

ST'R={r/s|scSreR} =

wobei r/s =1//s' genau dann wenn ein s” € S existiert mit
(rs' —1's)s" =0
in R. Es gilt S'R =0 genau dann wenn gilt 0 € S.

Ein wichtiger Spezialfall: S = R\ p, mit p, Primideal in R.
Die zugehorige Lokalisierung R, = (R\ p,) 'R ist ein lokaler Ring. Das eindeutige maxi-
male Ideal von R, wird erzeugt vom Bild von p, in R,.

Das Nilradikal Das Nilradikal Rad(0) eines Ringes R ist {r € R |3 n €N, " =0}. Dies ist
ein Ideal in R mit

Rad(0)= (] 1= -

z€Spec(R)

Die Inklusion c ist trivial (p, Primideale!). Umgekehrt, ist f € R nicht nilpotent und
somit Ry # 0 (!), dann existiert mindestens ein x € Spec(Rs) C Spec(R), somit = ¢ Z(f)
bzw. f ¢ p,, insbesondere also nicht im Durchschnitt aller p,. Es folgt:

Z(0)=2z(I) (I Ideal)

gilt genau dann wenn gilt
0C I C Rad(0) .
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Spec(R) ist ein quasikompakter Raum. Gegeben sei eine offene Uberdeckung, obdA von
der Form

Spec(R) = U;Spec(Ry,) .

Es folgt NZ(f;)) = Z(>, Rfi) =0, also I =3 Rf; = R (sonst ex. max. Ideal iiber 1) und
Zcifi =1 (fur c; € R)

(endliche Summel!). Somit gilt bereits R = 3" Rf; (endliche Summe!) und endliche viele

Spec(Ry,) uberdecken X. Umgekehrt liefern £y, ..., f, € R mit Y ¢;f; = 1,¢; € R eine offene

Uberdeckung X = u; Xy, .

Im allgemeinen sind beliebige offene Teilmengen von Spec(R) nicht mehr quasikompakt.
Dies ist jedoch immer dann der Fall, wenn der Ring noethersch ist, z.B. also wenn R
endlich erzeugt ist als Ring liber Z oder tiber einem Korper k.
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§2 Modulgarben auf geringten Raumen

Eine Ring(prd)garbe ist eine (Prd)garbe, deren Schnittgruppen (komm.) Ringe sind und
deren Restriktionsabbildungen Ringhomomorphismen sind. Ein topologischer Raum X
versehen mit einer Ringgarbe Ox heiBt geringter Raum. Alle Halme O, sind Ringe. Unter

einem Morphismus

(fvf/) : (X,Ox) - (YvOY)

zwischen geringten Raumen versteht man eine stetige Abbildung f: X — Y zusammen
mit einem Garbenring(!)homomorphismus

f/ 10y — f*(OX)

von Ringgarben auf Y, welcher den Pullback von Schnitten beschreibt: Wir schreiben
daher auch ¢ o f anstatt f/(¢).

Ist (X,0x) ein geringter Raum, dann ist eine Ox-Modul(prd)garbe M eine (Prd)Garbe
auf X, so daB alle Schnittraume M (U) Moduln unter Ox(U) sind und alle Restriktionen
Modulhomomorphismen. Ein Garbenhomomorphismus von Ox-Garben ¢ : M — N heiBt
Ox-linear,

¢ € Homo, (M,N) ,

wenn alle Abbildungen ¢y : M(U) — N(U) Ox(U)-linear sind. Dies definiert eine Un-
terkategorie Mody von Abx.

Diese Kategorie erlaubt Summenbildung. Das Tensorprodukt ist die zur Pragarbe
(M ®ox N)(U)=MU) @0, w) NU)
assoziierte Garbe. Die Pragarbe
U — Homou(M|U,N|U)

definiert eine Ox-Modulgarbe genannt Home, (M, N). Ist M eine Ox-Modul Pragarbe,
dann ist die assozierte Garbe eine Ox-Modulgarbe. Somit sind Kern und Bild und
Kokern von Ox-linearen Garbenhomomorphismen Ox-Moduln. Die Kategorie Modx ist
somit eine abelsche Kategorie. Eine Sequenz von Ox-Moduln ist exakt in Modx genau
dann wenn sie exakt in Aby ist.

Modulgarben O% = &]_,0x heiBen frei vom Rang r. Eine Modulgarbe M heiBt lokal frei,
wenn es eine Uberdeckung U; von X mit M|U; = Oy gibt. Der Rang ist in diesem Fall
eine lokalkonstante Funktion. Eine lokalfreie Garbe vom Rang 1 nennt man Linienbtindel.
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Untermodulgarben von Ox nennt man ldealgarben. Ist (f, /) : (X,0x) — (Y,0y) ein
Morphismus geringter Raume, dann hat man

0—J—0y L f.(0x) .

J ist eine Oy ldealgarbe auf Y. Mittels der Adjunktionsformel liefert f’ einen Garben-
ring(!)homomorphismus
fH(Oy) = Ox .

Ist M eine Modulgarbe auf X, dann wird f.(M) eine f.(Ox) Modulgarbe und via f’ eine
Oy Modulgarbe auf Y. Man erhalt einen Funktor

fe: Modx — Mody .

Ist N eine Oy Modulgarbe auf Y, dann wird f~1(N) eine f~!'(Oy) Modulgarbe und
fX(N) = f~Y(N) ®;-1(0y) Ox eine Ox Modulgarbe via der adjungierten Abbildung zu f’.
Man erhalt einen Funktor

f*: Mody — Mody .

Es gilt f*(M®o, N) = f*(M)®o, f*(N). Benutze universelle Eigenschaften und Halmkri-
terium.

Beispiel: f*(Oy) = Ox (per Definition!)

Beispiel: Ist f: U — X eine offene Einbettung, dann gilt f*(G) = f~*(G) = G|U (Restrik-
tion).

Es gilt die Adjunktionsformel

Homo, (f*(N), M) = Homg-10,)(f ' (N), M) = Homo, (N, f(M))

fur die Funktoren f. und f*. Im allgemeinen ist jedoch f* (im Gegensatz zu f~! nicht
mehr exakt.

Beispiel (Vorgriff auf §3): Sei R = Z, und i : = — X der abgeschlossene Punkt in X =
Spec(R). Sei Ox(X) = R,0x(0) =0 und Oy (Y) = R/p. Dann sind i~'(Ox) = R, = R und
i*(Ox) = R/p verschiedene Ringgarben auf Y, falls i die abgeschlossene Immersion ist
gebildet zu R — R/p.

Projektionsformel: Ist f : (X,0x) — (Y,0y) ein Morphismus in der Kategorie der ger-
ingten Raume, M eine Ox-Modulgarbe und N eine lokalfreie Oy-Modulgarbe auf Y, dann
ist der naturliche Morphismus

fo(M) ®@0, N = fo(M @0y [*(N))
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ein Isomorphismus.

Beweis: Die Adjunktionsformel liefert eine natiirliche Abbildung f*f.(M) — M und somit
eine naturliche Abbildung von f*f.(M)®o, f*(N) nach M®o, f*(N). Die dazu adjungierte
Abbildung betrachten wir. Um zu zeigen, daB sie ein Isomorphismus ist, gentigt es zu
lokalisieren. Wir konnen daher obdA annehmen N = O3 und f*(N) = O%. Dann ist die
Aussage aber trivial.

Bemerkung: Modx hat geniigend viele injektive Objekte.  Hinweis: Kopiere den Beweis
flir Abx mittels Adjunktionsformel (fiir i;* !), und benutze daB die Kategorien der Ring-
moduln geniigend viele injektive Objekte besitzt. Wende dies an auf die Ringe Ox . und
betrachte die Abbildungen (z,0x .) — (X,0x) in der Kategorie der geringten Raume.

Ein analoges Argument wie fir Abyx zeigt
Lemma: Jede injektive Garbe in Modx ist welk.

Folgerung: Sei (f, ) : (X,0x) — (Y,Oy) ein Morphismus geringter Raume, dann hat man
fur die direkten Bilder folgendes kommutative Diagramm

le* . MOdX —— MOdy

Vergissi lVergiss

le* . AbX —_—> Aby

denn der VergiBfunktor Modyxy — Abx ist ein exakter Funktor, welcher injektive Objekte
in welke (also azyklische) Objekte iiberfiihrt. (Ein analoges Diagramm hat man fiir die
Kohomologiegruppen).

Unter den Vorausetzungen der Projektionsformel gilt dann sogar

R f.(M)®0, N =R f.(M®o, f*(N)) .

Beweis: Beide Seiten definieren Funktoren in M, welche kurze exakte Sequenzen in
lange exakte Sequenzen Uberfiihren. Beide stimmen fiir i = 0 iberein. Die linke Seite
annuliert injektive M fir alle i > 1. Die rechte Seite auch, denn direktes Bild vertauscht
mit offenem Basiswechsel (siehe §7) und Einschrankungen injektiver Moduln auf offene
Teilmengen sind welk! Somit sind beide Seiten isomorph.
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63 Schemata

Ein geringter Raum (X, Ox) heiBt lokal geringter Raum, falls alle Halme O, lokale Ringe
(d.h. mit einem einzigen maximalen Ideal) sind. Unter einem Morphismus

(f. ") (X,0x) — (Y,Oy)

zwischen lokal geringten Raumen versteht man einen Morphismus geringter Raume mit
der zusatzlichen Eigenschaft, daB fur alle Punkte » € X der Ringhomomorphismus

. f/ . — Tres .
Oy, t(z) = limy, pmyev Oy (V) = limy, yev Ox(f71(V)) = limyger Ox(U) = Ox o

ein lokaler Homomorphismus ist, d.h. das Urbild des eindeutigen maximalen Ideals ist
wieder das maximale ldeal!

Definition: Wir definieren nun einen kontravarianten Funktor Spec

Spec: Ring — lokal.ger.Raume

R— (X,0x) , (X =Spec(R)) .

Einem Ring R wird der topologische Raum X = Spec(R) zuordnet mit der Strukturgarbe
Ox, welche durch Vergarbung
Ox = (Oxn)"

der Ringgarbe Ox ,,(U) = S;' R entsteht, definiert durch Sy = {s € R | s(z) #0 Yz € U}.
l.Lemma: Oy, = R, (Ox, ist also ein lokaler Ring!)

Beweis: Sei k € Kern(¢) im Kern des surjektiven Ringhomomorphismus
¢ : (OX)I = (OXn)r = limUszS(;lR - S;lR = Rm .

Lokal wird & reprasentiert durch k =r/f € S;'R mit f € Sy, also f ¢ p,. Ist das Bild von
kin R, null, existiert ein f’ ¢ p, mit f/-r =0in R. Dann gilt ff' ¢ p,, d.h. z € X;4. Aus
res(Xy, Xy ) (k) = f'r/f'f =0 folgt k=0 in Ox,(X;s) und somit k=0 im Halm (Ox,)..
Also Kern(¢) = 0.

2.Lemma: Ox,(Xy) = Ry.

Beweis: Fir U = X; ist f € Sy. Umgekehrt ist jedes s € Sy ist eine Einheit in R, denn
offensichtlich gilt Z(s) c Z(f). Also f € Rad(s). Somit 3n, f* =r-s. Da f/1 € (R;)* also
s/1€ (Ry)*. Daher ¢: Ry = S;'R; = S;;' R bezuglich der universellen Abbildung ¢.
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Lemma 1 und 2 liefern folgende explizite Beschreibung

Ox(U)={s:U— | J R. | s erfiillt (¥) }

2eU
wobei die Bedingung (*) bedeute

1) s(z) € R, fiir alle z € U.
(Hierbei sei R, = S™'R,S = R\ p, der lokale Ring bei = mit maximalem Ideal S;'p,)

2) Fiir jedes z € U existiert eine Umgebung V = Spec(R;) ¢ U von z (insbesondere
x ¢ Z(f) bzw. f ¢ p, bzw. f € R\ p,) und ein ¢ € R; mit der Eigenschaft

s(y)=DBildlce Ry = R,) (VyeV).

Bemerkung: Ein Ringhomomorphismus + : T — R induziert eine Abbildung f: X — Y
zwischen den Spektren. Definiere

f': Oy(U) — £.Ox(U) = Ox(f~1(U))

durch Oy (U) 3 s = f'(s) € Ox(f~1(U)). Hierbei sei f'(s): f~(U) — U,ef-1(r) Re durch
s:U — U,y Ty vermoge des Diagramms (lok) definiert

T =T 2 s(fx) -
AR v
R—=R. 3> f'(s)(x)

Beachte z € f~1(U) = y = f(x) € U. Der rechte vertikale Ringhomomorphismus v (t/s) =
¥(t)/1(s) ist ein lokaler Homomorphismus Ty, — R.: Wegen (S, -p,) C S;'p. gilt
Y=H(S; 'pe) D S, py. Andererseits gilt (S, 'p.) C S, 'py, denn aus ¢ (t/s,) € S; 'p, folgt
Y(t) € S;lp, N R = p, respektive t € v~ (p,) = py,.

Bemerkung: Ox, — Ox ist eine Unterpragarbe.

Mit anderen Worten, die kanonischen Abbildungen ¢y : S;'R — Ox(U) sind injektiv.
Fir r/s € Kern(¢y) gilt V2 € U Jp, € R\ p, mit p, - = 0 in R. Das Annulatorideal
Ann(r) C R erfillt daher Ann(r) ¢ p, fir alle z € X. Da jedes echte Ideal mindestens
in einem maximalen Ideal (Primideal!) enthalten ist, folgt daher Ann(r) = R, also r =0
bzw. r/s = 0.

Aquivalenzlemma: Die Kategorie Ring der komm. Ringe mit 1 ist (antidquivalent)
zu einer vollen Unterkategorie der Kategorie der lokal geringten Raume, namlich der
Kategorie der affinen Schemata.
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Beweis: Wir zeigen zuerst, daB R aus (Spec(R), Ospec(r)) rekonstruiert werden kann. Dies
erfolgt mittels des Schnittfunktors T

I': lok.ger.Raume — Ring

(X,0x) — H°(X,0x) .
Behauptung: Es gilt I' o Spec 2 idpging.

Wegen Lemma 2 (fir f = 1) und wegen der letzten Bemerkung ist der kanonische
Ringhomomorphismus ¢x injektiv

¢x: R=HX,0x,)— H°(X,0x) .
Also geniigt zu zeigen

ox ist surjektiv: Ein globaler Schnitt s € HO(X,Ox) ist auf einer Uberdeckung X = UXy,
reprasentiert durch lokale Schnitte

s;i=ri/fi mod = (in Ry,) .

(bei geeigneter Wahl der f; mittels Potenzierungstrick!) Da X quasikompakt ist, gentigen
endlich viele i. Auf den Durchschnitten X;, N Xy, = Xy, stimmen die Halme uberein
und wie oben (Injektivitdt von ¢) folgt Bild(s;) = Bild(s;) in Ry,y,, d.h.

(fif))" - (rif; —r;f;) =0  flr geeignete n;; €IN .

ObdA n = n;; unabhangig von i,j. Der Potenzierungstrick liefert durch Umbenennen
e fi und 7 ff — r; obdA

(*)  firi=fir; €R fur alle ij .

Da die X, den Raum X uberdecken, gilt

dafi=1

fir geeignete ¢; € R. Setze

’/‘ZZC,”MGR.
[

Es folgt ¢x(r) = s. Wegen Garbenaxiom G1) geniigt dazu Bild(r) = r;/f; = s; in Ry,.
Letzteres folgt aus

fir=1ery = [0 em) —r e (D cifidry =1 =0

7
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Volle Unterkategorieeigenschaft: Nun zeigen wir noch, daB jeder Morphismus lokal ger-
ingter Raume

(fv fl) : (Spec(R), OSpec(R)) - (Spec(T), OSpec(T))

von einem Ringhomomorphismus 7' — R induziert wird.

f" induziert zunachst einen Ringhomomorphismus der globalen Schnitte
H(f):T—R ,

welcher mit den Restriktionen zu den lokalen Abbildungen
(f)a: Ty = Ra

fur alle x € X = Spec(R) vertauscht. Wir missen zeigen, daB der Ringhomomorphismus
Y = HO(f") wieder das Paar (f, f') induziert. Die Abbildung Spec(H°(f’)) bildet aber z
auf f(z) ab. Dies folgt aus der Tatsache, daB (f, f’) ein Morphismus von lokal geringten
Raumen ist.

Es bleibt zu zeigen, daB die Abbildungen f’ und Spec(H((f, f)) Ubereinstimmen. Es
genlgt, daB die Differenz der beiden Abbildungen Null ist. Dazu gentgt, daB die Differenz
der Halmabbildungen Null ist. Dies ist aber durch Vergleich mit dem Diagram (lok) leicht
zu zeigen.

3.Lemma: Ox|X; = Ox, fur X = Spec(R).
Somit wegen des Aquivalenzlemmas
3.Lemma’: Ox(Xy) = Ry fir X = Spec(R) und f € R.

Beweis von Lemma 3 und 3": Offensichtlich gilt Ox,,|X; = Ox, .. Da Vergarben mit
Einschrankung auf offene Teilmengen vertauscht G*|U = (G|U)*, folgt Lemma 3. Lemma
3’ folgt dann aus Lemma 3 und dem Aquivalenzlemma 2

Ox(Xyf) = Ox|Xy(Xy) = Ox,(Xy) = Ry .

Definition: Die Kategorie der Schemata ist definiert als die volle Unterkategorie aller lokal
geringten Raume (X, Ox), welche eine Uberdeckung besitzen X = U;X;, derart daB alle
(X;,Ox|X;) in der Kategorie der lok.ger.Raume zu affinen Schemata isomorph sind.

Affine Schemata ¢ Schemata c lok.ger.Raume

Die Notation X;: Sei X ein beliebiges Schema und f € H°(X,0x) ein globaler Schnitt.
Dann definiert X; = {z € X | f(z) #0(!)} eine Teilmenge von X. Auf jeder affinen Karte
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induziert dies eine entsprechende Teilmenge im alten Sinn, insbesondere ist X; somit
offen in X. Es gilt Xy, N Xy, = Xp,5, und Xy = X per Definition.

Definition: Fiir jede offene Teilmenge U eines Schemas (X, Ox) definiert die Einschran-
kung der Strukturgarbe ein Schema (!), ein sogenanntes offenes Unterschema (U, Ox|U).

Beweis: Sei X = (J, X; eine affine Uberdeckung. Die U n X, uberdecken U. UN X, C
X; = Spec(R;) 1aBt sich wiederum durch affine Basismengen X;; = Spec((R;)y, iiberdecken.
Aber (U,0p)|Xi; = (Xi,0x,)|Xi; = Spec(R;)|Xi; (im Sinn lok. ger. R3ume) liefert nach
Lemma 3 das affine Schema (X;;,0x,,) = Spec((R;)s,). Also wird (U,Ox|U) durch offen
affine Teilschemata uberdeckt, und ist somit ein Schema.

Bemerkung: Im allgemeinen ist ein offenes Unterschema eines affinen Schemes nicht
mehr affin.

Beispiel: Sei R = Clz,y]. Das von z und y erzeugte maximale ldeal p definiert einen
abgeschlossenen Punkt von (X, Ox) = Spec(R). Also ist U = X\ {p} offen. Das zugehorige
offene Unterschema (U, Oy) ist nicht affin! Denn X, = U, und X, = U, sowie U,NU, = X,,
sind affin und tiberdecken U. Aus den Garbenaxiomen (und Lemma 3') folgt

Ox(U) = Kern(R; ® Ry — Ryy) -
Also res(X,U) : R = Ox(U). (Benutze R faktoriell; aus P(z,y)/2" = Q(z,y)/y™ fir
Polynome P, Q folgt ="|P und y™|Q). Ware U affin, wiirde folgen U = Spec(H°(U,Oy)) =

Spec(R). Das kann aber nicht sein, da in U der Punkt p fehlt.

Definition: Eine offene Immersion f: (Y,0y) — (X,0x) zwischen Schemata ist per Defi-
nition ein Isomorphismus auf ein offenes Unterschema von (X, Ox).

Definition: Ein Schema (Y,0y) heiBt abgeschlossenes Unterschema eines Schemas
(X,0x), falls es einen Morphismus (i,i') : (Y,0y) — (X,0x) gibt mit i : ¥ — X als
abgeschlossener Einbettung und surjektivem Garbenhomomorphismus 4’

i/ZOX —>Z*(Oy)—>0 .

Eine abgeschlossene Immersion zwischen Schemata ist ein Isomorphismus auf ein
abgeschlossenes Unterschema.
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64 Quasikoharente Garben auf Schemata

Definition von S(M): Ist R ein komm.Ring mit 1 und M ein R-Modul, dann definiert

SM)(U) ={s:U = Uger My | (*)}
mit (*):
1) s(z) € M, = (R\p,)"'M und
2) s wird lokal reprasentiert durch Elemente aus M; = S;'M
eine Ox-Modulgarbe auf X = Spec(R).
Analog zu §3 zeigt man nun das

Aquivalenzlemma: Der Funktor S realisiert die Kategorie Mod(R) der R-Moduln als
volle Unterkategorie der Ox-Modulgarben auf X = Spec(R). Der Umkehrfunktor ist der
Schnittfunktor G — I'(G) = H°(X,G).

S:Mod(R) — Modx (X = Spec(R))
Mw— S(M) .

Bemerkung: Mit Hilfe des + Funktors zeigt man, daB fiir jedes G € Modx ein nattrlicher
Morphismus
ST(@) -G

in Modx existiert.

Analog wie in §3, Lemma 3 und 3’ zeigt man mit Hilfe des Aquivalenzlemmas die folgende
charakteristische Eigenschaft

2.Lemma: S(M)|Xf = S(Mf) bzw. S(]\/[)(Xf) = Mf.

Aus der Konstruktion von S(M) ist klar, daB (analog zu §3, Lemma 1) fiir die Halme
gilt

Somit ist der Funktor S exakt, denn lokalisieren M — My ist ein exakter Funktor
(Ubungsaufgabe !) S ist kompatibel mit der Bildung von ®, &, Hom.(,). (Ubungsaufgabe:
auch mit Produkten 7)

3.Lemma: Ist R — T ein Ringhomomorphismus und sei M € Mod(R). Somit N € Mod(T)
und fir f: Spec(T) — Spec(R) gilt



und
ff(SM))=S(M®RrT) .

Beweis: Ubungsa ufgabel!

Definition: §ei (X,0x) ein Schema. Eine Garbe M in Modx heiBt quasikoharent, falls es
eine affine Uberdeckung von X durch X; = Spec(R;) gibt mit

M|X; = S(M;)
fur gewisse R; Moduln M;.
Beispiel: G = Ox ist quasikoharent.

Dies definiert die Kategorie Qx der quasikoharenten Garben als volle Unterkategorie von
Modx. Wir wollen uns nun iiberzeugen, daB man auf affinen Schemata X = Spec(R)
genau die Kategorie S(Mod(R)) dadurch zurlickerhalt.

4.Lemma: Qx = S(Mod(R)) (beziehungsweise = Mod(R)) fur affines X = Spec(R).
Beweis: Flir jede quasikoharente Ox-Garbe G mit
M = H°(X,G) € Mod(R)

wollen wir zeigen
S(M) =G .

Beachte (via + Konstruktion!): Zwei Garben sind isomorph, wenn alle Schnittgruppen
isomorph sind (kompatibel mit Restriktionen) auf einer Basis der Topologie (den X/'s).

Die Behauptung folgt daher wegen
S(M)(X) = M = G(X)
durch Anwenden (auf S(M) und G) der

charakteristischen Eigenschaft quasikoharenter Ox-Moduln G: Fir X = Spec(R) affin
und f € R gilt

G(X); 2 G(Xy) (G quasikoharent, X affin)

fur alle Xy c X in X = Spec(R). Die Isomorphismen sind kompatibel mit Restriktionen.

Bevor wir den Beweis geben, eine Bemerkung: Sei (X,0x) fiir den Moment ein beliebiges
Schema und f ein globaler Schnitt f € H°(X,0x). Dann hat die Restriktion von f in
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Ox(Xy) ein Inverses! Ist namlich X = uX; eine affine Uberdeckung und ist X; nNxX; =
Uk Xi;k ein System von affinen Uberdeckungen, dann folgt die Behauptung aus

00— Ox(Xy) —1IL; Ox((Xy)y) —IL, ;1 Ox((Xijn)y)

mittels des 5-Lemmas (!). Man hat also eine natiirliche Abbildung
Ox(X)y — Ox(Xy)

induziert von der Restriktion! Dies induziert wegen der universellen Eigenschaft der
Lokalisierung und wegen G(X); = G(X) ®o, (x) Ox(X)s eine naturliche Abbildung

G(X); — G(Xy)
via G(X) ®oy (x) Ox(X)f — G(X) ®o(x) Ox(Xy).

Die zu zeigende charakteristische Eigenschaft besagt, daB diese Abbildung fir affines X
und quasikoharentes G ein Isomorphismus ist

res: G(X)y i>G(Xf) .

Anschaulich bedeutet dies folgendes: Jeder Schnitt aus G(X;) kann durch Multiplika-
tionultiplikation mit einer geeigneten Potenz f" zu einem Schnitt aus G(X) fortgesetzt
werden. Sodann: Ein Schnitt s € G(X) verschwindet nach Einschranken auf X, genau
dann, wenn gilt f*-s = 0 fur ein geeignetes n € IN. Mit anderen Worten: Kern und
Kokern der naturlichen Restriktionsabbildung G(X) — G(X;) sind f-Torsions-R-Moduln.

Beweis der charakteristischen Eigenschaft: Da Moduln vom Typ S(M) diese charakteris-
tische Eigenschaft erfiillen impliziert G quasikoharent, daB X = Spec(R) eine Uberdec-
kung durch endlich viele affine X; = X, besitzt mit G|X; ~ S(M;) fur gewisse R;,-Moduln
M;. Es folgt G|X;NX; = G|Xy,y, = S(M;)y,). Der eigentliche SchluB geht nun wie folgt:

Man startet mit der exakten Sequenz
00— G(X) - @2 G(X;) — @” G(X;N Xj) .

Da Lokalisieren mit endlichen (!) Produkten vertauscht und ein exakter Funktor ist
erhalt man die Vergleichssequenzen

0—=G(X)y @D, G(Xi)s @D, GXinX;)y

T

00— G(Xf) I @l G(Xz N Xf) —_— @i,j G(Xl N Xj N Xf)
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Mit Hilfe von Lemma 2 und dem Fiinferlemma folgt die Behauptung.

Der selbe SchluB zeigt anschlieBend (unter Benutzung der charakterischen Eigenschaft
quasikoharenter Garben im affinen Fall)

Korollar: Sei G eine quasikoharente Garbe auf einem Schema (X,0x). Besitzt X eine
endliche Uberdeckung X = X/, durch affine offene Unterschemata X/, (gebildet zu glob-
alen Schnitten f; € H°(X,0x)) so gibt es kanonische Isomorphismen

G(X)r = G(Xy) fur aIIefeHO(X,OX) .
Korollar(Affinitatskriterium): Ein Schema (X,0x) ist affin genau dann wenn es endlich

viele globale Schnitte f; € H°(X,0x) gibt so daB die X, eine affine Uberdeckung bilden
und so daB das von den f; erzeugte Ideal in H°(X,0x) gleich H°(X,0x) ist.

Beweis: Setze R = H°(X,0x) und Y = Spec(R). Wegen 3" ¢, f; = 1 Uberdecken die Y}, das
affine Schema Y. Wir definieren eine Abbildung

p: XY .

¢ bilde € X ab auf das Primideal {f € R | f(x) = 0}. Offensichtlich gilt fir alle f € R
dann per Definition

(+) ¢ H(Yy) = Xy
Fur f = £, liefert dies

Behauptung: 4| X, : X, =Y}, (Homoomorphismen) fiir alle i.

Beweis der Behauptung: Das letzte Korollar angewandt auf G = Ox gibt Ox(X;,) =
Ox(X)s, = Ry,, also da Xy, affin ist somit X;, = Spec(Ry,) in der Kategorie der lokal
geringten Riume nach §3, Aquivalenzlemma. Insbesondere erhilt man den gewiinschten
lokalen Homoomorphismus. B

Folglich ist ¢ surjektiv, da die Y;, den Raum Y uberdecken. Andererseits ist ¢ injektiv,
denn ¢(z) = #(y) (obdA in Yy,) impliziert wegen (*) z,y € X, und somit wegen der
Behauptung z = y.

Es bleibt die Homoomorphie der globalen Bijektion ¢ zu zeigen: Aber U offen in X ist
dquivalent zu U n X, offen (alle i) ist dquivalent zu ¢(U) NYy, offen fiir alle i (wegen
Behauptung) bzw aquivalent zu ¢(U) offen in Y.

Da ¢ ein Homdomorphismus ist, bilden die X; eine Basis der Topologie von X (da dies
fir Y gilt). Wir identifizieren die Raume X und Y und schreiben ¢ = id. Zu zeigen bleibt

Ox = S(R) (als Morphismus von lok.ger. Ringgarben) .

48



Es geniigt diese Isomorphismus auf einer Basis (den X;'s) der Topologie zu haben -
vertraglich mit Restriktionsabbildungen. Dies folgt aber aus dem letzten Korollar

Ox(Xy) “= Ox(X)s = Ry ““=" S(R)(Xy)

angewandt auf die koharenten Garben G und S(R). Dies zeigt (X,0x) = (Y,0Oy) wie
behauptet.

Bemerkung: Fiir R = C[xz, y] und das maximale Ideale p = (z,y) von R war X = Spec(R)\{p}
nicht affin! Beachte, X, und X, sind affin und Uberdecken X und es gilt R = H°(X,Ox).
Aber das von z und y erzeugte ldeal in R ist eben nicht gleich R.
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65 Permanenzeigenschaften quasikoharenter Garben

Ist f: X — Y ein Morphismus zwischen Schemata und G quasikoharent auf Y, dann ist
f*(G) quasikoharent auf X (reduziere auf den Fall X,Y affin und §4, Lemma 3!).

Ist X ein Schema und Y ¢ X abgeschlossen, dann definiert
Jy(U)={s€ Ox(U) | s(z) =0 fiiralle z ey nU}
eine ldealgarbe Jy C Ox.
Behauptung: Jy ist quasikoharent.
Beweis: ObdA ist X affin und Y = Z(1). Dann gilt
Jy = S(Nyeypy) -

Es genligt namlich, daB beide Garben isomorphe Schnittmengen auf einer Basis, namlich
den X; Mengen, kompatibel mit Restriktionen besitzen. Dies folgt aus Algebra |II.

Bemerkung: Da im affinen Fall X = Spec(R) Qx = Mod(R) eine volle (!) Unterkategorie
von Modx ist, sind Kerne, Bilder und Kokerne von Morphismen zwischen quasikoharenten
Garben wieder quasikoharent. Weiterhin gilt, jede Extension F

0—-G—-F—->G —0

quasikoharenter Garben G und G’ ist wieder quasikoharent. Hinweis: Betrachte die
naturliche Transformation SoTl' — idg, und verwende das 5-Lemma sowie H(X,G) =0
(Serre Kriterium aus §6).

Lemma: Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen Schemata und sei G eine quasikoharente
Garbe auf X. Seien X, Y affin oder X ein noetherscher topologischer Raum. Dann ist

f(G) € Qy (X noethersch top. Raum)
quasikoharent auf Y.

Beweis: ObdA ist Y affin. Die Behauptung ist klar, falls X auch affin ist wegen §4,
Lemma 3. Wir reduzieren auf diesen Fall.

Sei X = UX; eine affine pberdeckung und seien X; N X; = UX;;;, affine Uberdeckungen.
Nach Annahme sind die Uberdeckungen obdA endlich. Aus den Garbenaxiomen G1) und
G2) folgt die Exaktheit der Sequenz

0= G = P ()i (G) = D isn)-(isr) " (G)

.5,k
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und da f. links exakt ist folgt daraus

0= fu(G) = @D (f5i)«ii (G) = ED(Fdijn)« (Gisn) " (G) .

i i,k
Somit ist f.(G) als Kern eines Garbenhomomorphismus zwischen quasikoharenten Garben
quasikoharent.

Variante: Ist f: X — Y eine abgeschlossene Immersion, dann gilt £.(Qx) C Qy.

Beweis (wie im letzten Lemma ohne noethersch!): Die Annahme an f vererbt sich bei
offenem Basiswechsel. ObdA Y affin und damit quasikompakt. Als abgeschlossene
Teilmenge ist dann X quasikompakt. X tragt die von Y = Spec(R) induzierte Topologie
mit der Basis X; = XNY;, f € R. Sei X = UX; eine affine offene Uberdeckung. Uberdeckt
man X; = U;X; (mittels geeigneter f € R), sind wegen X; = X; N X; = (X;); alle
X; c X; offen affin in X. Somit ist obdA X; bereits von der Gestalt X; = X;, (fir
fi € R). Es geniigen endlich viele i (Quasikompaktheit von X). Die Durchschnitte
X,NX; =Xy, =(Xy,)y, bleiben affin!
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86 Kohomologisches Kriterium fiir affine Raume

Serre Kriterium: Fiir ein Schema sind aquivalent

1) (X,Ox) ist affin

2) X ist quasikompakt und es gilt H'(X,G) = 0 fiir alle G quasikoharent auf X.
Korollar: Abgeschlossene Unterschemata Z affiner Schemata X sind affin.
Beweis: H'(Z,G) = H'(X,i.(G)) =0 fir G € Qz nach Il §5 und 1 §9 !).

Beweis 2) impliziert 1):

Sei x € X ein abgeschlossener Punkt. Wahle affine Umgebung von = (mit abgeschlosse-
nem Komplement Y in X). Dann sind Y und Y U {2} abgeschlossen in X und

0 — Jyufzy — Jy — (ix)«(k) — 0
ist exakt mit k = Ox_./p.Ox.. (Korper). Wegen 2) folgt
0— Jyuy(X) = Jy(X) =k —0.
Es gibt somit einen Schnitt f € Jy(X) mit f(z) =1, welcher auf Y verschwindet
reX;CX\Y.

X; ist affin. Die Vereinigung aller solcher X enthalt jeden abgeschlossenen Punkt und
ist somit eine affine Uberdeckung X = U; Xs. (Jede nichtleere abgeschlossene Teilmenge
A eines quasikompakten Schemas X enthalt einen abgeschlossenen Punkt. Benutze dazu
Induktion nach der Zahl affiner Karten). Da X quasikompakt ist, geniigen endlich viele
solche f. Insbesondere ist dann

0—>K—>@OX@:OX—>O
f

exakt und K = Kern(@f) ist auch quasikoharent. Wegen 2) folgt

P H(X,0x) — H(X,0x) = 0.
!

Somit ist (X,0x) affin nach §4.
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Beweis 1) impliziert 2):

X affin impliziert X quasikompakt. Den Verschwindungssatz reduzieren wir auf

Definition: Eine Garbe G € Mody auf einem affinen Schema X erfiillt Eigenschaft C,,
falls fir jeden globalen Schnitt f und fir jedes

¢ € Kern(H"(X,G) — H"(X;,G))
(wir schreiben wieder G fiir G|X;) ein n €IN existiert mit
froe=o0.
Aquivalent ist H"(X,G); — H™(X;,G).
Behauptung: Sei » > 1 und X affin. Eigenschaft ¢, fir G impliziert
H"(X,G)=0.
Beweis der Behauptung: Die Pragarben U — H"(U,G) besitzen eine triviale Vergarbung
H"(G) = H"(.,G)* =0 fiir n > 1. (Denn + ist ein exakter Funktor und H"(.,G) und damit

H"(G) annuliert injektive Garben G, somit sind H™ die derivierten des trivialen Funktors
id: Modx — ModX).

Es folgt: Fir jedes ¢ € H"(X,G) und jedes x € X existiert eine affine Umgebung X,z €
¢ € Kern(H"(X,G) — H"(Xy,,G)) .

Endlich viele der X, iiberdecken den quasikompakten affinen Raum X.
X = Uini .

Aus Eigenschaft ¢, folgt f7"¢ =0 und somit wegen Zcﬁ")fi" =1 (fiir geeignete ¢\ € R)

e=Qd”me=o
fur n gentigend groB. Dies zeigt die Behauptung.
Der Beweis des Serre Kriteriums folgt daher bereits aus

Lemma: Fir G € Qx auf einem affinen Schema X gilt Cy und 4, also H'(X,G) = 0.

o4



Beweis: ¢, wurde bereits gezeigt (s.Il, §4). Wir reduzieren C; auf die charakteristische
Eigenschaft mit einem Cech-Argument. Fir ¢ € H'(X,G) existiert eine (s.oben) endliche
affine Uberdeckung durch X; = X, mit res(X, X;)(¢) = 0. Also

¢ € K(X):=Kern(H'(X,G) — EBH (Xs,Q))

Wabhle I € Modx injektiv mit G — I und J = I/G. Dann gilt H*(U,G) = J(U)/I(U). Aus
dem Diagramm

r s

T

! !

00— G(X) I(X) J(X) HY (X,G)—=0
| |
0 0

ﬁ

folgt
K(X) € Kok(X)

fur Kok(X) := @, ; G(Xi N X;)/ @, G(X;) und analog
K(Xy) & Kok(Xy)

fur f € R. Sei unser ¢ im Kern der Restriktion res : K(X) — K(X;). Zu zeigen ist dann,
daB ¢ von einer Potenz von f annuliert wird. Dazu kann K durch Kok ersetzt werden.
Somit genugt zu wissen

res: Kok(X)y =2 Kok(Xy) .

Letzteres folgt aus dem 5-Lemma

Q

DCXi)f —=BGXiNX;) — Kok(X)y —=0

| . |

(Xi)p) — D G(XiN Xj)f) —= Kok(Xy) —=0

IR

Ye)

—~

wegen der charakteristischen Eigenschaft der Einschrankung der quasikoharenten Garbe
G von X auf die affinen Raume X; N X;, X; unter den Restriktionen nach (X;NX;); bzw.

(Xi)y-
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§7 Der allgemeine Verschwindungssatz

1.Lemma: Fur beliebige Morphismen j: Y — X zwischen Schemata gilt
R"j.(G)()=H"(j7(),G)" (Vergarbung!) .
Insbesondere vertauschen hohere direkte Bilder mit offenem Basiswechsel!

Beweis: Die Funktoren auf beiden Seiten annulieren fir n > 1 welke Garben und fiihren
zu langen exakten Sequenzen. Da sie flir n = 0 libereinstimmen, stimmen sie fir alle n
tiberein. (Einbettung in welke und absteigende Induktion).

2.Lemma: Sei j : Y — X ein Morphismus von Schemata, G eine Garbe auf Y. Aus
R'j.(G) =0 fir 1 <i < n folgt dann

H'Y(X,j.(G) = H'(Y,G)
furi=0,1,....n — 1 sowie
H"(X,j.(G)) — H"(Y,G) .

Zusatz: Ist j: Y — X eine offene Einbettung, dann restringieren auf Y die zugehorigen
Abbildungen zur Identitat von HY(Y,G) fur alle i =0,...,n.

Beweis: Sei Iy — I — ... eine injektive Garbenauflosung von G in Mody . Wegen Rj.(G) =
0 (1 <i<n) ist der folgende Komplex exakt

I J+(G) = jullo) = Ju(lt) = oo = ju(In) -

Da j. die injektiven Garben I; in welke Garben tberfiihrt, erhalt man den Anfang einer
welken (T-azyklische) Aufldsung I von j.(G). Lose nun weiter auf durch injektives I,

. . ju(dn—1) | @ . 8 -
ullo) ——= - —— (L)) =5 (L) 2> Kokern(ji(dn—1))——> I,y -

Je(Ins1)

Anwenden von T' = H°(X,.) liefert die Kohomologie von j.(G)
H™(X, j.(G)) = Kern(D(8) o D(a))/Bild(Lju(dp_1)) = Kern(T(a))/Bild(Tj.(d))

< Kern(T'j.(dy))/Bild(Tj(dn_1)) = H"(Y,G)
wegen T'y = T'x o j,. Offensichlich gilt Gleichheit fiir i < n wie behauptet.
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Wir wenden dies nun an fir X affin und j: Y = X; — X. Beachte j.(Qy) c Qx (auch
ohne die Annahme noethersch). Damit beweisen wir den

Verschwindungssatz: Sei X affin und »n > 1, G = S(M) quasikoharent auf X (und sei der
zugrundeliegende topologische Raum X noethersch). Dann gilt

H"(X,G)=0 (n>1).

Beweis des Verschwindungssatzes:

Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n. Sei X = Spec(R). Zu zeigen ist Eigen-
schaft C,.(f)
H™(X,S(M))y — H"(Xy, S(My))

fur alle koharenten Garben G = S(M) und alle f € R. Wie in §6 folgt daraus der
Verschwindungssatz im Grad n. Fixiere im folgenden f.

Wir beweisen den Satz zuerst in dem

Spezialfall M = M;: Betrachte die Inklusion

j:Xy—X.

Wegen M = M; gilt j.(S(My)) = S(M). Durch Vergarben der Induktionsannahme
(Lemma 1) sind die Voraussetzungen

R™j.(S(Mf))=0 (1<m<n)
von Lemma 2 erfillt. Aus Lemma 2 folgt dann Eigenschaft C,,(f) in der scharfen Form
H"(X,S(M)) = H"(X, j.S(My)) — H"(Xy,5(My)) = H"(Xy, S(M)|Xy)
und damit der Verschwindungssatz im vorliegenden Spezialfall.

Bemerkung: Der oben formulierte Verschwindungssatz gilt auch ohne die Annahme
noethersch (siehe Grothendieck, EGA). Wir benutzen X noethersch zur Vereinfachung
des Beweises: Auf einem noetherschen topologischen Raum ist namlich der naive direkte
Limes von Garben

(lim G;)(U) = lim; G;(U)

wieder eine Garbe (Der direkte Limes in Ab vertauscht mit endlichen Summen und ist
ein exakter Funktor. Daher gelten die Garbenaxiome G1, G2 fiir lim G; im Fall endlicher
Uberdeckungen. Im noetherschen Fall reduziert man sofort auf diesen Fall). Man zeigt
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dann leicht (direkte Limiten welker Garben sind welk; Exaktheit des direkten Limes!)
wie in Hartshorne Seite 209

Der Fall der f-Torsionsmoduln: Ein R-Modul M heiBt f-Torsionsmodul (f € R), falls

jedes m € M von einer Potenz f¢ von f annuliert wird. Es gilt dann also M = lim; M;
mit f*- M; = 0 sowie S(lim; M;) = lim; S(M;) (universelle Eigenschaft!).

Es folgt
H"(X,S(lzml Ml)) = limi Hn(X,S(MZ)) .

Es gilt H"(f) = f (reduziere auf den Fall n = 0). Also f'H"(X,S(M;)) = 0. Somit ist
lim; H"(X,S(M;)) ein f-Torsionsmodul. Also

H™(X,5(M))f =0
fur f-Torsions R-Moduln, und Eigenschaft C,(f) ist daher automatisch erfullt.

Der allgemeine Fall: Sei M ein beliebiger R-Modul. Dann sind Kern K und der Kokern
Q der Lokalisierungsabbildung M — M; f-Torsionsmoduln. Aus

0—-K—-M-—B—0

0—-B—-My—Q—0

folgt wegen (M;); = M, (der Spezialfall) und der Induktionsannahme

0 — H"(X,S5(B)) s~ H"(X,S(Mp))s

0 —= H" (X, S(Bf))— H" (X, S(My))
und damit
0
H
0—= H"(X,5(K))); —= H"(X,S(M))y —= H"(X,5(B))
i J!! JI

0 —= H"(Xy,S(K))f) —= H"(Xy,S(My)) —= H" (X, S(By))

Das heiBt, C,,(f) fir f-Torsionsmoduln und fiir M = M; (sowie die Induktionsannahme)
implizieren Eigenschaft €, (f) fur M. Damit ist der Verschwindungssatz bewiesen.
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8 Verallgemeinerung auf affine Morphismen

Pefinition: Ein Morphismus ¢ : X — Y zwischen Schemata heiBt affin, falls eine affine
Uberdeckung Y = u,;Y; von Y existiert, fir die alle Urbilder ¢g=1(Y;) affin sind.

Satz: Sei g: X — Y ein Morphismus zwischen Schemata (und der topologische Raum X
sei noethersch). Dann sind aquivalent

(i) g ist affin
(i) Rg.(G)=0 fir i >0 und alle G € Qx (quasikoharent auf Xx).
Beweis (i) nach (ii): Wir zeigen das Verschwinden der Halme Rig.(G), =0, i > 0. Dazu

sei (durch Ubergang zu v;) obdA Y und X = g~Y(v) affin. Fiir f € HO(Y,0y) ist
foge H°X,Ox) erklart und fir lokal geringte Raume gilt g=(Y;) = X0,

x—2 oy

J

Xfog —— Y Xog affin !

Aus Lemma 1 und dem Verschwindungssatz von §7 folgt daher die Implikation (i) nach
(i), da die Y; eine Basis der Topologie von Y durchlaufen.

Beweis (ii) nach (i): Sei Y’ c Y offen. Betrachte j: X’ = ¢7'(Y’") — X und ¢’ = g|X".
Aus G’ € Qx folgt G = j.(G') € Qx, da X noethersch ist. Offener Basiswechsel (§7,
Lemma 1) impliziert R'¢.(G') = R'g.(G)|Y’. Letzteres ist Null fiir alle i > 0 wegen der
Annahme von (ii). Somit sind die Vorraussetzungen von §7, Lemma 2 erfiillt. Aus dem
ersten Teil der Aussage von §7, Lemma 2 folgt daher fur alle i >0

HI(X',G") = HI(Y',F) , Fi=g.(d).

Dies gilt fiir alle quasikoharenten G’ auf g~ 1(Y”). Da X noethersch ist, ist F' quasikoharent
auf Y’ nach §5. Ist Y’ affin, verschwindet somit H*(Y’,F) fir i > 0. Somit folgt
HY(X',G") =0 fur alle G’ € Qx/. Da X noethersch ist, ist X’ quasikompakt und nach
dem Serre Kriterium affin. Dies zeigt (i) sowie

Korollar: Sei g: X — Y affin und X ein noetherscher topologischer Raum. Dann ist das
Urbild X’ = g=1(Y”) jeder affinen offenen Menge Y’ c Y affin. Weiterhin gilt ¢.(Qx) C Qv
und fur alle 4

HY(X,G)=H'(Y,9.(G)) , G quasikoharent .

Beispiele fiir affine Abbildungen:

1) Abgeschlossene Immersionen i:Y — X sind affin (Korollar §6)

2) Die Abbildungen j : X; — X sind affin (f € H°(X,0x), X nicht notwendig affin).

61



62



69 Appendix: Die Cech-Auflosung

Sei X ein Schema, G eine Garbe auf X und X = U7, U; eine endliche offene Uberdeckung
von X. Es bezeiche I Teilmengen von {0,...,n}

1= {io,’il,ig,..Jr} mit 10 <11 <tg < ... <1y,
falls #1 = r + 1. Fur jedes I bezeichne
Jr:Ur=NierU;y — X

die zugehorige offene Immersion. Fir jedes Paar I ¢ J hat man mittels der Adjunktions-
formel natirliche Abbildungen

()«(G)(G) = (3.7)«(15)7(G) -

vermge jy = jroj fur j: Uy — Uy und (jr).«id(j1)* — (i1)«d«d*(G1)* = (1)« (Gs)* mittels der
Adjunktionsabbildung id — j.j*.

Ist speziell #I =7 +1 und #J =r+2 mit J = {ig,...,3,41} und I = J\ {is}, dann versehen
wir diese Abbildung mit dem Vorzeichen (—1)® und erhalten durch Aufsummieren

d: P GoG0(@— B ()66 .

I#I=r+1 J#T=r+2

Dies definiert einen Komplex, den sogenannten Cech-Komplex C(G)
0— Co(G)— C1(G) = ... > Cr(G) =0

mit
(@)= @B (-0 (G .

I,#I=r+1

Zur Vereinfachung der Vorzeichenregeln ersetzen wir den Komplex durch einen anderen.
Namlich wir fassen C7(G) alternierend fortgesetzt auf alle (ungeordneten) Kollektionen
I mit #I =7+ 1 (durch Null fortgesetzt bei doppelt auftretenden Indizes).

1.Satz: Der Komplex C(G) ist eine Garbenauflosung von G.
Beweis: H(G — C*(G)) = 0 gilt wegen Garbenaxiom G1) und G2)! Beachte

Un«UnN"(G@V)=GVnU,N..NU;,) .
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Zu zeigen ist allgemein die Exaktheit des Garbenkomplexes G — C-(G). Dies genugt es
halmweise zu zeigen.

Sei x € X. Dann liegt = in einem U;. Bezuglich der Wahl eines solchen i konstruiert man
sich nun Homomorphismen h mit

7:d:dn—l Ohn +hn+1 Odn .
Es folgt, daB der Komplex der Halme bei z (!) nullhomotop ist und somit exakt ist.

Konstruktion von h: Es gilt nach Definition

(ds) (10,01, ey bnt1) = Z(—l)”r@s(s(io, vy ing1)) -
Setze
(hs)(io, ..., in) = Lift(s(i,io, ..., in)) -

Beachte Lift : lZ'mVJE\/G(Ui n Uio N...N Uin
als auch & fuihren "alternierende” Schnitte in ebensolche liber!

N V) = limv7$evG(Ui0 N...N Uin

NV). Sowohl d

Es gilt fur n >2
k(d5) (i0s i) = (d5) iy -y in)

= S(io, il, ,’Ln) — S(i,il,ig, ,Zn) + S(Lio, ceey Z'nfl) N

sowie
d(kS)(ZQ, ...,i7l) = (kS)(il, ,Zn) — (kS)(io,iQ, ,Zn) + (kS)(ZQ, -~-ain—1)

= S(i,il,iz, ,Zn) — S(i,i07i27 ,Zn) + S(i,im ...7Z'n,1) .

Es folgt
i+ kd =id (n>2) .

Somit ist der Komplex azyklisch.

Wir nehmen nun an, alle U; seien noethersche topologische Raume (zum Beispiel wenn
X selbst ein noetherscher topologischer Raum ist). AuBerdem seien alle Abbildungen
ji : Uy — X affin und alle U; affine Schemata. Dies ist aquivalent damit daB alle U; (oder
alle U; nU; nach §8, Korollar!) affine Schemata sind. Ist G quasikoharent, dann auch
(1)« (j1)*(G) sowie die endlichen Summen nach §5 (Permanenzeigenschaften). Auf Grund
des Serre Verschwindungssatzes (fiir U;) und dem Korollar von §8 sind die Garben des
Cech-Komplexes daher T'-azyklisch

HY(X, (1)« (iD)*(G)) = H' (U1, (j1)*(G)) =0 (i >0) .
Es folgt der
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2.Satz: Sei X ein Schema mit einer endlichen Uberdeckung X = Ur,U; durch affine,
offene, _(topologisch noethersche) Teilschemata U;, und sind alle paarweisen Durch-
schnitte U;nU; affin, dann definiert der Cech-Komplex C-(G) eine I'-azyklische Auflosung
von G fur alle quasikoharenten Garben G auf X.

1.Korollar: In dieser Situation gilt
HY(X,G)=0 (i >n)

fur alle i > n und alle quasikoharenten Garben G auf X.

2.Korollar: In dieser Situation gilt fiir jeden globalen Schnitt f € H°(X,0x)

HY(X,G); =2 H'(X;,G) (ieN).

Beweis: Wie in §4! Wir konnen in beiden Fallen die Kohomologie mit der Cech-Auflosung
berechnen! Wegen der charakteristischen Eigenschaft quasikoharenter Garben auf affinen
Schemata gilt

B @I,#[ZT+1 G(Xl)f - @J,#J:r+2 G(XJ)f -

gl gl

e @I,#I:T+l G((Xl)f) - @J,#J:r+2 G((XJ)f) —

Die Kohomologie des unteren Komplexes ist H/(X;,G). Die Kohomologie des oberen
Komplexes ist H¢(X, G)¢, denn Lokalisieren nach f ist ein exakter Funktor und vertauscht
mit endlichen Summen!

Bemerkung: Korollar 2 verscharft die Aussagen von §7 zur Eigenschaft C;(f)!

Bemerkung: Die Kategorie der Schemata besitzt Produkte. Ein Schema X nennt man
separiert, wenn die diagonale Abbildung A : X — X x X eine abgeschlossene Immersion
ist. Produkte Spec(R) x Spec(R') = Spec(R ®% R') affiner Schemata sind affin. Somit ist
A=Y U x V) = UnV affin fir affin offene Teilmengen U,V eines separierten Schemas.
Die Situation des obigen 2.Satzes und von Korollar 1 und 2 liegt daher vor fir alle
noetherschen separierten Schemata X.
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ITIT PROJEKTIVE SCHEMATA
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§1 Graduierte Ringe und Moduln

Es sei .
S=ps:
=0

ein graduierter Ring, d.h. Addition und Multiplikation respektieren die Graduierung, d.h.
S; +5; CS; und S; - Sj C Si+j.

Dann ist insbesondere S, = R selbst wieder ein Ring. Wir machen folgende
Annahme: Der graduierte Ring S sei endlich erzeugt tber R durch ;.

Mit anderen Worten: In S, existieren Elemente f,.., f, so daB jedes Element von S
erzeugt wird durch einen polynomialen Ausdruck mit Werten in R und den f;.

Unter einem graduierten S-Modul, verstehen wir einen S-Modul

M:éMi

i=—00

mit der Eigenschaft S;M; c M, ; sowie M; + M; C M;.
Konvention: Wir schreiben oft M° resp. S° anstelle von M, und S;.
Beispiele:
1) Homogene Ideale T von S = graduierte S-Untermoduln von S mit I; =N S;.

2) Sei f € S, ein homogenes Element. Dann ist die Lokalisierung : S — S

Sf = @(@ H(Si—i-r’rn)/‘%(f)m)

ein graduierter Ring und ein graduierter S-Modul.

Definition: Ein homogenes Primideal o von S ist ein ldeal von S mit den Eigenschaften

1) p ist ein Primideal von S.
2) p ist ein homogenes Ideal von S
3) p umfasst nicht das Ideal S.q = @, S:.

Bemerkung: Die erste Bedingung kann abgeschwicht werden zu 1)': Fiir alle homogenen
Elemente f,g mit fg € p gilt entweder f € p oder g € p. Beweis: Sei gegeben f =73 f;
und g = > g; mit fg € p, dann ist f oder g in p. Anderenfalls gibe es & und I (obdA
maximal gewahlt) mit f; ¢ o und g ¢ . Dann liefert 1)’ wegen fig € o (!) einen
Widerspruch.
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§2 Proj(S) als topologischer Raum

Sei S ein graduierter Ring mit der Annahme von §1. Wir betrachten die Menge X der
homogenen Primideale ¢ von S

X = Proj(S) C Spec(S)
Als Teilmenge von Spec(S) versehen wir X = Proj(S) mit der induzierten Topologie.

Beachte: X N Spec(S), = U; X N Spec(S),, falls g=>"gi,9; € Si. Beachte g=3Y",¢9; ¢ p <
Ji g; ¢ p als Negierung von g € p <= Vi g; € p (fiir homogene Primideale p).

Somit bilden die folgenden offenen Mengen (neuartige Definition!)

Xy, = X N Spec(S)g, g; homogen

eine Basis der offenen Mengen der Topologie von X.

Abgeschlossene Teilmengen: Ist 7 ¢ S ein Ideal, dann ist 1" = @;pr;(I) ein homogenes
Ideal mit I c 1". Der Hillenoperator h erhalt homogene Ideale. Es folgt Z(I)n X =
Z(I")n X. Daher sind die abgeschlossenen Teilmengen von Proj(S) genau die Mengen
Z(I)n X gebildet zu den homogenen Idealen I von S.

Standardiiberdeckungen: Ist S; = Rfy + ... + Rf,,, dann gilt

X = LnJXh :
1=0

Denn f;(p.) =0 fur alle i =0,..,n impliziert S-o C .. Fir x € X ein Widerspruch!

Die Standardkarten: Bezeichne (S;,)° den Teilring der Elemente vom Grad null in der
Lokalisierung S¢,. Dann gibt es einen Homoomorphismus topologischer Raume zwischen
Xy, und dem Ringspektrum

Xy, = Spec(Sy,)?  (Homoo !)
Der Homoomorphismus ist definiert durch die Abbildung
{hom.Primideale p ¢ S, f; ¢ ¢ } % {Primideale p c (5},)°}

und ¢ ist gegeben durch
o> (S5, 9)"
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und die Umkehrabbildung ¢ ist gegeben durch

EBSmf; @{gemfep}ﬂo

J
7=0 7=0 f

Achtung: ¢(p) ist tatsachlich ein Primideal! Ebenso definiert v (p) wegen §1,1)" tatsachlich
ein (homogenes) Primideal p mit f; ¢ o.

Korollar: Ist R ein noetherscher Ring, dann auch S (Annahme von §1!) sowie Sy, sowie
(S4,)°. Somit ist Proj(S) ein noetherscher topologischer Raum (als endliche Vereinigung
von solchen).

Beweis:

1)_¢ ist injektiv: Seien p; # p> homogen und z.B. ¢ € p;,¢ ¢ po. Ware ¢(p1) = ¢(p2), SO
folgt

¢/ 119 =gy plea® (e 5p)

fur ein n € po, d.h. aber
fre=frneps  (€9).

Wegen f; ¢ oo und o, prim ergibt sich ein Widerspruch, namlich ¢ € p,!

2) ¢ ist surjektiv: Wie man leicht sieht gilt ¢ oy =

3) Die Homdomorphieeigenschaft der Bijektion ¢ folgt aus
(%) HXyNXy) = [Spec(sfi)o]f/fidewf) :

fur homogenes f. Dies zeigt die Aquivalenz einer Basis der Topologien von X, und
Spec((Sy,)°).-

Beweis von (*): Sei p € X;,. Danngilt p € X;NXy, <= fif ¢ p <= f ¢ Spp <
FIFT ¢ (Sp0)° = 6(p) € [Spec(S1,)°] ) ueacr -
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3 Proj als Schema

Definiere fiir X = Proj(S) eine Strukturringgarbe Ox

Ox(U)={s:U — U (S:)° | s erfiillt (*)} .

zecU
mit
(x)1:  s(x) € (S:)°. (Homogene Lokalisierung S, = (S\ pu);..S)
(¥)2: sist lokal auf X; c U (f homogen) reprasentiert durch Elemente o € (S;)°.
Lemma (Ox auf Standardkarten): (X,Ox) ist ein Schema, denn

(#) (Xfi’OX|Xfi) = (Spec(sfi)ovOSpec(Sfi)U)

fur alle i =0, ..,n.

Beweis: Betrachte (x), fiir X; c U = X, (f homogen), d.h. Z(f)nX c Z(f)n X. Mit
anderen Worten: f; € p und p € X impliziert f € p. Die Klasse von f im graduierten
Ring S/f;S ist dann nilpotent, (denn anderenfalls existiert ein homogenes Primideal in
(S/f:S)¢ und das Urbild dieses Primideals ware ein homogenes Primideal ¢ in S mit f ¢ o
und f; € p). Es folgt f™ = rf; fiir ein r € S. Somit faktorisiert die Lokalisierung (S;)°
uber die Lokalisierung (S¢,)°, d.h.

(Sf)o = (Sfi)‘?c/ffieg(f) .

Die Behauptung folgt aus den Definitionen der Strukturgarben, vorausgesetzt alle Halme
fur p € Xy, beider Strukturgarben stimmen uberein:

(50)° = [(S7.) ) (psy,)0 -

Dies folgt aus der vorherigen Aussage durch einen LimesschluB (Limes iiber alle f mit
f(x) #0). Insbesondere gilt (Ox). = (S,,)°. (Ubungsaufgabe!)

Folgerung: Fur I c {0,..,n} nicht leer ist
Xp =) Xy, = (Spec((S1)"), Ospec(s;)))
el
ein affines Schema, wobei

r=1lres.

el

Beweis: Sei obdA i € I. Das letzte Lemma und (*) aus §2 impliziert, daB das offene
Unterschema X; von X isomorph ist zum affinen Schema des Rings [S},)"] Dies

f/f;ieg(f)'
ist aber gleich dem Ring (5;)° fur f =T, fi-

Folgerung: Ist R noethersch, 1aBt sich also nach Il §9 die Cech-Auflosung zur Kohomologie
Berechnung heranziehen!.
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¢4 Quasikoharente Garben

Ohne Schwierigkeiten ubertragt man die Konstruktion des vorigen Abschnitts auf gra-
duierte S-Moduln M. Jedem solchen Modul ist eine Garbe Mx auf X = Proj(S)

Mx(U)={s:U — |J(M,)" | (+)}
zeU

mit den Bedingungen (x); s(x) € (M,,,)° und (), s ist lokal reprasentiert durch Elemente
o € (My)°?, zugeordnet wie im letzten Abschnitt. Man zeigt analog wie dort

My auf Standardkarten:

(#) (Mx)| Xy, = S((My,)%) -

Die Garben My sind somit quasikoharent. lhre Halme sind (M), = (M,)°. Also ist
M +— My ein exakter Funktor von der Kategorie der graduierten S-Moduln (mit Grad
erhaltenden S-linearen Abbildungen) in die Kategorie Qp,,;(s) der quasikohadrenten Gar-
ben auf X = Proj(S). Ein Modul M hat triviale Vergarbung genau dann, wenn fiir jedes
Element m € M ein r € IN existiert mit S>,-m =0, (d.h. alle (M},)° =0). Insbesondere
liefert der Untermodul @,., M; dieselbe Garbe wie @, M;.

Twists: Auf der Kategorie der graduierten Moduln hat man einen Twist-Operator, wel-
cher jedem graduierten S-Modul M den graduierten S-Modul M (k) zuordnet via

M(k); = My, , i€Z.
Entsprechend erhalt man getwiste Garben Mx (k) zur Garbe Mx.

Den wichtigsten Fall liefert M = S. Die Twists dieses Moduls liefern die k-fach getwistete
Strukturgarbe Ox (k). Beachte Mx (k) = Mx ®o, Ox(k). Durch diesen Ansatz kann man
den Twist auf ganz Modx definieren. Beachte Ox (i) ®0, Ox(j) = Ox (i + 7).

Bemerkung: Die Garben Ox (k) sind lokalfreie Ox-Garben auf X vom Rang 1. Auf allen
Standardkarten gilt namlich

OX(k)|sz = OX|Xfri :
¢ — &- £ definiert namilich einen Isomorphismus der zugehdrigen (S;,)°-Moduln (S, ), =

(St,)o- (Benutze (#) wie oben fiir M = S und M = S(k)!)

1.Lemma: Eine Garbe G auf X = Proj(9) ist quasikoharent genau dann, wenn gilt G = My
fur einen graduierten S-Modul.

75



Beweis: Zu zeigen ist, daB jedes quasikoharente G von der Gestalt My ist. Betrachte
den Funktor von der Kategorie der (quasikoharenten) Ox-Modulgarben in die Kategorie
der graduierten S-Moduln definiert durch

G T.(G) = P H(X,G(i)
icZ
Die rechte Seite ist ein R-Modul und die f; € H°(X,0x(1)) definieren Multiplikationen
(fi,mk) = fi-mp via HO(X,0x (1)) ® H(X,G ®0, Ox(k)) = H*(X,G ®0, Ox(k+1)). Man
erhalt einen graduierten S-Modul T, (G).

Sei G die Vergarbung (I',(G))x. Man hat einen natirlichen Garbenhomomorphismus
$:G—G .

Definition von ¢: Da beide Garben quasikoharent sind, genlgt es ¢ auf Schnitten iiber
den Standardkarten anzugeben (kompatibel mit Restriktionen). Ist s € G(X;,) gegeben
durch s = g/fF mit g € H°(X,G(k)) (siehe (#)), setzt man ¢(s) = res(X, X;,)(g)/fF €
G(Xy,). Die Abbildung induziert einen Isomorphismus G = G, d.h:

Korollar: Fiir quasikoharente Garben G auf X = Proj(9) gilt

0 (L(G)x =G .

Beweis: Dazu geniigt G(Xy,) = G(X,,) fir alle i = 0,..,n wegen der Quasikoh3renz beider
Garben! In anderen Worten (@, H(X,G(k)))}, = @, H*(Xy,,G(k)). Letzteres folgt aus
dem Spezialfall L = Ox(1), f = f; des

2.Lemma: Sei X ein Schema mit einer endlichen affinen Uberdeckung X =, X, so
daB alle X; n X; endliche affine Uberdeckungen besitzen. Sei L ein Linienbiindel auf X
trivial auf allen X;, f ein globaler Schnitt von L und X; c X die offene Teilmenge aller
z € X mit f(x) #0(!). Fir jede quasikoharente Garbe G auf X gilt dann

1) Fir s € G(X) mit s|X; =0 gibt es ein n €IN mit f*-s=0in (L% 20, G)(X).

2) Fiir jeden Schnitt s € G(X;) existiert ein n € IN so, daB f"-s im Bild der
Restriktion von (L®* @0, G)(X) liegt.

Beweis: Vollig analog zum Beweis der charakteristischen Eigenschaft in Il §4.

Bemerkung: Ist X noethersch, ist die Annahme an X automatisch erfillt.

Bemerkung: Umgekehrt erhalt man in Analogie des obigen Korollars immer einen natur-
lichen Homomorphismus

M —-T.(Mx)
von S-Moduln. Dieser ist im allgemeinen jedoch kein Isomorphismus! Fur jedes m im
Kern oder Kokern existiert allerdings ein » € IN mit S>,.-m = 0, da beide Moduln diesselbe
Vergarbung besitzen (siehe obiges Korollar!).
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65 Der projektive Raum IP%

Wir betrachten nun einen wichtigen Spezialfall der allgemeinen Konstruktion, namlich
den Fall des Polynomrings
R[Xo, ..., X,]

iber dem Grundring R, versehen mit der naturlichen Graduierung via Polynomgrad.

Das Schema Proj(R[Xy, .., X,]) ist in diesem Fall der n-dimensionale projektive Raum IP%,
(iiber R). Man hat einen natiirlichen Morphismus

IP% — Spec(R) .

Die j =0,..,n Standardkarten sind affine Schemata gebildet zu den Polynomringen

R[Zy, .., Zy)

mit Z; = X,;/X;(i < j) und Z; = X;,_1/X,(i > j). Die n+1 zugehorigen affinen Karten sind
also jeweils n-dimensionale affine Raume A% (iiber R)

% — Spec(R) .

Abgeschlossene Unterschemata: Ist allgemeiner S ein graduierter Ring wie in §1 mit
So=R und

Si=Rfo+..+Rfn .

Man hat dann eine Surjektion von graduierten Ringen
0—1I— R[Xg,....X,] =S —0

definiert durch X; — f; (Einsetzungshomomorphismus), welcher auf R die Identitat ist.
Sei I der Kern. I ist dann ein homogenen Ideal mit 7n R = 0. Umgekehrt liefert jedes
homogene ldeal I c R[Xy,..,X,] des Polynomringes mit 7 " R = 0 einen graduierten
Quotientenring S wie in §1.

Man erhalt aus obiger ldealsequenz eine abgeschlossene Immersion:
(i,4") : Y = Proj(S) — X = Proj(R[Xo, .., X»))

i identifiert Y = Proj(S) mit der abgeschlossenen Teilmenge Z(I) N Proj(R[Xo, .., X,]) von
X = Proj(R[Xo,..,X,]). (Die homogenen Primideale von S = R[Xy,.., X,,]/I entsprechen
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genau den homogenen Primidealen von R[Xy, .., X,], welche I enthalten!) Den Struktur-
morphismus i/ der Abbildung erhalt man durch Vergarben der obigen Sequenz

0—Ix —Ox 5 i, (Oy) =0 .
Hierbei ist Iy die Vergarbung des homogenen lIdeals I und es gilt
Lemma: Sx = i.(Oy)
(Ubungsaufgabel!).
Fur die Twists gilt
Lemma: i*(G(k)) = (*(G))(k) (k€ Z).
Beweis: Man reduziert sofort auf den Fall G = Ox. Ubungsaufgabe!
Aus der Projektionsformel folgt daher fiir alle quasikoharenten Garben G auf Y = Proj(S).
i.(G(k)) = (i.(G)) (k)

Benutze
G(k)=pefG ®0y Oy (k) = G®o, i*(Ox(k)) .

Bemerkung: Diese Beziehungen sind sehr niitzlich. Sie erlauben wegen
H'(Y,G(k)) = H'(Pg,i.(G(k)) = H'(Pg,i.(G)(k))
die Reduktion einer Reihe von Aussagen auf den Fall P!

Beispiel: Ist I das homogene Hauptideal erzeugt von einem homogenen Element f €
R[Xy,..X,] vom Grad r, dann gilt I,, = S,,_, - f und somit

IX = Ox(—T‘) .
Fir Y = Proj(R[Xo,..X,]/I) gilt dann
0— Ox(—r) - Ox —i.(Oy) =0

im obigen Sinne. Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert fiir n > 2 (unter Be-
nutzung der Formeln fiir H*(IP%,O(k)) im nachsten Abschnitt!)

} R i=0
H’(Y,Oy):{o 0<i<n-—1oderi>n-—1
R i=n-1

mit s = 0 fur » < n und sonst dem Binomialkoeffizient
()
S = .
n
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66 Kohomologie des projektiven Raumes IP%,

Wir berechnen nun die Kohomologiegruppen H¢(P, O(k)) des projektiven Raumes. Dazu
machen wir einige Vorbemerkungen tiber

Tensorkomplexe: Sei R ein komm. Ring mit 1. Seien L, und L; flache R-Moduln
(zum Beispiel freie R-Moduln). Ein R-Modul M heiBt flach, falls der Funktor (.) @z M :
Mod(R) — Mod(R) exakt ist. Sei L' ein zweistufiger Komplex der Form

0—-Ly— L1 —0
und K- ein beliebiger Komplex
=Ky 1 =2 Ky — Kpp1 — o

Der Tensorkomplex (K ®g L) ist definiert durch

_d®id —d®id
Kia®pli "2 K, @l —% K, @5 L1 —

id®dT id®dT id®dT

d®id d®id
Ki 9®p Lo 2% K, 1 ®p Ly =22 K; ®r Lo ——

mit (K- ®r L), = K, ®g Lo ® K,,_1 ®r L. Aus der Flachheit von Ly, L, folgt fir die
offensichtlichen Abbildungen

Lemma: Die Sequenz
0— HY(H""YK)®rL)— H"(K ®r L) — H (H"(K)®r L) — 0
ist exakt. (Ubungsaufgabe!)

Eine Reihe wichtiger Komplexe haben die Form eines iterierten Tensorproduktes

K':®(0—>LO—>L1—>O).
i=0

Ihre Kohomologie lasst sich mit Hilfe des obigen Lemmas iterativ berechnen. Besonders
einfach ist der Fall, wo alle H:(K) wieder flache R-Moduln sind und H°(0 — Ly — L; — 0)
verschwindet. In diesem Fall gilt H(K) =0 fir i #n+1 und

H" WK ) =@ H' (0— Lo — L1 —0) .
=0
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Beispiel: Es bezeichne S = R[Xy,..., X,,] den Polynomring Uber R. Der folgende Ten-
sorkomplex hat dann nichttriviale Kohomologie nur an der letzten Stelle n + 1

n

Q) (0— R[Xi] = RIX;, X, '] - 0)=0- 85— PSx, — P Sx,,x.,, = - — Sxp..x, = 0.
=0 R %0 t0F£i1

Dies ist sogar ein Komplex von graduierten S-Moduln. Die zugehorige vergarbte Se-
quenz ist exakt! Die letzte Abbildung ®Sx, x, x, — Sx,..x, ist surjektiv auf jeder
affinen Standardkarte (klar!). Durch Verschieben um &, Bildung von (.)° erhdlt man eine
Garbenauflosung von Ox (k) auf X =IP%. Diese ist azyklisch, denn die Vergarbung der
Moduln Sx, .x, (fiir I ={io,..,ir}) ist (jr).(jr)*(Ox(k)). (Beide haben auf den Standard-
karten dieselben Schnitte und sind quasikoharent!) Nach Il §9 ist die Auflosung daher
I'-azyklisch, denn die Standardkartenabbildungen j; des projektiven Raumes sind affine
Morphismen.

Zur Berechnung der Kohomologie bilden wir daher die globalen Schnitte der Auflosung.
Betrachtet man alle k simultan, liefert den urspriinglichen Komplex

0— @Sxio — @ S}(ioxi1 T e T SXoan — 0
i 107l

(Siehe 1.Bemerkung §4 und das Lemma sowie die Folgerung in §3.) Die Kohomologie an

yuee

Folgerung: Es sei R ein noetherscher Ring. Dann gilt

‘ R[X0, ey X i=0
D H (Ph,Ok) =14 0 0<i<n
weZ (Xo.. X)) 'RIXg Y, ., XY i=n

Die k-Graduierung rechts ist die natirliche Graduierung.

Korollar: Im Fall X =IP% und R noethersch sind die natiirlichen Abbildungen
MED,(My) , M =S(k)

fur alle &k € Z lsomorphismen.
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IV ENDLICHKEITSSATZE

81



82



§1 Noethersche Schemata

Zur Erinnerung: Ein Ring heiBt noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von Idealen
stationar wird. Der Ring Z ist noethersch. Jeder Korper ist noethersch. Quotientenringe
und Lokalisierungen noetherscher Ringe sind noethersch. Ein Polynomring in endlich
vielen Variablen uber einem noetherschen Ring ist noethersch.

Ein R-Modul heiBt noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von R-Untermoduln sta-
tionar wird. Jeder endlich erzeugte R-Modul ist noethersch, wenn R noetherscher Ring
ist.

Eine fundamentale Folgerung (R noetherscher Ring) lautet: Jeder Untermodul N eines
endlich erzeugten R-Moduls M ist wieder endlich erzeugt. Insbesondere folgt aus Exak-
theit

M — M — M

und M’, M" endlich erzeugt liber R sofort M endlich erzeugt uber R.

Definition: Ein Schema X heiBt noethersch, falls es eine endliche Uberdeckung durch
affine Schemata X; = Spec(R;) gibt fur noethersche Ringe R;.

Bemerkung: Insbesondere ist ein noethersches Schema ein noetherscher topologischer
Raum. Die Umkehrung ist falsch R = k[z1,...]/ (23, ....).

Bemerkung: Ist U = Spec(R) ein beliebiges affines offenes Unterschema eines noether-
schen Schemas X, dann ist R ein noetherscher Ring!

Beweis: Offensichtlich kann man Spec(R) durch gewisse Spec((R;)y,) liberdecken (Bezeich-
nungen wie in der Definition). Fiir offene Basismengen Spec(Ry) C Spec((R;)y,) C Spec(R)
(f € R) sind die natiirlichen Abbildungen R; — (R;);y, Isomorphismen. Somit sind die Ry
als Lokalisierungen der noetherschen Ringe R; selbst noethersche Ringe. Man reduziert
den Beweis daher sofort auf folgendes

Lemma: Sei Spec(R) = U;., Spec(Ry) eine endliche Uberdeckung und alle Ry seien
noethersche Ringe, dann ist R ein noetherscher Ring.

Beweis: Fiir jedes Ideal I c R gilt

0—>I—>@If—> @ Iff/ .
fedJ f.fred
(Garbenaxiom G1) und G2) fiir S(I) und Il §4). Fir jede aufsteigende |dealkette in R
werden die entsprechenden lokalisierten Idealketten in den noetherschen Ringen Ry, Ry

stationar. Aus den obigen exakten Sequenzen fir die Ideale der Kette folgt dann die
Stationaritat der urspriinglichen Sequenz in R.
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Ubungsaufgabe: Sei Y < X eine abgeschlossene Immersion. Ist X ein noethersches
Schema, dann ist auch Y ein noethersches Schema.

Ubungsaufgabe: Jedes nichtleere noethersche Schema X hat einen abgeschlossenen
Punkt.

Folgerung: Insbesondere gilt X = J,¢ x| U(z) fur jedes System U(z) offener Umgebungen
der abgeschlossenen Punkte | X| von X.

Hinweis: Dies ist richtig fur offene affine Teilmengen U. Betrachte in X den AbschluB
A eines abgeschlossenen Punktes von U. Dann A\ U usw.
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62 Koharente Garben

Annahme: Fiir alle(! bis Ende von VIII, §6) nun folgenden Betrachtungen nehmen wir
stillschweigend (!) an, daB die zugrunde liegenden Schemata noethersch sind. Alle Ringe
R werden im folgenden stillschweigend als noethersche Ringe vorausgesetzt. Insbeson-
dere ist dann immer Proj(S) ein noethersches Schema.

Insbesondere machen wir nachfolgende Definition nur unter der Vorausetzung
X noethersch!

Definition: Eine quasikoharente Garbe G auf X heiBt koharent, falls affine Karten X =
U; Xi (X; = Spec(R;)) existieren, so daB alle G|X; endlich erzeugten R; Moduln M;
entsprechen: G|X; = S(M;).

Beispiele: Lokalfreie Garben von endlichem Rang sind koharent. Quasikoharente ldeal-
garben sind koharent.

Lemma: Sei Spec(R) C X ein beliebiges affines offenes Unterschema und G eine koharente
Garbe auf X, dann ist G|Spec(R) Vergarbung S(M) eines endlich erzeugten R-Moduls M.

Beweis: Wie im Lemma von §1 zeigt man, daB M ein noetherscher R-Modul ist, ins-
besondere also endlich erzeugt.

Aus der Definition folgt nun sofort: Kerne, Bilder und Kokerne von Morphismen zwis-
chen koharenten Garben sind koharent. Extensionen zwischen koharenten Garben sind
koharent. Die volle Unterkategorie der koharenten Garben Kx in Qx ist eine abelsche
Kategorie. Pullbacks f*(G) koharenter Garben G sind koharent.

Achtung: Direkte Bilder f.(G) koharenter Garben sind im allgemeinen nicht koharent!

Ausnahme: Ist f: Y — X allerdings eine abgeschlossene Immersion, so ist f.(G) koharent,
falls G koharent! (Reduziere auf den Fall X = Spec(R) affin und Y = Spec(R/I). In diesem
Fall ist G = S(M) und f.(S(M)) = S(M) als R-Modul). Endlich Erzeugtheit von M als R
bzw. R/I-Modul ist trivialerweise aquivalent.

Die folgenden Abschnitte sind im wesentlichen dem Studium von f.(G) gewidmet fur
koharente G im Fall projektiver Abbildungen f : Proj(S) — Spec(R). Wir zeigen, daB auch
hier koharente Garben in koharente Garben ubergefiihrt werden.
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§3 Ample Garben

Trager koharenter Garben: Sei G eine koharente Garbe. Gilt G, = 0 fiir den Halm im
Punkt = € X, dann gibt es eine offene Umgebung U von z in X mit G|U = 0. Denn G ist
endlich erzeugt in einer affinen Umgebung Vv von z

Oy — GV -0

Die endlich vielen Erzeugenden s;,i = 1,..r werden in einer (obdA gemeinsamen) Umge-
bung U von z durch Null reprasentiert, da (s;). = 0. Es folgt die Behauptung. Anders
formuliert: Der Trager {z € X | G, # 0 } einer koharenten Garbe G ist abgeschlossen.

Definition: Eine lokalfreie Garbe L vom Rang 1 auf X heiBt ample auf X, falls fir jede
koharente Garbe G auf X ein k € IN und ein r € IN existiert mit einer Garbensurjektion

O% — G®oyx L?% -0 .

Beispiel: Ist X affin, dann ist Ox ample.
Lemma: Ist X = Proj(S), dann ist Ox (k) fur & > 0 ample.

Beweis: Fiir G € Kx ist G, ein endlich erzeugter Ox ,-Modul. Erzeugende konnen nach
Modifikation mit Einheiten von O% , zu Schnitten einer affinen Standardumgebung X,
von z, und dann (I, §4 Lemma 2) zu globalen Schnitten von G(k)(X) fortgesetzt werden.
Hinweis: Multipliziere mit Potenzen von f; € Ox(1) und beachte f;(x) # 0. Die zugehorige
Abbildung O% — G(k) (r Erzeugende) ist surjektiv in x, somit surjektiv auf einer offenen
Umgebung U(z) von 2 (Kohdrenz des Quotienten!). Die Behauptung folgt nun durch
ein Uberdeckungsargument (X ist quasikompakt). Zuerst in der Form einer Surjektion

@, Ox(—k;) - G und dann wegen 0}%"0)((1) obdA fiir ein gemeinsames k; = k.

Serre Dualitat: Fir jede koharente Garbe G auf X = P}, definiert die Zuordnung ¢ —
H"(¢) bei Wahl eines Isomorphismus H"(X,0x(—n — 1)) = R einen Isomorphismus von
R-Moduln

Homo, (G,0x(—n —1)) =2 Homg(H"(X,G),R) .

Beweis: Wegen Homo, (Ox(k),Ox(—n—1)) = Homo, (Ox,0x(-n—1—-k)) =Tx(Ox(—n —
1 —k)) ist die Aussage klar fur alle G = Ox(k) nach Ill §5. Allgemein folgt die Be-
hauptung aus dem 5-Lemma durch Anwenden der beiden rechtsexakten (!) Funktoren
Homo, (.,0x(—n —1) bzw. Homgr(H™(X,.), R) auf eine Auflosung

P ox(m) - P ox(k) — G —0 (GeKx) .

Bemerkung: Ist G lokalfrei und G* die duale Garbe (siehe V,§2 insbesondere Korollar 1),
dann impliziert die Serre Dualitat

HY(X,G*(—n —1)) 2 Homr(H"(X,G),R) .
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§4 Endlichkeitsatze

Satz:(Serre) Sei X = Proj(S) und G € Kx eine koharente Garbe, dann gilt
1) Alle H'(X,G) sind endlich erzeugte R-Moduln.

2) Fir i >0 gilt
HY(X,G(k)=0 , (k>>0).

Zusatz: Fir endliche exakte Sequenzen
G, — Gy — ... — G,
koharenter Garben auf X erhalt man fiir £ >> 0 exakte Sequenzen
HY(X,G1(k)) — ... —» H*(X,G.(k)) .
Beweis: Mittels einer abgeschlossenen Immersion reduziert man sofort auf den Fall X =
IP%. Die Aussagen 1) und 2) des Satzes sind dann klar im Fall der Garben
G =0x(j)"
(111, 6). Der allgemeine Fall wird auf diesen Fall zuriickgefiihrt!

Wir fihren den Beweis daher durch absteigende Induktion. Beachte zum Induktionsan-
fang

HY(X,G)=0 (i>n)

fir alle quasikoharenten Garben (Cech-Verschwindungssatz Il, §9 Korollar 2 und Ill §3).

Die Behauptung sei also bewiesen in den Graden >i. Da Ox(1) ample ist, gibt es eine
Garbensurjektion Ox ()" — G — 0 mit koharentem Kern K. Es folgt Exaktheit

H'(X,0x(j)") — H'(X,G) — HTH(X,K) .

Dies impliziert 1) und 2) im Grad i. Benutze dazu die Bemerkung aus §1 iiber noethersche
Moduln M, M’ M".

Der Zusatz folgt durch Aufsplittern in kurze exakte Sequenzen. Mittels 2) kann man die
endlich vielen auftretenden H'-Terme (Abweichung von der Exaktheit nach Anwenden
des Schnittfunktors) durch geniigend hohe Twists killen.

Korollar: Fir L lokalfrei auf P}, gilt

H(P%, L(—5)) =0 (7 >>0).
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Beweis: Benutze 2) und Serre Dualitat (§3) fiir die lokalfreie Garbe G = L*.

Korollar: Die hoheren direkten Bilder R'f.(G) einer (quasi)kohdrenten Garbe G € Kx
unter der Strukturabbildung f: X — Spec(R) sind (quasi)koharente Garben auf Spec(R).

Beweis: Die Pragarbe F auf Spec(R) definiert durch U — Hi(f~1(U),G) erfiillt (nach I,
§9 Korollar 2) die charakteristische Eigenschaft. Hierzu geniigt G quasikoharent auf X.

Eine direkte Inspektion (1,§3) zeigt, daB die assozierte Garbe gebildet zu einer Pragarbe
bestimmt ist durch die Schnitte der Pragarbe auf einer Basis der Topologie(!) und
den zugehorigen Restriktionsabbildungen. Ein Vergleich mit der quasikoharenten Garbe
S(H'(X,G)) auf den Basismengen U = Spec(R); zeigt daher

Ft =~ S(HY(X,Q)) .

Andererseits gilt

FT = R'f.(G)
nach Il, §7 Lemma 1. Folglich ist Rif.(G) quasikoharent, namlich die Vergarbung des
R-Moduls H(X,G).

Ist G dariiber hinaus koharent, dann ist nach Aussage 1) des obigen Endlichkeitssatzes
der R-Modul Hi(X,G) endlich erzeugt und somit R!f.(G) koharent.

Definition: Ein Morphismus f : X — Y heiBt lokal projektiv, falls eine affine offene
Uberdeckung Y = |, X; mit X; = f~1(Spec(R;)) existiert, so daB alle Einschrankungen
von f in der folgenden Form

X, ——=IPH (i abgeschlossene Immersion)

N

Spec(R;)
faktorisieren.

Korollar: Ist G (quasi)koharent auf X und f : X — Y lokal projektiv, dann sind alle
R'f.(G) (quasi)koharent.

Definition: Ein Morphismus f : X — Y heiBt projektiv, wenn er faktorisiert in eine
abgeschlossene Immersion und eine Projektion

m:IPy(E) =Y .

Hierbei sei £ eine lokalfreie Garbe auf Y vom Rang n +1 und IPy () definiert durch
"Verkleben" von Schemata P}, fiir eine offene Uberdeckung Y = |, U; durch affine
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Teilschemata U; = Spec(R;), welche E trivialisieren: E|U; = Oy,. Genauer: Als Verallge-
meinerung unserer Konstruktion von Proj(S) von graduierten R-Algebren S (erzeugt von
R und S;) definiert man man Schemata

m: Proj(S) =Y

fur graduierte Oy-Algebragarben

S=Eps:.
Hierbei sei Sy = Oy und S, kohidrente Garbe auf Y, so daB (lokal bzgl. Y) S erzeugt
wird als Algebrengarbe von S; und Oy. IPy(E) ergibt sich aus der Algebrengarbe der

symmetrischen Potenzen von E

S =0y @ E® Symm?(E) ® Symm>(E) @ ... .

Tensormultiplikation schiftet den Grad und definiert eine Garbensurjektion

™ (E) —» O\PY(E)(l) —0.

Bemerkung: Alle bisherigen Aussagen uber projektive Raume IP%, — Spec(R) und Proj(S)
sind lokal in R und lassen sich ohne Miihe auf IPy(E) bzw. projektive Morphismen
ubertragen. Wir uberlassen die Details dem Leser.
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65 Das Hilbertpolynom

Wir betrachten fiir i > 0 die folgenden " polynomialen” Funktionen
P.Z —-Z

definiert fur alle i > 0 durch die Formel

E+1

Pi(k) = [ ) ]zil!(k—i—i)(k—i—i—l)...(k—i—l).

Formal sei dann noch Py(k) =1 sowie P_;(k) = 0.

Bemerkung: Es gilt [F1] = (*/%) fir & > —i und [*}7] = (-=1)/(*1) fir £ < —i -1,
Insbesondere also
P(-i)=..=P(-1)=0 , P(0)=1.

Als " Polynom” in Q[k] aufgefaBt, bestimmt dies P;(k) eindeutig zusammen mit der Eigen-
schaft Grad(P;) <i. Somit folgt beziiglich des Differenzenquotienten

(Af)(k) = f(k) = f(k—1)
sofort
Daraus folgt induktiv, daB jede Funktion f:Z — K (K eine beliebige abelsche Gruppe)
mit verschwindendem n + 1-stem Differenzenquotient

A" =0

sich in polynomialer Standardform schreibt
Fk) =Y Pi(k)-xi (xi € K) .

Die Koeffizienten xo,x1,...,x» aus K sind hierbei durch die Funktion f eindeutig bes-
timmt, sogar durch alle gentigend groBen Funktionswerte k& >> 0 (Rekursivitat).

Sei nun
m:IPy(E) =Y

ein " projektiver Raum” uber Y mit E lokalfrei iber Y vom Rang n+1. Fir jede koharente
Garbe G auf IPy(E) definieren wir die

Eulercharakteristik: y(G) = Y (—=1){[Rim.(G)].

=0
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Hierbei fassen wir nach dem Endlichkeitssatz x(G) auf als Element der freien Gruppe
erzeugt von den Isomorphieklassen [F] koharenter Garben F auf Y oder wir betrachten
alternativ das Bild

X(G) € Ko(Y)

in der Quotientengruppe K,.(Y), definiert durch Division nach der Untergruppe erzeugt
von allen Relation [F] — [F’] — [F"], gebildet zu kurzen exakten Sequenzen

0—-F - F—>F'—>0

in der Kategorie Ky der koharenten Garben auf Y. Insbesondere gilt [0] = 0 in K,(Y)
und daher [F] = [F"], falls F = F'. Diese sogenannte Grothendieckgruppe K,(Y) ist im
allgemeinen schwer zu berechnen!

Der klassische Fall: Ist Y = Spec(k) und k Korper, dann gilt

dimy, : Ko(Spec(k)) =2 Z

denn Kgype.x) ist die Kategorie der endlich dimensionalen k-Vektorraume und die k-
Dimension reguliert somit in diesem Fall alles. Man erhalt also in diesem Fall, daB obdA
x(G) € Z die alternierende Differenz der k-Dimensionen der endlich dimensionalen k-
Vektorraume H(P},G) ist.

Lemma: Die Eulercharakteristik definiert durch [F] — x([F]) einen Gruppenhomomorphis-
mus

7Kk : Ke(Py (F)) — Ko(Y)

e ([G]) = D (-1) [R'm(G)] .

=0

Beweis: Zu zeigen ist

X(F) = x(F') + x(F")
in K.(Y)), falls

0—-F —-F—F'—0

eine kurze exakte Sequenz in der Kategorie der koharenten Garben auf Py (E) ist. Be-
trachte dazu die lange exakte Kohomologiesequenz der direkten Bilder Rin. (F"), Rim.(F)
sowie Rim,(F"). Splittet man diese in kurze exakte Sequenzen auf, so erhalt man Rela-
tionen in K,(Y), welche leicht die gewtlinschte obige Relation in K,(Y) implizieren.

Satz: Fiir jedes ¢ € K, (IPy(E)) ist der Twist ¢(k) wohldefiniert. Ist £~ O3t!, dann hangt
r(&(k)) " polynomial” vom Twistfaktor k € Z ab

3

WK(f(k)):ZPi(k)Xi(f) (keZ) .
i=0
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Die Koeffizienten y;(¢) € K.(Y) sind eindeutig durch ¢ bestimmt.
Bemerkung: Der Endlichkeitssatz in §4 zeigt
T ([G(R)]) = [m(G(k))] (k>>0) .

Dies liefert eine asymptotische " polynomiale” Formel fiir die Klassen der direkten Bilder
der Twists einer koharenten Garbe G

(G =3 Pn(G) (k>>01).
1=0

Die Koeffizienten y;(G) sind bereits durch die Werte der linken Seite fiir £ >> 0 eindeutig
bestimmt.

Beweis: 1.Schritt: Man zeigt die Existenz eines exakten Komplexes

n+1 2
0= (A B)n=1) = . = (A B)(=2) = 7 (E)(-1) = Op, () = 0 -

Man hat naturliche Abbildungen durch Tensormultiplikation. Exaktheit reduziert man
auf den lokalen Fall, wo E trivial ist und Y = Spec(R) affin. Hier verwendet man die
Beschreibung des obigen Komplexes als Vergarbung des Tensorkomplexes

&)(0 - RIX,)(-1) = RIX,] —0)

=0

und schlieBt ansonsten wie in Ill, §6.

2.Schritt: Tensorieren mit G(k) liefert wieder einen exakten Komplex. Dies ist klar,
falls G(k) lokalfrei ist. Fiir den SchluB im allgemeinen Fall wird auf das Kapitel tber
Basiswechsel (V,§4) verwiesen.

3.Schritt: Bezeichne \;(E) Tensormultiplikation mit der Klasse von A'(E) (aufgefaBt
als Operation auf K.(Y) ist dies wohldefiniert, da A’(E) lokalfrei ist). Anwenden der
Projektionsformel liefert eine Rekursionsformel

X(k) = M(E)xE-1)+ .. £ A1 (E)x(k—n—-1)=0

fur die Hilbertfunktion

mit Werten in K,(Y).

4 Schritt: Ist E trivial, dann ist



und die Rekursionsformel reduziert sich auf die Differenzengleichung A"*!y = 0. Daraus
folgt die Behauptung.

Bemerkung: Im allgemeinen Fall, wo E nicht trivial ist, erhalt man auch eine Differenzen-
gleichung. Dazu dualisiert man den obigen Komplexes und erhalt nach kurzer Rechnung

(A" 4y (B = n = DA" 4+ o4 g1 (B —n = 1)) x(.) =0

fiir die Hilbertfunktion y(k) = x(G(k)). Hierbei sind die v;(E* —n — 1) definiert in K (V)
durch
(BT —n ==y N (B

im Sinne eines formalen Koeffizientenvergleiches.

Wir machen nun einen weiteren Vorgriff auf das Kapitel iiber Basiswechsel (V,§4) und
bemerken

Sei L lokalfreie Garbe auf Py (E) und 7y : Py (E) — Y die naturliche Abbildung. SeiycY
ein abgeschlossener Punkt mit Restklassenkorper k = Oy,,/m,. Man hat dann natirliche
Morphismen

n v n

-

Spec(k) — Spec(R)

L

)

Lemma: Sei die Situation wie eben beschrieben. Sei Y zusammenhangend als topologis-
cher Raum. Dann ist die naturliche Zahl

()i (L)) € Z (" Ko (Spec(k)) .
unabhangig von der Wahl des Punktes y € Y.
Beweis: Wegen der Rekursionsformeln genligt es die Unabhangigkeit aller Twists
() ([ (LG))))
fur alle j >> 0 zu zeigen.
Beachte i*(L(j)) = i*(L)(j)!

Fir j >> 0 ist Ri(my).(L(j)) = 0 falls i > 0. Somit ist (7y).(L(j)) lokalfrei (siche Kapitel
V,§4 liber Basiswechsel!) und vertauscht mit Basiswechsel!. Daher gilt zum einen wegen
des Verschwindens der hoheren direkten Bilder 7x ([L(5)]) = [7«(L(5))] . ldentifiziert man
Ko(Spec(k)) mit Z via dimy,, ist dieser Wert (fiir = = 7,,) gleich dem Rang der lokalfreien
Garbe (7x).(L(j)) auf Grund des Basiswechselsatzes. Dieser Rang ist konstant, da Y
zusammenhangend angenommen wurde.
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66 Appendix:Kx down to earth

Dieser Abschnitt kann vorerst tibersprungen werden!

Sei S ein graduierter Ring, X = Proj(S) und Kx die Kategorie der koharenten Garben
auf X.

Fir jeden endlich erzeugten graduierten S-Modul M gilt M; = 0 fir alle j << 0. Zwei
graduierte S-Moduln A und N heiBen aquivalent, wenn M; = N; gilt fir alle j >>0€ Z.
Ein solches M ist aquivalent zum Nullmodul genau dann, wenn seine Vergarbung My
die Nullgarbe ist (siehe Ill, §4). Die Aquivalenzklassen endlich erzeugter graduierter S-
Moduln definieren eine abelsche Kategorie bzgl. graduierter S-Homomorphismen. Wir
zeigen

Satz: Die Kategorie Kx ist aquivalent zur Kategorie der Aquivalenzklassen endlich
erzeugter graduierter S-Moduln.

Beweis: Im Hinblick auf Ill, §4 genlgt es zu zeigen, daB fur endlich erzeugte graduierte
S-Moduln M die natirliche Abbildung M — T',(Mx) ein Isomorphismus ist

M; = H°(X, Mx(3))
fur alle Grade j >> 0.

Warnung: Die graduierten Moduln T',(Mx) sind selbst nicht notwendiger Weise endlich
erzeugte graduierte Moduln sondern nur aquivalent zu solchen (z.B. im Fall von Wol-
kenkratzergarben).

1.Schritt (Reduktion auf A7 = S): Endlich erzeugte graduierte S-Modul M besitzen
Auflosungen
S — S(k) — M —0 .

Aus §4 Zusatz folgt fiir j >> 0 (nach Vergarbung) die Existenz exakter Sequenzen

! T
Skt Sk+j M;

=) ~ | gl g(l)

HO(X, 0% (K + 7)) — H°(X,0% (k + j)) — H(X, Mx(j)) —= 0 —>

—_—

Das 5-Lemma reduziert die Behauptung daher auf den Fall M = S(k) (obdA & = 0).

2.Schritt (Reduktion auf X =P%): Wie in Il §5 konnen wir S als Quotient eines Poly-
nomrings T realisieren. Der Quotient besitzt als endlich erzeugter graduierter Modul
uber dem Polynomring eine Auflosung

/

Tk —Tk"—S—0.

Da H°(X,0x(j)) & H°(P%,i.(Ox)) und da i,(Ox) = Spr» folgt durch Vergarbung und §4
Zusatz somit die Existenz von exakten Sequenzen
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r’ T .
Tk’+j Tk+j S;

* = Voo

HO(PY, O™ (K + 7)) — HO(P%, O™ (k + j)) — H°(X,0x(j)) =0
Erneut reduziert das 5-Lemma die Behauptung auf den Fall des Moduls 7.

3.Schritt: Fur den verbleibenden Fall S = R[Xy, ..., X,,], M = S folgt die Behauptung aus
der expliziten Berechnung der Kohomologiegruppen H* (P}, O(5)) des projektiven Raumes

(111 86 Korollar).
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67 Appendix: Varietaten

In diesem Abschnitt sei X ein (nicht notwendig noethersches) Schema.

1.Definition: X heiBt reduziert, wenn eine der aquivalenten Eigenschaften erfullt ist
(i) Ox(U) ist reduziert fiir alle U.
(ii) Ox(U) ist reduziert fiir alle affinen U.
(iii) Ox. ist reduziert fiir alle = € X.
Beweis: (i)= (ii) ist trivial, (ii)==(i) folgt aus Garbenaxiom G1). (ii)==(iii): Sei R
reduziert. Sei n/3 € S~!'R nilpotent. Dann gilt n¥ - s =0 fiir ein N €IN und ein s € S.
Also (n-s)¥ =0in R, somit n-s = 0. Es folgt n/5=0in S~'R. (iii)= (ii): Offensichtlich

gilt Nil(R), C Nil(R,). Ist R, reduziert, folgt Nil(R), = 0. Gilt dies fiir alle z € X, folgt
Nil(R) = 0 (Halmkriterium fiir die zu Nil(R) assoziierte Garbe).

2.Definition: X heiBt integer, wenn eine der aquivalenten Eigenschaften erfullt ist:
(i) X ist irreduzibel und reduziert.
(i) Ox(U) ist integer fiir alle U.
(iii) Ox(U) ist integer fir alle affinen U.
(iv) Ox. ist integer fiir alle z € X.

Beweis: (ii) = (i): Sei X reduzibel X = A;UAy, A= A;NAy und U; = X\ A; und U; # 0.
Dann ist Ox (U; UU) = Ox (U1) @ Ox (U2) (Garbenaxiome), also nicht integer. (i) = (ii):
Gegeben f; € Ox(U) mit f; - fo =0. Dann ist U = Z(f1) U Z(f,). Ist X irreduzibel, dann
auch jede nichtleere offene Teilmenge U. Also obdA Z(f,) =U, d.h. f; =0.

(ii)= (iii)) = (iv): Ist R ein integrer Ring, dann gilt R c R, C Quot(R). Also ist R,
integer.

(iv)= (i): Ware X reduzibel, gilt X = 4, U A, mit 4; # X. Da X zusammenhangend
ist, folgt A = AN Ay #0. Wahle x € A. Ist X = Spec(R) affin, dann gibt es minimale
Primideale p; # p, mit p; C p,. Lokalisieren nach S = R\ p, liefert zwei verschiedene
minimale Primideale S=!p; in R,. Also ware R, nicht integer. Widerspruch! Ist X nicht
affin, dann betrachte affine Umgebungen U = Spec(R) von = € A. Obiges Argument im
affinen Fall zeigt A,NU = U oder 4,NnU = U. Also U c A, oder U C A,. Es folgt
X = X; UX>UX; (!), wobei X; die Menge der Punkte z € X ist, fiir die beliebig kleine
affin offene Umgebungen U(z) von z in A, existieren, die nicht in A, liegen. Umgekehrt
fur Xo. X ist hierbei die Menge der Punkte » € X, fir die jede genugend kleine affin
offene Umgebung U(z) von z in A; und A, liegt. Beachte 4;\ A C X;. Also X, Xy # 0.
Alle X; ¢ X sind aber offen per Definition. Da die Zerlegung disjunkt ist, sind alle

99



X; dann auch abgeschlossen. Da X zusammenhangend ist, folgt X = X; fir ein i im
Widerspruch zu X, X5 # 0.

1.Llemma: Sei X irreduzibel. Dann sind die Restriktionen fiir alle offenen Teilmengen
0 #V CU injektiv res: Ox(U) — Ox (V).

Beweis: ObdA X =U. Sei f € Ox(X) Null auf Vv und Z(f) der "Nullstellenort” von f,
eine abgeschlossene Menge. Dann gilt V c Z(f), also V c Z(f). Da X irreduzibel ist,
folgt V= X. [Beachte X = VU (X \ V), und X ist irreduzibel]. Also f =0 auf ganz X.

Derselbe Beweis zeigt auch

Hilfssatz: Sei X integer (somit irreduzibel), ¢ : Ly — L, ein Ox-Garbenhomomorphismus
zwischen Linienbuindeln auf X. Dann ist entweder ¢ = 0 oder ¢ ist injektiv.

Beweis: Durch Tensorieren mit (L;)* gilt obdA L, = Ox (siehe auch V, § 2). Also ist ¢
ein Schnitt der lokalfreien Garbe L,. Der Verschwindungsort eines solchen Schnitts ist
abgeschlossen in X (da dies lokal der Fall ist). Aus Kern(¢,) # 0 folgt ¢, =0, da Ox .,
integer ist. Somit ¢|V =0 in einer Umgebung V von z, und damit ¢ = 0 auf ganz X.

2.Lemma: Ein irreduzibles Schema X besitzt einen eindeutig bestimmten Punkt € X
mit der Eigenschaft X = {5} (den sogenannten generischen Punkt). Zusatz: 7 liegt dann
(offensichtlich) in jeder nichtleeren offenen Teilmenge von X.

Beweis: ObdA X reduziert. Wegen des Zusatzes folgt die Eindeutigkeit bereits aus dem
affinen Fall. Ebenso die Existenz: Sei U = Spec(R) c X affin offen. Dann ist U wieder
irreduzibel, und R ist integer und P, = {0} das generische Primideal n € U! Der AbschluB
von 7 in X umfaBt daher U, somit U. Aber U = X wegen X = U U (X \ U), denn X ist
irreduzibel. Dies zeigt die Existenz des generischen Punktes.

Sei X integer. Aus dem letzten Lemma und dem Zusatz folgt Ox,, = Quot(R) fiir jedes
(1) affin offene Schema Spec(R) ¢ X. Man nennt M(X) = Ox,, den Quotientenkorper
von X. Wegen Ox, = limys,0x(U) und wegen den letzten beiden Lemmata folgt

Ox(U)— M(X) , (X irreduzibel)
fur alle offenen U ¢ X. Aus Lemma 1 und 2 folgt

3.Lemma: Sei X integer (somit irreduzibel). Dann gilt
(i) Ox(U) — Ox, fir alle z € U.
(i) Ox(U) = Nyer Ox,» S M(X) fir U #0.
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Beweis: U +— (,c; Ox.» definiert offensichtlich eine Garbe auf X, welche Ox als Un-
tergarbe enthalt. Aussage (ii) geniigt es daher auf einer Basis der offenen Mengen zu
zeigen, z.B auf allen affinen Karten U = Spec(R) zu zeigen. Benutze dann

ﬂRgE:R

fur integre Ringe R. Denn fir a € Quot(R) mit a = f,/g. € R, fur alle x € U gilt
I = (gs,-)zev = R. [Anderenfalls gibe es ein maximales Ideal p, D I im Widerspruch zu
gy € 1,9, ¢p,]. Also1=3"_h, g. (endliche Summe), somit a =", ah,g. =, h.f: € R.

Definition: Ein Schema X heiBt regular, wenn alle lokalen Ringe Ox . regulare lokale
Ringe sind (siehe auch V, §5).

Ein regularer lokaler Ring ist integer! Somit ist ein zusammenhangendes regulares
Schema automatisch irreduzibel und reduziert.

Definition: Sei k ein Korper. Ein irreduzibles reduziertes projektives Schema X = Proj(9)
mit So = k heiBt k-Varietat.
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68 Appendix: Kurven

Definition: Eine Kurve X uber einem Korper k ist eine zusammenhangende regulare
projektive k-Varietat X der Krulldimension 1, insbesondere ist X irreduzibel und noether-
sch und separiert. Jeder lokale Ring Ox . von X ist dann ein diskreter Bewertungsring
(Algebra Il, Lemma 35.2), also normal. Insbesondere sind alle Ringe Ox(U) normal.

Zur Erinnerung: Fir eine Kurve X und U # 0 offen in X gilt Ox(U) =N,y Ox,» in M(X)
nach §7, Lemma 3.

Variante: Sei D = > pe|x| M T ein Divisor auf einer Kurve X, d.h. seien n, € Z fir
abgeschlossene Punkte = von X und n, = 0 fur fast alle 2. Dann definiert fir U # 0

Ox(D)(U) = () (pz)™"™ < M(X)
zcU

eine Linienbiindel (1) Ox(D) auf X. Es gilt Ox(D) = Ox fiir D = 0.

Der Grad: Der Grad eines Divisors D =Y n, -z ist deg(D) = >, n, -dimy(k(z)). Hierbei
ist k(z) = Ox./p., eine Korpererweiterung von k. Da X projektiv uber k ist, ist diese
endlich erzeugt iiber k, also endlich iiber & (Algebra II, Korollar 3.3).

Bemerkung: Sei P € |X|. Aus der Definition von Ox(n - P) und M(X) = Unan(@p)™
(Bewertungsring) folgt

H(X\ P,O0x) = | J H(X,0x(n-P)) .
nE‘N

Idealgarben: Jede Idealgarbe J c Ox ist von der Gestalt J = Ox(—D) fir einen positiven
Divisor (Algebra Il, Folgerung 39.1), denn jede affin offene Karte U = Spec(R) von X
definiert einen Dedekindring R mit #(X \ U) < cc.

Sei P € X ein abgeschlossener Punkt der Kurve X und i : P — X die Inklusion. Per
Definition existiert dann eine exakte Garbensequenz 0 — Ox(—P) — Ox — i.(k(P)) — 0.
Siehe Il, 6. Ist G lokalfrei(!) auf X, so erhdlt durch Tensorieren wieder eine exakte
Sequenz

0—G(—P)—G—i.(i"G) = 0.

Es gilt GIU = OF in einer Umgebung U von P. Daher ist i.i*G = i.(k(P)") eine
Wolkenkratzergarbe. Fir Wolkenkratzergarben gilt

HY(X,i.d*(G)) = HY(P,i*G) =0
da P ein affines Schema isomorph zu Spec(k(P)) ist.
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69 Appendix: Satz von Riemann-Roch fiir Kurven

Sei X eine Kurve uber einem Korper k. Wir setzen hi(X,G) = dim;.(H' (X, G)) sowie
X(G) =1’(X,G) - h'(X,G) , (Ge€Kx).

Bemerkung: Spater wird gezeigt, daB X \ P affin ist fir jeden abgeschlossenen Punkt
P € |X|. Daraus folgt durch Cechauflosung mit zwei affinen Karten r’(X,G) = 0 fur i > 2.

Lemma: Sei X eine Kurve, G lokalfrei vom Rang r. Dann gilt
(i) X(G(D)) =7 - deg(D) + x(G)
(i) ' (X,G) > rY(X,G(D)) fir D >o0.

Insbesondere gilt wegen (i) also (schwacher Riemann-Roch)
h(X,G(D)) > r-deg(D)+ x(G) .

Beweis: (i) und (ii) folgt (nach Reduktion auf den Fall D = P) aus der langen exakten
Kohomologie Sequenz und dem Verschwindungsatz fiir Wolkenkratzergarben (§8)

0— HX,G(-P)) —» H'(X,G) — k(z)" - H'(X,G(-P)) - H'(X,G) = 0 .

Hilfssatz: Sei X eine Kurve tiber einem Korper k, sei G € Kx lokalfrei und P € | X|. Dann
gibt es ein iy = io(G, P, X) mit HY(X,G ®o, Ox(iP)) =0 fir i > i.

Beweis: Wahle m mit H(X,Ox(-1) ®o, Ox(mP)) # 0 (schwacher Riemann-Roch). Dies
liefert eine Injektion Ox (1) — Ox(mP). Durch Tensorieren also Ox(n) — Ox(mnP). Da
die Quotientengarbe @ eine Wolkenkratzergarbe ist, gilt H'(X,Q) = 0. Die Sequenz

HY(X,G(n)) - H (X,G(mnP)) — H'(X,Q)

impliziert dann H'(X,G(mnP)) = 0 im Fall H'(X,G(n)) = 0. Dies gilt fiir n >> 0 (Serre
Verschwindungssatz). Aber dim,H'(X,G((i +1)- P)) < dimy H' (X, G(i - P)) (Lemma (ii)).

1.Korollar: Sei X eine Kurve, G lokalfrei vom Rang r. Dann existiert ein i(X,G) so daB
gilt
h(X,G(D)) = - deg(D) + x(G)

(bzw. dazu aquivalent H'(X,G (D)) = 0) fir deg(D) > i(G, X).
Beweis: Angenommen Ox(ioP) — Ox (D). Da die Quotientengarbe eine Wolkenkratzer-

garbe ist, folgt nach Tensorieren mit G die Aussage aus dem Hilfssatz und der langen Ko-
homologiesequenz. Sei allgemeiner L ein Linienbiindel. Wir zeigen Ox (ioP) — L(D) fur
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deg(D) >> 0. Dazu genugt H°(X,L(D) ® Ox(—ioP)) # 0. Dies folgt aber fir deg(D) >> 0
aus dem schwachen Riemann-Roch.

Dies beweist nicht nur Korollar 1. Vielmehr folgt: L*(ioP — D) C Ox ist eine ldealgarbe,
also von der Gestalt Ox(D’) fiir einen Divisor D’ (siehe §8). Also

2.Korollar: Jedes Linienbiindel L ist von der Gestalt L = Ox (D) fir einen Divisor D.
(Hierbei ist deg(D) durch L eindeutig bestimmt, nicht aber D! Dies definiert deg(L)).

Seien nun P # @ abgeschlossene Punkte der Kurve X, und sei U eine affin offene
Umgebung von @ in X\ P: Aus Dimensionsgriinden ist (X\P)\U eine endliche Vereinigung
von abgeschlossenen Punkten P, .., P,, mit P; # Q. Aus Korollar 1 folgt die Existenz von
Schnitten s; € Ox (X \ P) mit s(Q) # 0 und s(P;) = 0, denn A%(X,0x(nP — Q — P;)) =
hO(X,Ox(nP)) — 2 fur n >> 0. Setze f =515, in

Ox(X\P) = JH(X,0x(n- P)) .

n

Dann gilt f(Q) # 0 und (X \ P); c U. Wegen (X \ P); = Uy ist (X \ P); also affin.
Variiert man @, uberdecken diese affinen Karten das noethersche Schema X \ P. Nach
dem Affinitatskriterium von Il, §4 ist daher X \ P selbst affin.

3.Korollar: X\ P ist affin fir jedes z € |X|.

Man zeigt leicht, daB die Grothendieckgruppe K,(X) von lokalfreien Garben L (obdA
sogar vom Rang 1) erzeugt wird. Wir lassen dies als Ubungsaufgabe.

Wir setzen dann

CO(Z n; - [Li]) = ni-rang(L;) .
Elemente im Kern von ¢, schreiben sich in der Gestalt },([L;] — [Ox]). Beachte
[G] = [G] = co(G) - [Ox]

definiert einen Homomorphismus p : K,(X) — Kern(cy) C Ko(X), welcher auf Kern(co)
die Identitat ist.

Wir setzen dann ¢; = yop. Beachte x : K.(X) — Z definierte einen Homomorphismus
wegen der Additivitat der Eulercharakteristik 3" (—1)"h"(X, —) [unter Benutzung des aus
Korollar 3 folgenden Verschwindungssatzes H"(X,G) = 0 fir v > 2].

Fir Linienbiindel L; (unter Benutzung von Korollar 2) gilt dann

a(d (L] - [0x]) = Zdeg(Li) :

i
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Es gilt namlich c1<[G] —co(G) - [OX]) =x(G) — co(G) - x(Ox) = deg(G) fur Linienbiindel G,

wegen co(G) =1 und wegen des allerersten Lemmas.

4.Korollar(Riemann-Roch): Dies definiert Gruppenhomomorphismen ¢; : K.(X) — Z, so
daB gilt
h(X,G) = h'(X,G) = e1(G) + ¢o(G) - (1 - gx)

fur alle koharenten Garben G auf X.

Hierbei ist gx := h'(X,Ox) das Geschlecht der Kurve X.
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V LOKALFREIE GARBEN
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§1 Charakterisierung lokalfreier Garben

1.Lemma: Fiir eine koharente Garbe L auf X (noethersch!) sind dquivalent:
1) L ist lokalfrei
2) Alle Halme L, sind freie Ox ,-Moduln (obdA z € X abgeschlossen).

Beweis (nichttriviale Richtung 2 nach 1): Sei sy, .., s, eine Basis des freien Ox ,-Moduls
L.. Betrachte Fortsetzungen der s; auf eine gemeinsame offene Umgebung U von z und

Oy — L

(Froos fr) = Y i res((UV)(s1)
i=1
fir v .c U (auf den Schnittmoduln!). Die Halme K, = Q, = 0 von Kern und Bild sind
Null. Es folgt K|V = Q|V = 0 auf einer offenen Umgebung V von z (Abgeschlossenheit
des Tragers der koharenten (!) Garben K und Q). Somit ist L lokalfrei: L|V = Of,.

Bemerkung: Da wir X als noethersch annehmen, sind alle lokalen Ringe R = Ox..
noethersche, lokale Ringe. Fiir jede koharente Garbe G auf X sind die Halme M = G,
endlich erzeugte R = Ox ,-Moduln.

2.Lemma: Sei R ein lokaler, noetherscher Ring mit Restklassenkorper k = R/m, M ein
endlich erzeugter R-Modul. Dann sind aquivalent:

1) M ist frei.
2) Tori(M,k) =0

Hierbei bezeichnet Tor;(M, k) die Linksderivierten des rechtexakten Funktors (.)® gk bzw.
aquivalent (1) des rechtsexakten Funktors M @z (.).

Beweis von Lemma 2: Die Richtung 1) nach 2) benutzt die zweite Definition von Tor;.
Fiir die Richtung 2) nach 1) benutzen wir die erste Definition! Wahle (endliche!) k-Basis

K~ M®pk (=M/mM).
Wahl von Urbildern liefert eine Abbildung
R — M

mit Kokern Q. Da (.) ®g k rechtsexakt ist, folgt Q ®g k = 0 bzw. @ = 0 (Nakayama
Lemma)
0-K—-R —-M-—0
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sowie dann nach Annahme 2)
0="Tori(M,k) - K®rk —k" = M&rk—0.

Es folgt K @ k = 0 und somit K =0 (Nakayama Lemma).

Variante: Frei impliziert projektiv (Homg (M, (.)) exakt) impliziert flach (M @ (.) exakt)
impliziert Tory(M,k) = 0 impliziert frei. Diese Begriffe sind somit im vorliegenden Fall
aquivalent.

Korollar:
1) Sind L, L” lokalfrei und ist 0 — L' — L — L” — 0 exakt, dann ist L’ lokalfrei.

2) Sind L, L’ lokalfrei und ¢ : L — L’ sei Ox-linear. Ist
R k(x): Ly ®oyx .z k(z) — L, @0 o k()

injektiv fur alle abgeschlossenen Punkte = € X, dann ist Kokern(¢) lokalfrei und ¢ ist
injektiv
0— L— L' — Kokern(¢) — 0 .

Beweis: ObdA X = Spec(R), R lokal. 1) ist klar wegen der langen exakten Tor-Sequenz.
2) folgt durch Aufsplitten ¢ = vou mit u: L — Bild(¢) und v : Bild(¢) — L'. Aus ¢ @k
injektiv folgt dasselbe fiir u® k und v® k. Aus Tor; (L', k) = 0 und letzterem folgt daher
Tor,(Kokern(¢),k) = 0. Somit ist Kokern(¢) lokalfrei. Aus 1) folgt dann Bild(¢) lokalfrei.
Nochmals 1) zeigt Kern(¢) lokalfrei. Aber da u® k injektiv ist folgt dann Kern(¢) = 0
aus dem Nakayama Lemma .

Zur Erinnerung: Ein Schema X heiBt integer, wenn X zusammenhangend ist und alle
lokalen Ringe Ox .. nullteilerfrei sind.

Lemma: Ist X integer, dann ist eine koharente Garbe L lokalfrei genau dann wenn fur
alle (abgeschlossenen) Punkte = € X mit lokalem Ring R,, Restklassenkorper k(z) und
Quotientenkorper Q(z) gilt

Beweis: ObdA X = Spec(R),R = Ox,, und L, = M nach Lemma 1. Wie im Beweis von
Lemma 2 erhalt man eine Sequenz

0—-K—=R —M—0 , r=dimyg(Maegrk(r)) .
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Nach Annahme gilt aus Dimensionsgriinden dann dimgyo(r) (K ®@r Quot(R)) = 0. Also
K ®grQuot(R) =0 und somit wird jedes Element in K annuliert von einem Element f € R.
Aus K c R" und der Nullteilerfreiheit von R folgt K =0 und somit M =~ R".

Appendix

Nakayama Lemma: M ®z k = 0 — mit anderen Worten M = mM — impliziert M = 0 unter
den Voraussetzungen von Lemma 2.

Der entscheidende Punkt ist folgende Eigenschaft lokaler Ringe: pem=1-u¢ m =
(1 — u)R = R (sonst existiert ein maximales Ideal tiber 1 —p) =1 - pu € R*.

Beweis: Wahle ein zyklisches M’ ¢ M, so daB M /M’ weniger Erzeugende besitzt als M.
0—-M —M-—M/M —0.

Da ®gk rechtsexakt ist, folgt (M/M’)®@rk =0 und M/M' =0 (durch Induktion nach Zahl
der Erzeugenden). Somit ist obdA M = M’ zyklisch.

Ist M zyklisch (d.h. erzeugt von einem Element z), folgt wegen = = uz,p € m (M =mM
nach Annahme) daher (1 — )z = 0 und aus der Vorbemerkung M = 0.
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62 Die Picardgruppe

Sei X ein Schema und &, F lokalfrei auf X. Dann sind auch
HOIH(QX(S,]:) 5 5®0X‘F 5 EDF

lokalfrei.

Da die Aussagen lokal auf X sind, kann man zum Beweis 0.B.d.A. annehmen & = O,
F = 0f. Man reduziert nun die Aussagen auf Home,, (O}, 0f) = OFf, OF @0, 0f = O,
OF ® O = O,

Spezialfall: Ist £ lokalfrei, dann auch die duale Garbe

E* :=Homop, (£,0x)

Lemma: Sind F,G lokalfrei, dann gilt

-7:* ®OX g = HOHIOX (*7_-’ OX) ®OX gL)HomOX (‘7:7 g)

Beweis: Man hat eine naturliche Ox-lineare Abbildung von Home, (F,0x) ®0, G nach
Home, (F,G). DaB dies ein Isomorphismus ist, ist eine lokale Aussage. Sie folgt leicht
aus Homoe,, (0}, Ov) ®o, Of = OF = Homoe,, (0f;, O0f).

Man zeigt analog

Lemma: Sind &, F,G lokalfrei, dann gilt

Homo,, (€, Home, (F,G))——~Homo, (£ ®oy F,G)

Korollar: Home, (£, F* R0, G)——Home, (£ ®o, F,G) falls £ F,G lokalfrei sind auf X.
Fakt: (&%) = €.

Beweis: Die natiirliche Abbildung (£*)* — £ ist fur & = O% ein Isomorphismus, also auch
fur lokalfreie Garben &.

Wir betrachten nun |okalfreie Garben € vom Rang 1. Fiir diese ist die natiirliche Auswer-
tungsabbildung
Spur : € ®@p, £ — Ox
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ein Isomorphismus.
Beweis: Die Aussage ist lokal. Sie folgt daher aus Oy ®0, Homo,, (Or, Oy) = Oy.

Korollar: Die Isomorphieklassen von lokalfreien Garben vom Rang 1 auf X bilden beziig-
lich @0, eine abelsche Gruppe, die sogenannte Picardgruppe Pic(X) des Schemas X.

Beweis: Einselement ist die Isomorphieklasse von Ox. £* ist invers zu &:
Ox ®o, L=L
L0y (FRoyx G) = (Lo F)®oyx G

& Roy €2 0x

Beispiel: Sei K Zahlkorper (d.h. [K : Q] < «), Ox Ring der ganzen Zahlen in K (=
ganzer AbschluB von Z in K) und X = Spec(O). Dann ist Pic(X) eine endliche (!!)
abelsche Gruppe, die sogenannte Klassengruppe von K.

#Pic(X) = hre (Klassenzahl von K)
Bemerkung: Die Fermatgleichung X™ + Y™ = Z" hat nur triviale Losungen. Gilt hx =1

fur den Kreiskorper K = Q(¢,,) der n-ten Einheitswurzeln ¢, kann man dies recht einfach
zeigen.

Sei G eine lokalfreie Garbe auf X vom Rang n. Dann existiert per Definition eine offene
Uberdeckung X = U,c;U; von X, welche G trivialisiert

’L/JZ' : G|U7 ;) (9”|U7
Dies definiert Kartenwechsel-Garbenisomorphismen
,(/)71 : O&QUJ- — OT[}N-]UJ'

durch ¢;; = ¢;|v, o4y |y, mit der offensichtlichen Kozyklenbedingung

(*) wji O'l,zjik :wjk (an UZQU] ﬁUk )
fur alle 4, j, ke I.

Ist U eine offene Teilmenge von X, so gilt wegen der Garbenaxiome (!)

GWU) ={s = (si)icr € HO”(U NU;)|Yji(resy, (si)) = resu,(s;)}-

el
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Sei umgekehrt eine offene Uberdeckung X = U;c;U; gegeben zusammen mit irgendwel-
chen Garbenisomorphismen v;; der Garben O ;. fur alle i, j € I, welche die Kozyk-
lenbedingung () erfllen. Dann definiert der obige Ansatz

G(U) ={s = (si)ier € [[O™(U N U wji(resu, (s:)) = resu,(s;)}

iel

eine Ox Modulgarbe auf X.

Ubungsaufgabe: Priife die Garbenaxiome G1) und G2)!

Es gilt G|y, = Op,, denn die Kenntniss des Schnittes s; legt wohldefiniert alle anderen
Schnitte fest (Kozyklenbedingung (x) ). Somit ist G lokalfrei.

Bemerkung: Die obige Beschreibung lokalfreier Garben gestattet es nun Konstruktionen
der multilinearen Algebra auf lokalfreie Garben anzuwenden.

Die Kartenwechsel v;; stellen wir uns vor als n x n Matrizen mit Eintragen im Ring
R =0(U;NnU;). Man definiert zum Beispiel symmetrische und auBere Potenzen

Symm"G , AYG

durch die Kartenwechselmatrizen Symm" (v;;) bzw A”(1;;).

Zur Erinnerung: A¥1;; ist hierbei die (7) x (") Matrix, deren Eintrage bis aufs Vorzeichen
die Determinanten der v x v Untermatrizen von ,;; sind. Bekanntlich gilt AY(uov) =
AY(u) o A¥(v). Somit gilt die Kozyklenbedingung.

Bemerkung: Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall v = n. Die Garbe A"G ist dann lokalfrei
vom Rang 1 und wird auch Determinantenbiindel det(G) von G genannt.

117



118



63 Allgemeine Bemerkungen zum Spalten von Sequenzen:

Sei

04)6‘0%51&52%0

eine kurze exakte Sequenz quasikohdrenter Garben (oder allgemeiner von Objekten in
einer abelschen Kategorie C' mit geniigend vielen injektiven Objekten).

Problem: Wann gilt & = & @ &, so daB p die Projektion auf den Summanden &, ist?
Aquivalent: Wann existiert eine Splittung s: & — & (in C) mit
pos=idg,

Sprechweise: Wann zerfallt die Extension E von & und & definiert durch die exakte
Sequenz?
Beachte: Die lange exakte Sequenz der Derivierten des Funktors

Hom(&s,—): C —> Ab
liefert als Hindernissequenz

0 — Hom(E, &) — Hom(Es,E1) . Hom(82,&) > Ext(8,8)
i —pos; idegz — S(ide,)

Aus der Exaktheit bei Hom(&;, &) folgt die Existenz einer Splittung s mit po s = idg,
daher genau dann, wenn gilt

8(idg,) =0 (in Ext'(&2,&)) -

Das heiBt: Die Extension E zerfallt genau dann wenn die soeben definierte Extensions-
klasse
[E] = 6(Zd52)

in Ext! (&, &) null ist.

Bemerkung: Im allgemeinen sind Ext-Gruppen schwer zu berechnen! Sind &, &1, &
lokalfrei, argumentiert man geschickter wie folgt:

Da &; lokalfrei ist, ist & ®o, — ein exakter Funktor. Wegen & ®¢, F = Homo, (E2,F)
erhalt man die exakte Garbensequenz

0 — Homop, (&2,&) — Hompey, (E2,&1) — Homoe, (£2,E2) — 0
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Wegen (siehe |, §6 bzw Il, §2)
HY(X,Home, (A, B)) = Homo, (A, B)
erhalt man die lange exakte Sequenz
0 — Homo, (£2,E) — Homoy (E2,E1) — Home, (E2,E) — HY (X, &5 @0y &)

Insbesondere splittet daher eine Extension E lokalfreier Garben, falls die Extensionsklasse

[B] € H'(X, & ®ox &)
verschwindet (selbes Argument wie oben!)

Korollar: Ist X affin, dann zerfallt jede Extension 0 — & — & — & — 0 lokalfreier Garben
auf X (affiner Verschwindungssatz!)
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64 Basiswechsel

Ziel dieses Abschnittes sind Vergleichsaussagen zwischen der Kohomologie des Total-
raumes und der Kohomologie der Fasern in einer durch ein affines Schema Spec(R)
parametrisierten Familie projektiver Raume.

Wir machen zunachst einige allgemeine Vorbemerkungen uber flache R-Moduln. Dazu
jagen wir in folgendem Diagramm gebildet zu einem endlichen Komplex

0—-Ky—..—K,—0

von R-Moduln mit Kohomologiemoduln H;,i =0,...,n. Man erhalt durch Aufsplitten

0 0 0
\ /N /
HQ O‘>BQ‘>ZQ HQ 0 Hn

\ / N /
Ko K, Ky oo ooe K, 1 K,
N/ N /'
0—= B >2,—H; —0 0——By1>Zy_ 1 —>H, 1>0
\/ N4
0 0

Durch absteigende (!) Induktion folgert man aus der

Annahme: Hi,...,H, und Ky,.., K, seien flache R-Moduln und alle Abbildungen seien
R-linear

die

1.Folgerung: Alle verbleibenden Moduln Z, |, B, _1,...,Z1, B, sowie H, sind flache R-
Moduln.

Dies wiederum impliziert

2.Folgerung: H' (K ©@r M) = H'(K") @g M fiir beliebige R-Moduln M (alle 7).
Bemerkung: Wegen der Rechtsexaktheit des Tensorfunktors gilt ohne Vorraussetzungen
immer HY (K- ®r M) = H(K")®g M fir i = n bzw. als Variante H{(K- ®r M) = H (K" )@r M

fur i =r falls H,,1, K,,1,..H,, K,, flache R-Moduln sind.

Basiswechsel: Sei nun X =P}, und L eine lokalfreie Garbe auf X. Fiir jeden abgeschlosse-
nen Punkt = € X und jede Korpererweiterung k(z) — k des Restklassenkorpers k = k(z)
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erhalt man abgeschlossene Immersionen i (induziert von dem graduierten Ringhomomor-
phismus R[X, .., X,,] = k[Xo, .., X))

Pl —— > IPh = X

1
Spec(k) ——> Spec(R)

Wir sind interessiert an der Kohomologie der Einschrankungen (L) auf die Fasern IP}.
Man erhalt fur diese Faser-Kohomologiegruppen in Termen von X =P},

HY (P}, i*(L)) = H(X,i,i*(L)) .

Wegen der Projektionsformel i,i* (L) = Z.*(O\P:)(@O\pz;l’ und dann Opr = *(Ospec(r)) sowie

dem trivialen (flachen) Basiswechsel i.7* = 7*i, fiir die Strukturgarbe ergibt sich dafiir
HY(X,L ®oy ix(Opr)) = H (X, L ®0x 7 (i+Ospectr))) -

Frage: Wie hangt nun aber H/(X,L ®o, 7*(M)) ab von H(X,L) und fir (beliebige)
R-Moduln M sowie fur die Moduln M = R/p, = k(z) und M =k im speziellen?

Die Antwort ist folgende: Die Kohomologie von L auf X =P} berechnet sich mit Hilfe
des Cech-Komplexes (oder des Tensorkomplexes aus Ill §5 tensoriert mit L).

1.Lemma: Dies liefert eine I'-azyklische Auflosung der lokalfreien Garbe L mit R-flachen
(!) Garben Ko,...,K, (d.h. alle Schnittmoduln sind flache R-Moduln beziiglich des
Basisrings)

0O—-L—-Ky—Ki—..—-K,—0.

(Ubungsaufgabe!)

Betrachte nun den tensorierten Komplex
00— Loy (M) — Ky®oy (M) = K1 @0y 7"(M) — ... = K, @0y 7 (M) — 0

auf X = IP%. Wegen der allgemeinen Formel (F ®o, G), = F, ®o0,., G, zur Berech-
nung der Halme von Tensorprodukten ist dieser neue Komplex wieder exakt! (Wende
namlich obige Folgerung 2 an auf R = Ox, und den R-Modul =*(M),; alle Flachheitsvo-
raussetzungen der Annahme sind erfiillt). Man erhilt somit eine Auflosung der Garbe
L®o, (M) auf X.

In unserem Fall zeigt man nun (durch Uberpriifen in den Standardkarten des projektiven
Raumes X und Folgerung 1), daB dies eine Auflésung ist, deren Terme I'-azyklisch sind
(benutze z.B die Cech-Auflosung)! Die Kohomologie H’(X, L ®o, 7*(M)) berechnet sich
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also als Kohomologie des Schnittkomplexes der globalen Schnitte (K; ®o, 7*(M))(X).
Benutzt man nun das

2.Lemma: (G @0y 7 (k))(X) = G(X) @x k (Ubungsaufgabe )
so ergibt sich fiir obige Frage (im Fall M = k)
HY(X,L®o, w*(k)) = H’(K(X) @r k) -

Hierbei ist K- = K'(X) obiger Komplex von flachen R-Moduln K; = K;(X) mit den
Kohomologiegruppen H- (X, L).

Man wiirde nun am liebsten schlieBen
H (K (X) @p k)=H (K (X)) 9 k = H (X, L) 9 k .

Dies ist im allgemeinen aber nicht moglich. Im Hinblick auf Folgerung 2 gentigen al-
lerdings die Voraussetzungen der Annahme, um so schlieBen zu konnen. Das bedeutet,
daB zusatzlich zu obigen Betrachtungen angenommen werden muB, daB die H/(X, L)
flache R-Moduln sind (d.h: Rix. (L) lokalfrei).

Fassen wir zusammen, so erhalten wir aus Folgerung 1 und 2 als

Korollar: Sei L eine lokalfreie Garbe auf 7 :IP}; — Spec(R) (oder allgemeiner eine R-flache
Garbe). Sind alle hoheren direkten Bilder fiir j > 1

Rim, (L) i=1,...n
lokalfreie Garben auf Spec(R), dann ist auch
(L)
lokalfrei auf Spec(R) und es gilt
HI(Py,i*(L)) = H (PR, L) @ k = R/my (L), ®p, k. (j >0)
fur alle abgeschlossenen Punkte z € Spec(R), alle Korpererweiterungen und alle j > 0.
Zusatz: Sind die R/« (L) lokalfrei fur alle j = +1,r +2,..,n, dann gilt
H™ (P}, (L)) = R'm (L), ©p, k -

Beweis des Korollars: Die Aussage ist lokal, daher obdA R = R,. Dann sind nach An-
nahme die

RI(r.(L))s = HI (P}, L)
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freie (also flache) R-Moduln fiir i > 0 und berechnen sich als Kohomologiegruppen
Hy, Hs,.. aus dem Komplex K- flacher R-Moduln K; wie oben. Aus den Folgerungen 1
und 2 ergibt sich, daB dann auch H, = 7.(L), ein flacher R = R,-Modul ist sowie

HI (K ®@rk)=H (K)®rk .
Die linke Seite ist nach obigen Ausfuhrungen gerade H7(P},i*(L)), die rechte Seite ist
Hi(P%, L) ®g k. Da m. (L), flach ist, gilt Torf=(r.(L),, k) = 0. Somit ist 7.(L), ein freier

R,-Modul (siehe §1). Also ist 7. (L) lokalfrei!

Bemerkung: Anders formuliert besagt der Zusatz, daB die Bildung des r-ten direkten
Bildes R"m.(—) mit dem Basiswechsel i* vertauscht

Rim.(i* (L))

1%

*(R™ . (L)) .

Bemerkung: Im allgemeinen "springen” die Kohomologiegruppen der Fasern und lassen
sich nicht durch die Halme der direkten Bilder kontrollieren. Die oben gemachten An-
nahmen erlauben eine solche Kontrolle. Die gemachten Annahmen lassen sich allerdings
weiter abschwachen. Dies ist oft sehr nutzlich! Siehe Hartshorne.
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65 Regulare Ringe

Sei R ein noetherscher, lokaler Ring. Wir betrachten Komplexe K (z;)

0—-R“ R—0 (mult. mitz; aus R)

sowie die iterierten Tensorkomplexe (Koszulkomplexe)

K(‘Tlv 7xl) = K(xl) ®R K(l2) QR ... Or K(ZL’Z) .

Regulare Sequenzen: x4, .., z,, heiBt regulare Sequenz, falls Multiplikation mit z; Injektio-
nen auf R/(xy,...,z;_1) induziert, d.h.

HO(R/(le, ...,.C(Ji_l) RRr K(JJZ)) =0

fur alle i = 1,..,n. Insbesondere ist der Koszulkomplex K- = K(x1,..,2,) eine freie
Auflosung von
H™(K") = R/(z1,..,2n)

ist. Beweis: Folgt aus Ill, §6 durch Induktion nach n!

Definition: Der lokale Ring R heiBt regular, falls das maximale Ideal m von einer regularen
Sequenz z,..,z, erzeugt wird

m=(x1,...,Tn) .

Die Zahl der Parameter n heiBt Dimension des regularen Rings.

1.Folgerung: Sei z4, ..., z,, eine regulare Sequenz, welche das maximale Ideal eines regula-
ren Rings R erzeugt. Dann ist der Koszulkomplex K- = K(zy,..,x,) eine freie Auflosung
von

H"(K)=R/(x1,..,on) =k

der Lange n.

Bemerkung: Die Umkehrung fir K = K(x1,..,,) gilt auch. Azyklizitat von K(z1,...,x,)
bis auf Stelle n impliziert die Regularitat der Sequenz z, ..., z,,.
Beweis: Man mochte induktiv schlieBen und zeigen, daB die Annahme bereits das Ver-
schwinden der MV = HY(K(z1,...,7,_1)) fur alle v < n—1 impliziert. Dazu verwendet man
1, §6

0 — Kokern(M" O x,) — H"(K*) — Kern(M" O z,) — 0.

Es folgt, daB Multiplikation mit z,, auf MY fur alle v < n — 2 ein Isomorphismus ist.
Somit gilt wegen z,, € m also M = mM” fiir alle v < n —2. Wegen Nakayama (fiir R)
folgt das Verschwinden M° = ... = M™% = 0. Mit Induktion folgt obdA die Regularitat
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der Sequenz z1,...,z,_1. Aus H"1(K") = 0 folgt dann aber Kern(M" r,) =0, d.h.
r1,...,, ist regular, denn M"~' = R/(x1,...,x,_1). SchlieBlich folgt aus H"(K") = k die
Aussage m = (z1,...,z,). Somit ist der Ring R regular.

Wegen K(x1,..,2,) = K(2,(1), .-, To(n)) folgt daher

2.Folgerung: Ist 1, ...,z, regulare Sequenz wie in Folgerung 1, dann auch jede Permuta-
tion To(1)s - Lo(n)-

Korollar: Ist R regular, dann ist die Dimension n = dimy(m/m?) eine Ringinvariante
m/m? = kx; ... 0k, .

Beweis: Nach Annahme erzeugen die z; den Modul m bzw. m/m?. Gabe es eine nicht-
triviale Abhangigkeit, dann obdA (durch Permutation!) von der Form

T = MT1 4+ oo + Ap_1Zn_1 mod m? .
Es folgt
Zn = 0 mod m>

fur das maximale Ideal m = z,R von R = R/(z1,..,2,_1). Nakayama impliziert m = 0.
Dies ist ein Widerspruch zur Regularitat (z,,-Multiplikation injektiv auf R!), da R # 0.
Letzteres, da & Quotient von R ist.

3.(" Taylorentwicklung™): Analog zeigt man

m'/mT = Symm®(m/m?) (hom.Polyome vom Grad i) .

Hinweis: x1,..,2, regular impliziert a,z1, aszy + 29, .., anx1 + x,, regular, falls a; € R* und
as,..,a, € R. Offensichtlich wird m?/m**' von den Monomen in zi,...,xz, vom Grad i
mit " Koeffizienten” in k = R/m erzeugt. Zu zeigen ist die k-lineare Unabhangigkeit
dieser Monome mod m‘*t!. Mit anderen Worten: ware P ein homogenes Polynom mit
Koeffizienten in R vom Grad i mit P(x,...,z,) € m**!, dann sind alle Koeffizienten in m.
Beweis: Angenommen es gabe ay,...,a, € R (nicht alle a; = 0 mod m) mit P(ay,...,a,) #
0 mod m, dann reduziert man durch Permutation und obige Modifikation obdA auf den
Fall P = z{+ andere Monome und schlieBt wie im Fall i = 1.

Ein Tupel @y, ...,a, € k" existiert nicht immer. Ein solches Tupel existiert aber immer in
einer endlichen Korpererweiterung k[X]/f(X) von k. ObdA ist dabei f(X) Normiertes.
Wahle normierten Lift f € R[X] und ersetze R durch R = R[X]/f(X). Dann ist zi,...,z,
wieder eine reguldre Sequenz des Ringes R, welche ein maximales Ideal von R erzeugt
und man schlieBt wie gehabt.
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o0 .
Krull-Lemma: 7= N m‘=0
i=1

Beweis: Nakayama! (mI =1, I ist endlich erzeugt)

Es folgt aus dem Krull-Lemma, daB der naturliche Ringhomomorphismus
R — R=lim (R/m")

eine Inklusion ist. Es folgt nun leicht, daB ein regularer lokaler Ring R nullteilerfrei sein
muB!

4.Folgerung: Sei R ein regularer lokaler Ring der Dimension < n. Fiir jeden R-Modul M
gilt dann
Tor;(M,k)=0 (i>n+1).

Beweis: k besitzt einen freie (= projektive) Aufldsung der Lange < n (den Koszulkom-
plex)!

Definition: Ein noethersches Schema X heiBt regular (von der Dimension < n), falls alle
lokalen Ringe Ox., = € X regulare lokale Ringe (der Dimenssion < n) sind. Ein Ring
heiBt regular, falls Spec(R) regular ist.

Bemerkung: Man kann zeigen, R regular impliziert R[X] regular. Insbesondere impliziert
also Y regular dasselbe fir IPy (E).

127



128



66 Der Syzygiensatz

Satz: Sei X ein regulares (noethersches) Schema der Dimension < n und L ein amples
Linienbiindel auf X. Dann besitzt jede koharente Garbe G eine lokalfreie Auflosung
endlicher Lange

0—-F,—F,1—..—>F,—-G—0.

Bemerkung: Es folgt [G] = [Fy] — [Fi] & ... + (=1)"[F,.] in K.(X).

Beweis des Syzygiensatzes: Wahle lokalfreie Auflosung bis zur Stelle F,,_; (via Summen
von Potenzen der amplen Garbe ). Betrachte Kern und Bild von d,,_;

0—K,—F,_1—K,_1—0 (ete...) .

Daraus erhalt man (durch Lokalisieren fiir jeden abgeschlossenen Punkt = € X) aus den
langen Tor-Sequenzen

Tor1(Kp)z k(z)) = Tora(Kp-1)z, k() = ... 2Torpi1(Gy, k() ,
da alle (F;), freie Ox,.-Moduln sind! Da X regular ist gilt (85, Folgerung 4)
Torps1(Ga, k(z)) =0 .
Somit ist K, lokalfrei auf X nach §1. Die Behauptung folgt indem man F, = K,, setzt.
Korollar: Sei die Situation wie im Syzygiensatz. Dann gilt
TorPX(M,N)=0 (i>n+1)
fur alle koharenten Garben M, N auf X.

Beweis: Dies folgt aus der Existenz von endlichen azyklischen Auflosungen. Beachte:
Tor®* (M, N) ist definiert durch Verkleben von den affinen Tor's. Man muB dazu die
charakteristische Quasikoharenz Eigenschaft fiir die Tor's nachweisen (Ubungsaufgabe!).
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VI VEKTORBUNDEL
AUF DEM IPn
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§1 Elementarsymmetrische Funktionen

Wir zeigen, daB 7 : IPy(£) — Y abgeschlossene Punkte 2 in abgeschlossene Punkte 7(x)
abbildet. Die Aussage ist lokal in Y, also 0.B.d.A. Y = Spec(R) und €& ist trivial.

p: PR Xspee(r) - X PR P%,

T~ 7

Spec(R)

Man hat eine natiirliche Abbildung p. Auf dem Niveau der graduierten Ringe ist p
definiert durch
R[XOaX17 "aX'rL] - R[“Oavo] ®R T ®R R[UTMUTL] ’

mit X; — O'Z'(’LL(),’UO7 ..,Un,'l}n), wobei
n n

H(ul —tv;) = Zai(u, )t = ZXiti )
i=0

=0 =0

Bemerkung: Auf Py xspec(r) - - - % IPy, operiert die Permutationsgruppe S, in natiirlicher
Weise mit " Quotient” (s. Mumford GIT)

(PR X Spee(r) =+ * Xspec(r) PR)/Sn = P}
Dies folgt aus dem Satz lber elementarsymmetrische Funktionen.

Bemerkung: Durch miihsame Inspektion in lokalen Karten zeigt man, daB p auf Urbildern
affiner Karten durch ganze Ringerweiterungen beschrieben wird. Wegen "going up”
(Algebra I1) ist somit p surjektiv und jeder abgeschlossene Punkt von IP}, besitzt einen
abgeschlossenen Urbildpunkt.

Dies reduziert durch schrittweise Projektion (P},)" — (P%)*' — - - auf den Fall

7 :IPy — SpecR

Aber P, = ALUAL = (PL\(c0)r) U (Px\ (0)s) mit den beiden Standardkarten zy # 0
und z;(= 2s) # 0 von P, = ProjR[zo, z1]. ObdA gilt z ¢ (c0)r = ProjR[zo] = SpecR und
z ¢ (0)gr = ProjR[r1] = SpecR. Anderenfalls ist die Aussage trivial. (Restriktion von 7 auf
(0)r bzw. (c0)g ist die Identitat). Daher obdA

(%) TEALNAL=U
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(d.h. z liegt weder im Nullschnitt noch im oo fernen Schnitt). Zu zeigen ist: n(z) ist
abgeschlossen in SpecR.

Umformulierung in die Ringsprache:

Betrachte
AR U< A}

SpecR[Y] < SpecR[Z, Z '] — SpecR[X]
mit X = xo/x; bzw. Y = z1/x9 und X — Z respektive Y — Z~1 als Kartenwechsel. In
Termen von Ringen lautet das Problem wie folgt: Gegeben sei

R[Y] < R[Z,Z~"] < R[X]

Yis 2702 X

und ein maximales ldeal p, von R[Z, Z~!], dessen Urbilder p, N R[X] in R[X] bzw. p,NR[Y]
in R[Y] maximal bleiben. Dies ist Bedingung (x). Zeige: p,) = p. N R ist dann ein
maximales Ideal von R.

Ersetzt man R durch R/p,NR kann man obdA p,NR = 0 annehmen. Durch anschlieBendes
Lokalisieren ist obdA R ein integrer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m.

k(x) “«— R[Y] — pz N R[Y] max
N inj. 7 inj. :
R - p.NR=0 R lokal integer!

Zu zeigen ist m =0, d.h. R Korper. Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis.
Annahme: m # 0.

Es folgt dann mR[Y] € p, N R[Y] wegen p, N R = 0. Somit
R[Y] = mR[Y]+p. NR[Y],

da p, maximales Ideal ist. Das heiBt
l .
1= mY' +Q(Y)
1=0

mit m; € m , Q(Y) € p, N R[Y]. Der nullte Koeffizient ay von Q(Y) = ap + a1Y + ... ist
somit in 1 —m, also eine Einheit von R.

Kartenwechseltrick: Beachte Y = Z—! und X = Z. Das Element

Q(Zfl) . Zdeg(Q) = aOXdEQ(Q) + ...+ Qdeg(Q)
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aus p, C R[Z,Z~1] liegt sogar in p, N R[X] und erfullt ay € R*. Es folgt, daB

k(2) = RIX]/ps 0 RIX] = RIX]/(X%0Q) 4. 4 20D o pes(@
0

als Quotient des endlich erzeugten R-Moduls R?9(?) endlich erzeugt ist. Andererseits
gilt

m-k(x)=0

und wegen Nakayama daher
k(z) =0 (Widerspruch zur Annahme!)

Es folgt m =0, d.h. =(z) ist abgeschlossen in Y.

Bemerkung: Ohne das Kartenwechselargument und der endlichen Erzeugtheit von k(x)
als R-Modul ist kein Widerspruch moglich. Betrachte dazu das Gegenbeispiel k(z) = Q ,
R =17, (Lokalisierung nach p) mit k(z) = R[Y] und Y — p~! € Q.

Bemerkung: Fur eine Darstellung unseres "ad hoc” Argumentes in allgemeinerem Rah-
men, sollte man das Kapitel tiber " proper maps” im Buch von Hartshorne konsultieren!
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62 Filtrationen auf Vektorbiindeln des IPy (E)

Sei G # 0 lokalfrei auf IPy (E). Serre Dualitat und die Endlichkeitssatze implizieren

1 (G(5)) = Homoy (R"m, (G*(—j —n—1),0y) =0  (j <<0) .

Aus T.(G) #0 (11, §4) folgt aber 7.(G(j)) # 0 fur mindestens ein j aus Z.
G heiBt normiert, falls gilt
T(G) £ 0, m(G(=1)) = 1 (G(=2)) = ... =0 .
Jedes lokalfreie G # 0 kann durch einen geeigneten Twist G = G,,orm (kg) normiert werden!

Beachte, daB 7.(G) = 0 immer 7.(G(-1)) = m.(G(-2)) = ... = 0 nach sich zieht. Denn .
ist linksexakt und es gilt 7.(G(—j)) — 7.(G) wegen Op, (&)(=7) = Op, (i) fur j > 0.

Ziel des Abschnittes ist der

Satz: (Rang(E) =n+1)

Fiir lokalfreie normierte Garben G auf IPy(E) = Y sind aquivalent:

(i) Die Garben R"7,(G(j —n)) sind fiir alle j lokalfrei und es gilt
R'7.(G(j—2)=..=R"'n.(G(j —n)) =0
fur alle j >0 (falls n > 2).

(i) G besitzt eine (eindeutige) endliche aufsteigende Filtration

0=G_1cGyc..cG,C..CG
(G, = G fiir m >>0) mit
Gm/Gmi1 = 7 (Fy)(—m)

fir lokalfreie Garben F,, auf Y (mit Fy = 7.(G)).

1.Bemerkung: Ist Y = Spec(R) affin, so folgt aus V,§3 daB die Bedingung (ii) des Satzes
aquivalent ist zu

m=mj

G= P = (Fn)(-m) .

m=mg
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2.Bemerkung: Im allgemeinen besitzen lokalfreie normierte Garben keine Filtration (ii).
Zum Beispiel ist der Kern &

0—-G— O‘gﬁl — O\P’;(l) —0
R

(307 ..,Sn) = Zflsz .
=0
normiert und lokalfrei, erfiillt aber nicht (i).

Beweis des Satzes (ii) impliziert (i): Aus

0= Gyt — G — 7 (F)(—m) — 0
folgt die lange exakte Sequenz
o B RO (Gt () = R (Gon(5) = RO (7 (Fn) (= 4 ) — ..
Die Projektionsformel gibt
Rt (m*Fr(—m 4+ j)) = Fn, Qoy RF1(O(=m+35)) =0
falls 1 # 0,n. Aufsteigende Induktion beginnend mit G_; = 0 liefert daher
R (Gm(j)) = 0

fur alle m,j und alle v # 0,n. Somit

0= R'"1(Gm-1(j)) = R"m(Gm(5)) = Fin @0y R'm(O(=m 7)) — 0 .

Aufsteigende Induktion zeigt R"(G,.(j)) lokalfrei fiir alle j. Die Behauptung (i) folgt
wegen G, = G fur m >> 0 und - nebenbei bemerkt - fur alle j € Z.

Beweisstrategie von (i) impliziert (ii):

Wir reduzieren den Beweis auf zwei Behauptungen (Beh 1) und (Beh 2). Wir zeigen
namlich, daB die Adjunktionsabbildung

ad : (1 (G)) = G

injektiv ist (Beh 1) mit lokalfreiem Kokern @ (Beh 2)

O—>7r*(7r*(G))ﬂl>G£>Q—>O.
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Wir nehmen an, dies sei gezeigt. Es genligt dies im ubrigen lokal auf Y zu zeigen, d.h.
obdA im Fall Y = Spec(R) affin, E = O3,

Die lange exakte Kohomolgiesequenz sowie die Projektionsformel zeigt =.(Q) = 0 wegen
Rizm, (7*(Fy)) = Fo ®0, R'm.0 =0 und wegen r.(ad) : m.7*m.(G) = 7.(Q)

0— 7.(GQ) 2 m(G) — 1.(Q) — Fy ®0, R'T.0=0,

also m.(Q) = 1. (Q(—1)) = ... = 0 und somit Q = Quorm(kg) Mit kg > 0.

Annahme (i) und Basiswechsel impliziert £, := «.(G) lokalfreil Aus Annahme (i) fiir G
folgt
e ™ Rlﬂ'*(G(kQ +])) i Rlﬂ'*(Qnorm(j)) - FO ®Oy R27T*O(kQ +-7) e

sowie

e T FO ®OY Rnﬂ-*(o(kQ +.7)) - Rnﬂ-*(G(kQ +.7)) = Rnﬂ-*(Qnorm(j)) - O :

Somit erfiillt die normierte Garbe Q.. alle Annahmen von (i). Man schlieBt daher
rekursiv durch Induktion nach dem Rang von G auf die Giiltigkeit von (ii). Beachte
Rang(Qnorm) < Rang(G). Ist Q. die entsprechende Filtration von Q,orm, dann ist Gijx, =
Y 1Q;) und Gy = Gy = ... = Gi,—1 = m.(G) die gesuchte Filtration von G.
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63 Beweis der Behauptungen

Es bleibt der Nachweis von (Beh 1) und (Beh 2). Wir behandeln zuerst den Fall n =1
und IPy (E) = IP.

Ist ¢ : L — L’ ein Ox-linearer Garbenhomomorphismus zwischen lokalfreien Garben L und
L', dann ist ¢ injektiv mit lokalfreiem Kokern, falls fiir alle abgeschlossenen Punkte x

¢ Qk(z)
—_

L, ® k(x) L @ k(z)

punktuell injektiv ist (siehe V, §1).

Wir wenden dies an fir L = 7*7,G, L’ = G und ¢ = ad. In diesem Fall implizieren die
punktuellen Injektionen die Behauptungen (Beh 1) und (Beh 2).

Wir geben eine konkrete Deutung von ¢, ® k(z) in diesem Fall. Offensichtlich ist
T (1 G)e @0, k(z) = ©* (HO(PR, G))s © k(z)

= H(Pk.G) ®r Opr @0, k() = H'(P, G) ®r k(z) .

P},
Die Abbildung ad, ® k(z) ist dabei gegeben durch "Einsetzen des Punktes z"

HO(PL,G) ®@p k(z) — G, @ k()
SQrl—5,®0., 1
‘PR,.'E

in die Schnitte s € HO(P}, G).

Es ist die Injektivitat aller ad, ® k(x) fur alle abgeschlossenen Punkte = zu zeigen. Setze
y = m(z) und k = k(y). Wegen Basiswechsel und §4 (verwende Annahme (i)) reduziert
man sofort auf den absoluten Fall R = k.

Sei also von nun an R = k. Die abgeschlossenen Punkte = von IP;, sind uns aber bekannt
{z €IP;, | = abgeschlossen} = co U {irr. Polynome f, in k[X] vom Grad I, > 1} .

Die zum abgeschlossenen Punkt = gehdrige Idealgarbe J, = Op: (1) gibt die Sequenz

0— O‘P;(_lx) EL O\P; — isk(z) — 0

bzw.
0= G(=1,) — G — (ig)u(in)*(G) — 0 .
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Bildet man globale Schnitte, erhalt man

0 — H°(P;,G(—l,)) — H'(P.,G) =% G, 201 k(x)
s — 8; Qo 1

P! .

Ware ad ® k(z) nicht injektiv, gabe es einen nichttrivialen Schnitt s € H(P;, G(—l,)) mit
I, > 1 im Kern von ev,. Dies ist wegen der Normierung von G aber ausgeschlossen. Der
Beweis von (Beh 1) und (Beh 2) im Fall n = 1 ist damit erbracht.

Nun zum allgemeinen Fall n > 1:

ObdA kénnen wir wieder annehmen Y = Spec(R) affin, E = O3, Mit Basiswechsel (!!)
reduzieren wir von R auf k auf k (alg.abg.Korper). Dann schlieBen wir wie im Fall n = 1.
Um zu zeigen, daB ev, injektiv ist, benutzt man einen exakten Komplex

0—G(-n) = G (-n+1) = ... - G"(-1) - G % G, ®opn k(xz) —0 .
N

Benutze dazu den Koszulkomplex, G lokalfrei und den Hilbertschen Nullstellensatz,
welcher die abgeschlossenen Punkte von P} beschreibt. Aufsplittern gibt

0> Ky— G G, ®O\P" k()
*
0—-K —-G"(-1)—-Ky—0

G(_n) = n—1

d.h.  Kern(ev,) = HO(PE, Ko) = H'(PE Ky) = H?*(PE Kp) = .. = H" Y(PL, K, ) =
H"1(P%,G(—n)) = 0 wegen der Annahmen von (i)! Damit kann man wie im Fall n =1
den Beweis zu Ende fiihren.
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64 Regulare Garben

Eine koharente Garbe G auf IPy(E) — Y heiBt regular, falls gilt

R (G(—i)) =0 fur alle i >0 .

1.Lemma: Fur regulare G ist die natiirliche Abbildung
E @0y m.(G) — m.(G(1))
surjektiv.

Beweis: Betrachte den mit G tensorierten Komplex aus IV, §5

n+1

0= (\E)ogp  Glen—1) = .= (E) G—1) =G -0 .

2P, )
Aufsplittern liefert nach Twisten mit O(1)
0— K| — 7" (E) ®O\P - G—-G1)—0
Y

2
0— Kz — 7T*(/\ E) “p, s, G- = K =0

n+1
(N E) “op_ ., G(-n) = K, .

Zu zeigen ist R'm.(K,) = 0. Regularitat impliziert Rim.(7*(?) ® G(—i)) = 0 fur i > 0. Also

Rlﬂ-*(Kl) — RQW*(KQ) — ... — Rnﬂ'*(Kn) = O .

2.Lemma: G regular impliziert G(1) regular.
Beweis: Wie in Lemma 1 folgt aus G regular
R'7.(G) — R*m (K1(—1)) = ... = R"1 (K, 1(—1)) — R" M (K, (—1)) =0
sowie
R*1,(G(-1)) — R (K1 (=2)) — ..... = R"1,(K,_2(-2)) — R" "' (K,_1(-2)) =0,
und so weiter ...

1.Korollar: Ist G regular, dann ist die Adjunktionsabbildung

™ (m(G)) - G — 0
surjektiv. Zusatz: Ist G lokalfrei, dann auch =.(G).
Beweis: Der Zusatz folgt mittels Basiswechsel V, §4.
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Iteration (via Lemma 2) des obigen Lemmas 1 liefert

E®oy E ... @0, m(G) Symm? (E) ®o, 7.(G) =0

T P

T (G(5))
fir alle j > 0. Somit wegen I.(Op ) = @, Symm’ (E) (siehe lI, §4 und 1V §6)
L. (Op, () ®oy m(G) = T(G) = 0
und durch Vergarben 7*(7.(G)) — G — 0.
2.Korollar: G regular und .G = 0 impliziert G = 0.
Satz: (rang(E) =n+1)
Fiir eine koharente (lokalfreie) Garbe G auf IPy(FE) sind dquivalent
i) G ist reguldr: Rim.(G(—i)) =0 fiir alle i > 0.
ii) G besitzt eine Auflosung der Art
0— 7*(Fp)(—n) = ... > 7 (F1)(-1) - 7*(Fp) = G — 0
fur koharente (lokalfreie) Garben F; auf Y.
Beweis: (i) impliziert (ii). Setze F, = m.(G). Man erhalt
0— Ko —1*(Fy) = G —0

und K, ist kohdrent (lokalfrei). Weiterhin ist Ky(1) wieder reguldr (lange exakte Ko-
homologiesequenz und m,(ad) = id). Iteriert man dies fir F; = 7.(Ky(1)) etc., erhdlt
man

0— Ky —7"(F) — Ko(1) = 0

0— Ky — 7" (Fy) — K1(1) = 0

0—- K, —>7n"(F,) — K,—1(1) - 0 .
Andererseits gilt 7. (K;) =0 fur alle i = 0,..,n wegen 7. 7" F; = 7% (7. K; 1 (1)) = 7. K; 1 (1).

K, ist zusatzlich regular: Aus Rim,.(O(j)) =0 fur i > 0,5 > —n folgt namlich daraus

R, K,(-1)=mK, 1 =0

R?m, K, (-2) = R'n. K, _1(—1) = 1. K, 2 =0

R'm.K,(—n)=R" '1.K, 1(-—n+1)=..=7m.Ky=0.
Wegen 7. K,, =0 und Korollar 1 folgt das Abrechen der Auflosung, d.h. K, = 0.

Umkehrung (i) nach (i) verbleibt als Ubungsaufgabe!
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VII CHERNKLASSEN
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§1 Die K-Gruppen K*(X) und K,(X)

Es sei K*(X) die Grothendieck Gruppe der Kategorie der lokalfreien Garben auf X und
K.(X) die Grothendieckgruppe der Kategorie der koharenten Garben auf X. Die Relatio-
nen zwischen den Erzeugern sind jeweils definiert durch die kurzen exakten Sequenzen
in den Kategorien. Es folgt leicht, daB dann jeder exakte Komplex

0—-K,—>K,-1—..0K —-Ky—0
(durch Aufsplitten) eine Relation liefert

[Ko] — [K1] 4+ ... + (-1)"[K,] =0 .

K*(X):

K*(X) ist in naturlicher Weise ein komm. Ring mit 1 = [Ox]. Multiplikation ist definiert
durch [F]-[G] = [F ®x G]. Beachte, daB F ®o, — fur lokalfreies F ein exakter Funktor
ist. Man erhalt einen kontravarianten Funktor

Schemen — Ringe

X — K*(X)
Einem Morphismus f: X — Y wird zugeordnet der Ringhomomorphismus
FEAREN(Y) = K (X) |
definiert durch f5([F]) = [f*(K)].
Ku(X):

Ist f: X — Y ein Schema liber Y, dann ist K,(X) in offensichtlicher Weise ein K*(Y)-
Modul via [F] - [G] = [f*(F) ®o, G] fur [F] € K*(Y) und [G] € K.(X). Man erhalt einen
kovarianten Funktor von der Kategorie der Schemata uber v

Schemen, — K*(Y)— Moduln

X — KoX)

mit zulassigen Morphismen. Ein Morphismus f heiBt zulassig, falls fir alle koharenten
Garben G auf X die hoheren direkten Bilder R'f.(G) wieder koharent sind sowie ver-
schwinden fir i > i(G). Dann ist



wohl definiert (fast alle R'f.(G) verschwinden!).

Beispiel: Jede abgeschlossene Immersion ist zulassig. Die kanonische Projektion f :
Projx(S) — X ist zulassig. Besitzt X ein amples Linienbndel, dann faktorisiert diese
Abbildung f = 7o i in eine abgeschlossene Immersion i : Proj(S) — IPx(E) und die
kanonische Projektion 7 :IPx(F) — X.

Die Komposition zulassiger Morphismen ist zulassig und es gilt die Funktoreigenschaft
(fog)x = fr o grx. Wir beweisen dies nicht, bemerken jedoch daB wir diese Eigenschaft
nur im trivialen Fall benotigen, wo g eine abgeschlossene Immersion ist. Siehe VIII, §5
mit 7x o fx = idx = id SOWie 7g o fx o i = ik.

Der Cartanhomomorphismus: Die triviale Zuordnung [G] — [G] definiert einen Gruppen-
homomorphismus

¢ K*(X) — Ko(X) .

Satz: Ist X regular (von der Dimension < n) und besitzt X ein amples Linienbiindel,
dann ist der Cartanhomomorphismus ein Isomorphismus

¢ K (X) 2 KoX) .
Beweis: Wegen des Syzygiensatzes ist die Cartanabbildung ¢ surjektiv. Wir konstruieren
eine umgekehrte Abbildung x mit x o ¢ = id. Dies zeigt die Injektivitat von ¢.

Sei G koharent und 0 — F,, — ..F; — G — 0 eine lokalfreie endliche Auflosung von G
(Syzygiensatz). Wir setzen

X((G]) = [Fo] = [Fu] + . £ [Fn]

Es ist zu zeigen, daB dies nicht von der Auflosung abhangt. yo¢ = id ist dann automatisch
erfullt.

Seien zwei lokalfreie Auflosungen mit Surjektionen

0 F?n Fl FO G 0

gegeben.
Sprechweise: F- — G dominiert (F') — G

Die Einschrankung der d's auf die lokalfreien (!) Kerne K; = Kern(F; — F!) definiert einen
azyklischen (1) Komplex (lange exakte Kohomologiesequenz). Es folgt S°(—1)'[K;] =0
in K*(X). Aus [F] = [F/] + [K;] folgt daher Y (-1){[F;] = > (-1)![F]]. Wir reduzieren

den allgemeinen Fall auf diesen durch Vergleich mit einer gemeinsamen dominierenden
Auflosung.
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Pullback: Ist ein Diagramm
Pa

A——B

Twc %6}

Pa

AepC ——C

von Ox-Garbenhomomorphismen gegeben, dann ist der Pullback (Fasernsumme) defi-
niert als der Kern von p = ¢4 0pra — ¢¢c o pre

0—(AepC)—AaC 2 B.

Ist ¢4 surjektiv, dann auch ¥4 und die definierende Sequenz ist kurzexakt. In diesem
Fall ist fir A, B, C lokalfrei auch die Fasernsumme A @5 C lokalfrei.

Behauptung: Fur zwei lokalfreie endliche Auflosungen (F’)-, (F”)- von G existiert eine
gemeinsame dominierende. Wir konstruieren diese induktiv: An der nullten Stelle wahle
Fy — Fy @¢ F, lokalfrei.

Alle Terme F,_4, .., Fy seien nun bereits konstruiert. Sei K’ = Kern(d,_,), K" = Kern(d!_,)
und K = Kern(d;_,). Ersetze nun F,_, durch F;,_, = F;_; @ K’ ® K” (und damit K durch
K=Ko®K' ®K"). Dann gilt

_,—9P¥44)—}(K4%>f¥_144>-~

bt

Re—>Fy —>

foo

..A»fq’ga>}(ﬁﬁge,fyllgg>.“

Man bildet nun die Pullbacks P = F @k~ K und Q = F} ®x, P und wahlt F; lokalfrei mit
F; - @ und erhalt

F! — K/

K2

vl

F; 4e>(9—4e>-f)44§>}(

o~

s K"
K3

Falls F/ = F/" =0 (i > m), Setzt man schlieBlich F,,,, = Kern(F,, — F,,_1) und F, o =
0, und erhalt die gewlinschte dominierende Sequenz. Beachte: K, := Kern(F;, — F))
definiert einen fiir i < m azyklischen Komplex K- lokalfreier Garben (!). Wegen F,,; =
Kern(K,, — K1) (lange Kohomologiesequenz) ist F,, ., lokalfrei. Nach Induktion ist
namlich Kern(K,, — K,,_1) lokalfrei (iteratives Anwenden von V, §1, Korollar (1)).
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Additivitat von y:

SchlieBlich muB y die Relationen der Grothendieckgruppe respektieren. Sei 0 — G’ —
G — G" — 0 eine kurze exakte Sequenz koharenter Garben. Wir konstruieren induktiv
eine kurze exakte Sequenz von lokalfreien endlichen Auflosungen.

Wiahle F — G” lokalfrei. Wahle Fy - G @gn FY und F} = Kern(Fy — FY/). Wahle F — ¢’
lokalfrei und setze I}, = F@ F, und Fy = F & Fy.

Seien nun Auflosungen F/ | — ... = G', F,_1 — .. —» G und F/" | — ... — G" konstruiert.
Die lange exakte Kohomologiesequenz zeigt fiir die Kerne der Abbildungen d,_,,d;_1,d!,
(= nullte Kohomologie der mit Null verlangerten Komplexe)

!

0K - K—-K"-=50

Man kann also die Anfangsskonstruktion wortlich wiederholen. Abschneiden an der Stelle
n liefert die gewiischte kurze exakte Sequenz von Auflosungen.

Aus den resultierenden kurzen exakten Sequenzen folgt [F;] = [F/] + [F}] und somit

X([G]) = x([G"]) + x([G"]) -

Bemerkung: Hat man projektive Generatoren mit einer Eigenschaft E, welche sich auf
direkte Summen und Kerne vererbt, dann gibt es projektive Auflosungen mit der Eigen-
schaft E.
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62 Bestimmung von K(Py(E))

Betrachte 7 : IPy(E) — Y. Aus der Projektionsformel folgt 7y (7% (x)) = z7x(1) = =.
Benutze mx (1) = mx(Op, () = Z(—l)i[Riw*O‘Py(E)] = [Oy] = 1. Insbesondere gilt

™ K (Y) — K*(Py(E)) .

Ist G lokalfrei auf Py (E), dann ist nach den Endlichkeitssatzen ein geeigneter Twist
G(i) regular. Aus VI, §4 folgt daher, daB K*(Py(E)) von K*(Y) und den Elementen
X = [Op, (g(1)] sowie X' = [Op_  (—1)] als Ring erzeugt wird. Nach IV, §5 hat man
eine Relation

(E)
X" NM(E)X™ + o+ ()", 1 (E) =0
oder durch Anwenden des Automorphismus [F] — [F*] von K*(X)
(XHMH N (ENX Y+ o+ ()" (BF) =0 .
Die Elemente X fur i =0, ...,n erzeugen somit den K*(Y)-Modul K*(IPy(E)). Es handelt
sich sogar um eine Modulbasis, denn jede nichttriviale Relation hatte (nach Multiplikation
mit einem geeigneten X ) die Gestalt

X'+ X T 4eo=0 , c#0

mit 0 <i<n und ¢, € K*(Y). Wegen Ill, §6 gilt

Daraus folgt der Widerspruch nx(co) = comx (1) = ¢o = 0. Wir fassen zusammen

Satz: (Rang(E) =n+1) Es gilt

K*(Py(E)) = K*(V)[X]/(X" = M(E)X™ + ... + (=1)" "'\ 11(E))
bzw.
E*(Py(E)) = KE*(Y)[X"]/((X*)"™ = M(E*)(X)" + oo+ (1) Apa (BY))

Die Abbildung 7 ist gegeben durch

n

K*(Py(E)) = @K (V)(X")" &% K*(Y) .
=0
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63 Symmetrische und auBere Potenzen

Sei X ein (noethersches) Schema und K*(X) die Grothendieckgruppe der lokalfreien
Garben auf X.

Ist G lokalfrei auf X, dann auch die i-te duBere Potenz A’ G. Ist n der Rang von G, dann
ist (") der Rang von \'G.

Jede kurze exakte Sequenz lokalfreier Garben
0— Gl -G — G2 — 0

definiert eine Filtration v =0, ..,4

0C..CFa(G)CF (G c..c \G.

Lokal auf trivialisierenden Karten wird F,(G)(U) definiert als Oy-Untermodul erzeugt von
allen A,c;ei, #I =i fiir die mindestens i — v der Schnitte e; € G(U) in G1(U) liegen. Man
zeigt leicht

v

F,(G)/Fy1(G) = \ G2 @0y /_\Gl

Fir die Klasse von /i\G folgt wegen [;\ G) = i [F,/F,_1]

v=0

i v i—v

NG =D NG [\(G)] -

v=0

Umformuliert fiur die Potenzreihe

mit Koeffizienten in K*(Y) bedeutet dies
)\t(G) == )\t(Gg))\t(Gl) .

\¢ induziert daher einen wohldefinierten Homomorphismus von der additiven Gruppe von
K*(X) in die multiplikative Gruppe 1+ tK*(Y)[[t]] des Potenzreihenringes.
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Folgerung: Es existieren Abbildungen
MK (X) — K*(X) (i >0)
mit folgenden Eigenschaften:

1) Setzt man \(z) = ioj Ai(x)t!, dann gilt
=0

At(z +y) = M(2)Ae(y)
fur alle z,y € K*(X)

2) lIst 2 = [G] die Klasse einer lokalfreien Garbe G, dann ist )\;(z) ein Polynom mit
Koeffizienten

3) Ao =1und )\ =id.
4) Es gilt %o\ =X o fK fiir Morphismen f: X — Y.

1.Bemerkung: Analog definiert man o; bzw. o' mit Hilfe von symmetrischen Potenzen
und zeigt leicht

or(x +y) = or(z)oe(y) -

2.Bemerkung: Die Operatoren )\’ haben kein ganz einfaches Verhalten beziiglich der
multiplikativen Struktur auf K*(X). Das Verhalten der \-Operatoren wie auch der spater
definierten y-Operatoren, kann man aber extrahieren (durch miihevolle Umrechnungen)
aus dem einfachen Verhalten der Adamscharaktere (siehe §4)!
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64 Die Adams Charaktere

Bessere Eigenschaften als die Bildungen )\; und o, des letzten Abschnittes haben die
Bildungen log()\;) bzw. log(c;), welche Addition in Addition tberfiihren. Wir setzen

Yula) = (@) + 1 log(o0(x))

= Vi a)t,
=0

wobei
PO K(Y) — 2™

der Rang Homomorphismus ist: 4°([G]) = n fur G lokalfrei vom Rang n und X zusam-
menhangend. Offensichtlich gilt log(o(z+y)) = log(o:(x))+log(o:(y)) sowie dann ¢, (z+y) =
V() + ¢ (y), also per Definition

Vi +y) =9 () + () -
Weniger evident sind die Formeln (*)
V(ay) =) Y (y) -
Diese ergeben sich aus der Vertraglichkeit mit Pullbacks
flopt=gioff
und dem

Splittingprinzip:

Es geniigt die Formeln (*) auf Erzeugenden z = [E] und y = [F] nachzuweisen fiir E, F
lokalfrei (Distributivgesetz).

Beachte: Auf IPx(E) besitzt E eine Filtration 0 - E — E — Op . (z)(1) — 0 mit E lokalfrei
vom Rang < rang(E).

Wegen der Vertraglichkeit mit Pullbacks kann man durch iterierte Einbettungen K*(X) —
K*(Px(E) — ... daher obdA annehmen, daB E und F eine direkte Summe von Linien-
bindeln ist. Wiederum wegen des Distributivgesetzes reduziert man somit auf den Fall,
wo E und F Linienbiindel sind (Splittingprinzip!).

Fiir Linienbiindel F zeigt eine explizite Rechnung (obdA fiir X zusammenhangend)

ou(y) =14+ yt + %> + ...
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und somit
Ve(y) = 1+ yt +y°t° + ...

wegen t%logl%yt =yt +y*t? + ... Es folgt
Vi (xy) = (zy)' = 2'y’ = 9" (@)Y (y)

im Linienbundelfall.

Damit ist gezeigt, daB die ¢ Ringhomomorphismen des Ringes K*(X) definieren mit der
Eigenschaft

Yo =Y ; ' =id .

Es genugt insbesondere die Operatoren fiir Primexponenten zu kennen.

Bemerkung: Mit Hilfe des Splittingprinzips zeigt man
oi(x) =1/A_¢(x)

analog durch Reduktion auf den Linienbuindelfall. Man erhalt als alternative Definition

d
V(@) = ¥(z) — tlog(A (@) -
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§5 Die v — Filtration:

Fir ein Schema X mit Zusammenhangskomponenten X; gilt

K(x)= [ K°(Xi).
Xiemo(X)

Wir nehmen daher 0.B.d.A. im folgenden X zusammenhangend an.

Eine Umparametrisierung der \* Operatoren definiert die v Operatoren
Y(z) = Z’yi(x)ti = (z)= Z N(z)(t+t2 4.0 .
=0

Offensichtlich erflillen die 7 : K*(X) — K*(X)

1) @ty =rn@)nly)
(2) (1) = Xj1—e (1) =1+ (t/1—t) = % und somit wegen (1) v, (-1) =1t
(3) (L] = 1) = % ([L)ve(=1) = (L + [L]t/1 = )(1 — 1) = 1+ ¢([L] — 1)

@) w@-L)=3 ¢#a-[L)"  wegen (1) und (3)

Motivation: Sei E =Ly @ ---® L, dann ist A\;(E) = [T \«(L;) = [](1 + [Li]t) sowie ~;([E] —
rangE) = [[7([L:] — 1) = [I1(1 + t([L:] — 1)). Somit sind die X(E) resp. die v*([E] — rangFE)
die jeweils i-ten elementarsymmetrischen Funktionen in den [L;] resp. ([L;] —1).

Wir definieren nun die ~-Filtration auf K*(X). Setze dazu
F'K*(X) = Kern(deg : K*(X) — Z)
sowie fur v >1 (mit ¥ 1= ’yi)
F"K*(X) = Z-Modul erzeugt von Elementen ~,, (1) -y, (z1)

mit z; € FlK'(X) und pg 4 po + - 4 > v

Dies definiert eine Ringfiltration F-, d.h. man erhalt eine absteigende Kette von Unter-
gruppen FYK*(X) des Rings K*(X). mit der Eigenschaft

F'K*(X)-F'K®*(X) C FP T K*(X) .
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Da die A\? und somit die v* mit Pullbacks vertauschen, gilt fiir Morphismen 7 : X — Y

7k FK*(Y) - F'K*(X) .

Der projektive Fall: Sei nun speziell X =Py (E) = Y und rang(E) =n + 1. Setze

A=1-[0x(-1)] € F'K*(X)

Dann definiert neben FiK*(X) auch

FFEY(X) =@ F K (V) A
=0
eine Ringfiltration auf K*(X)!
Beweis: Es gilt (siehe auch 1V, §5 Differenzengleichung)

() ACAT =3y (B == DA 4y (BT == 1)

und somit A . F* € Fk+1 Andererseits gilt F*K*(Y)- FFK*(X) Cc F*TrK*(X), denn F ist
eine Ringfiltration auf K*(Y)!). Es folgt F” . Fr C Fvte,

Bemerkung zu (*): Beachte, daB nach §3 das Polynom ¢"1A_, . (E*) die Nullstelle ¢, =
[Ox(—1)]"" € K*(X) besitzt. Der Beweis von (*) resultiert daher aus der Ubungsaufgabe

n+1 n+1
S DN(ENTTTT =0 > AH(E —n—1)(1—to)"T " =0.
=0 =0

(Folgt aus t = (1 —to) ™' = t/(1 —t) = —t5 ).

Lemma: In der obigen Situation X =Py (E) gilt

FFE (X) = éF’HK'(Y) CA!
=0

1.Korollar: 7 (FFK*(X)) C FF"K*(Y), wobei formal F° = F~! = F~2 = . zu setzen ist.
Beweis: Folgt aus F* c --- ¢ F*—, der Projektionsformel und dem Lemma!
2.Korollar: K*(Y)NFFK*(X) = FFK*(Y).

Mit anderen Worten: Aussagen lber Filtrationen sind vertraglich mit dem Splitting-
prinzip!
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Beweis des Lemmas: D ist trivial wegen A € F'K*(X) und FIK*(Y) C FIK*(X).

Zum Beweis der Umkehrung beachte, daB die rechte Seite wie oben gezeigt eine Ring-
filtration F* von K'(X) definiert. Somit genligt zum Beweis der Inklusion C

7 (x) € FFE®(X)
fur alle k und alle z € F1K*(X).

Man reduziert sofort auf die beiden trivialen Falle z € K*(Y) beziehungsweise z = A
(Ringerzeuger von F'K*(X)) mit Hilfe der

Ubungsaufgabe: Es gibt universelle ganzzahlige Polynome P und @ vom Gewicht &
() mit der Eigenschaft +*(z + y) = P(y*(2), ., 7" (2),7 (¥), .., ¥*(y)) und +*(z - y) =
Qv (), s Y (), v (), .., v¥(w)) fur alle z,y € FIK*(X). Hinweis: Die analoge Aussage
fur die Adamsoperaotoren ¢ ist klar nach §4. Forme dies in die Sprache der 4% um!
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§6 Topologische Filtration:

Sei X ein topologischer Raum, Y — X ein nichtleerer, irreduzibler abgeschlossener Teil-
raum. Dann ist die Kodimension

cod(Y : X)

die maximale Lange einer Kette von irreduziblen, abgeschlossenen Teilraumen in X,
welche Y enthalten. Fiir Y =0 sei cod(Y : X) = oo und allgemein flir abgeschlossene Y in
X mit Y =JY;, Y; irreduzibel sei codim(Y : X) = inf; codim(Y; : X). Ist X nicht leer, dann

ist die Dimension d = d(X) von X das Supremum aller cod(Y : X) fir Y # 0 in X.

Auf K (X) definiert man eine Ringfiltration F}, K*(X) wie folgt: Es sei

reF K*(X)

top

genau dann, wenn gilt: Fur alle abgeschlossenen Teilmengen Y in X gebe es einen
Komplex lokalfreier Garben

L:0—-Ly—Li—---—L,—0

auf X von endlicher Lange (abhangig von V) mit

und
cod(suppH*(L')NY : Y) > i.

Beachte: Die Kohomologiegarben H(L') sind koharent und die endliche Vereinigung
suppH* (L") der Trager der Garben,H* (L"), i = 0,...,n ist daher abgeschlossen in X.

Eigenschaften von F! :

P

1) Besitzt X endliche Dimension d, dann gilt

FIIR*(X)=0.

top

2) F}K*(X) definiert eine Ringfiltration auf K*(X)

top

Fl K*(X)-F.L K*(X)C F:lVK*(X)

top top top
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Beweis:

Zu 1: cod(suppH*(L')N X, X) > d+ 1 impliziert suppH*(L) = (), somit ist L' exakt. Dann
folgt aber z = x(L') =0 in K*(X).

Zu 2: Fixiere ein Y C X abgeschlossen. Sei z € F}, K*(X) reprasentiert durch z =
> (=1)°[Li] mit
cod(suppH*(L')NY,Y) > i.
und y € F, K (X) durch y = 3°(-1)/[K;] mit
cod(suppH*(K')NY,Y) > j
und Y := suppH*(L')NY C Y.

Dann wird z -y reprasentiert durch den Tensorkomplex K" ® L’

woy=Y (1LY (-1)[K;]

%

=Y (D[ Y Ki®oy Lj]

k itji=k

=Y (DK @ L)

k

Zum Beweis von z-y € Fti;;jK'(X) genugt daher suppH* (K ®L") C suppH* (K )NsuppH*(L")
wegen

codim(suppH*(U") N suppH*(L')NY,Y) < cod(suppH*(U") N Y,Y)+ cod(f/, Yy=i+j.
Die obige Tragerinklusion von suppH*(K" ® L°) ergibt sich aus dem
Lemma: H*(L'), =0 oder H*(K"), = 0 impliziert H*(L ®o, , K'). = 0.
Beweis: Da der Halmfunktor exakt ist, reduziert man sofort auf den Fall endlicher Kom-
plexe freier R — Moduln L' und K iiber dem lokalen Ring R = Ox .. Gilt dann zum
Beispiel
so folgt leicht durch absteigende Induktion

L; = Bild(d;—1) @ Bild(d;)

di = pro .

Den Beweis des Lemmas reduziert man daher auf den Fall von Komplexen
L:0—L; =L —0

der Lange < 2. Aus Ill, 6 folgt dann H*(L' ®r K') =0 aus H*(L') = 0.
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§7 Trigonalisierung der Adamscharaktere:

1.Satz: Sei X ein (noethersches) Schema endlicher Dimension d = d(X) < co versehen
mit einem amplen Linienbiindel. Dann gilt

FIME(X)=0.

Beweis: Es genligt zu zeigen, daB alle

x:ryﬂl(ml)"'%tl(xl) ) ZMjZdJFl
J

fur z1,..,7, € FLK*(X) verschwinden.

Wir konnen wegen des Splittingprinzips annehmen

tz,; = [Lz} -1 L; e PZC(X) .

Dies gilt iiber einem Raum X, der Einfachheit halber oBdA X =IP%(E). Sei dann

A=1-[0g(-1)] e K'(X),
so folgt fiir z € K*(X) aus x- A" = 0 bereits = = 0 (siehe VII, §2).

Ersetzt man X durch X und beriicksichtigt
d(X) =d(P%(E)) = n +d(X)

(Algebra Il Vorlesung), so reduziert man auf den Fall £z, = [L;] — 1. Beachte: Besitzt X
ein amples Linienbiindel £, dann auch X =IP%(E), namlich (!!) (L) @ Opr (1)

Wegen dem nachsten Lemma (!)

[Li] —1€ F} K*(X)

top

~ d+1
K*(X) und unser z = + ]:[ ([Li] = 1)

=1

folgt fur die Ringfiltration F}

top

- A" € Kn+d+1(X)

top

und somit wegen

Fd(X)JrlKo(X) =0

top

also A" .z =0 bzw die Behauptung z = 0.
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Lemma: Sei X ein Schema und L; ein amples Linienbiindel auf X. Dann gilt fir alle
L € Pic(X)
[L]-1¢€ F}

top

(X).

Beweis: Wegen
[L] = 1= ([L][La]" = 1) = [L([La]" = 1)

kann man 0.B.d.A L durch LL? fiir n € Z ersetzen. Wir lassen dies als Ubungsaufgabe!

2.Satz: Fiir z € FrK*(X) gilt ¢(z) —i" - 2 € FP1K*(X).

Beweis: Mittels des Splittingprinzips und §5 reduziert man sofort auf den Fall
e=(L)-1) - (L] -1) , LiePic(X)

Es gentigt dann zu zeigen *([L] — 1) —i([L] — 1) € F?K*(X). Beachte ¢¢([L]) = [L]* nach
84
UL - 1) = ¢ ([L) — 9" (1) = [L]' ~ 1.
Aber _
(L] =1=(1+ (L] - 1)) = 1=i([L] = 1) + O(([L] - 1)?) .

Wir setzen
G"(X)=F"K*(X)/F"" K*(X)

und erhalten den graduierten Ring
d
a(x) =P anx)
n=0

gebildet zu (K*(X),F"K*(X)). Analog ist G(X) ® Q der graduierte Ring gebildet zu
(K*(X)®Q,F"K*(X)® Q). Wir sind nun in folgender Situation

Annahme: Sei V ein (nicht notwendig endlich dimensionaler) Q-Vektorraum versehen mit
einer endlichen absteigenden Kette von Q-Untervektorraumen 0 = Fétl c Fd c ..F' C
F° =1V. Sei ¥ ein Endomorphismus von V' und seien \; € Q paarweise verschiedene Zahlen
mit der Eigenschaft (¥ — \,id)(F") c F**!. Dann besitzt (V, V) eine Eigenraumzerlegung

d
©: GEF"/F”Jr1 >y,
n=0

Auf dem direkten Summand V,, = o(F"/F"*!) operiert ¥ durch Multiplikation mit dem
Eigenwert )\,,.
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Beweis: Der Isomorphismus ¢ wird definiert mit Hilfe der Eigenwertprojektionen
P,: V-V

Ppo= [ (®=Xaid))/ T O = Am)

n#m n#EmM

Offensichtlich gilt
Py+ P+ -Py=id

Pion:O 1#£ ]
P,oP =P

Dies folgt aus fi[ (U —X\,) =0. Beachte ﬁ (U —N\,id)(V) C ﬁ (U—Nid)(FY) C .. C Fitl =
n=0 n=0 n=1
0.

Dann ist o(z) fur z € F*/F"+! definiert als der eindeutig bestimmte Eigenvektor von ¥
zum Eigenwert )\, in F*, welcher zu 7 kongruent ist mod F"*!. Eindeutigkeit ist klar.
Existenz folgt zum Beispiel durch den Ansatz

o(T) = Pu(x) .

Hierbei sei

beliebig mit

Zusatzannahme: V sei ein Q-Ring und F eine Ringfiltration. Sei weiter ¥ ein Ringho-
momorphismus und sei A, = \", A\ € Q.

Dann definiert ¢ sogar einen Ringisomorphismus zwischen dem graduierten Ring
@ F*/F**!t und dem Ring V. Dies ist trivial. Zum Beispiel sei # ¢ F*/F"*! und
y € Fm/F™tt. Dann ist o(Z)p(y) € F*™™ und ein Eigenvektor von ¥ zum Eigenwert
Anim Mit Restklasse zy in Frtm/prtm+l Es folgt o(Z)p(y) = o(T7).

Korollar: Sei X ein Schema der Dimension d < oo versehen mit einem amplen Lin-
ienbundel. Dann gibt es einen Ringisomorphismus

¢:G(X)©Q—K*(X)®Q.
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8 Der Cherncharakter

Sei X ein noethersches Schema endlicher Dimension d und X besitze ein amples Linien-
biindel. Sei ¢ : G(X)® Q < K*(X) ® Q wie in §7.

Man erhalt durch Komposition einen naturlichen Ringhomomorphismus
ch: K*(X) - K (X)9Q=2GX)®Q,

den Cherncharakter.

Fir z = [L]—1 mod F?K*(X) in G*(X) gilt fur den Isomorphismus ¢ : G(X)®Q — K*(X)®Q

o) = > T =

v=1

denn die Summe ist kongruent zu x = [L] — 1 mod F?K*(X) und es gilt die Eigenwert-
gleichung

V' (In([L]))
. _1\v+1 _1\v+1 )
o (T - = 3 S e -y
S D -
=5 Y (L =17 7 ="in((L))
v=1
d v+1
—i Y @y =)
v=1
Es folgt fiir den Cherncharakter
Korollar: ch([L]) = Xd: alll®  » — »egp(ey([L])) fiir Linienbiindel L auf X. Hierbei ist

!
pn=0 a

ci(L) :==[L] —1 mod F?K*(X) € G*(X) .

Bemerkung: ¢, (L) € G*(X) wird Chernklasse von L genannt.
Beweis: Folgt aus @(exp(cl([L]))): exp(gp(cl([L])));exp(ln([L})) =[L].

Korollar: Die Cherncharaktere chx definieren die eindeutig bestimmte Familie mit Pull-
back kompatibler Ringhomomorphismen (Splittingprinzip!) von K*(X) nach G(X) ® Q
mit der Eigenschaft

ch([L]) = exp(c1 (L)) , L€ Pic(X) .
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chx : K*(X) - GX)®Q

chy :K*Y)—-GY)®Q

Bemerkung: Um den Cherncharakter fiir Vektorbiindel E zu berechnen benutzt man
das Splittingprinzip. Dies zeigt mit Hilfe des Satzes liber die elementarsymmetrischen
Funktionen sehr schnell die Existenz einer universellen Formel fiir ch([E]) in Termen der
hoheren Chernklassen der lokalfreien Garbe E

ci(E) = ~i([E] — rang(E)) mod FIT'K*(X) € G'(X) .
fur i =0, ...,rang(F) und Null sonst. Es gilt

ch(E) = rang(E) + c1(E) + 5[c3(B) — 20a(E)]

+é[c1<E>3 — 3¢ (B)ca(E) + 3es(E)]

+i[c1(E)4 —4ei(E)2ca(E) 4 4c1(E)e3(EB) 4 2c2(E)? — 4ey(E))

+....
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89 Pic(X) und G'(X)

Sei X ein zusammenhangendes Schema.
Man hat natiirliche Abbildungen (!) o, 8 mit Boa =id
(Pic(X), ®) (K*(X), +)
L [L]

det(E) [E] .

Beachte: 3 ist wohldefiniert und definiert einen Gruppenhomomorphismus (!) von

(K*(X),+) in die Gruppe Pic(X). Namlich 0 — E; — Ey — E3 — 0 fur lokalfreie Garben
Ey, By, BE5 impliziert \;(E>) = M\ (E1)\(E3) sowie durch Vergleich der hochsten Koeffizien-
ten det(Fs) = det(E,)det(Es3).

Lemma: F?K*(X) liegt im Kern von 3.

Beweis: Da a und g mit Pullbacks vertauschen, gilt fiir X =IPx(E) etc.

Pice(X) — K*(X)

Pie(X) — K*(X) |

also Pic(X) — Pic(X). Via Splittingprinzip genligt es daher zu zeigen B(z) = 0 fiir
= (1—[L1])(1—[Lz]) und Linienbundel L, L,. Aber 3(z) = 3(1—[Li] —[L2] +[L1 ®0y Lo]) =
Ox ®@LT'® Ly' ® L1Ly = Ox.

Unter Verwendung derselben Bezeichnungen erhalten wir die Injektivitat der Chern-
klassenabbildung c; o o : Pic(X) — G'(X) via

a:Pic(X) — 1+ F'K*(X) mod F?K*(X) ,

L—1+(L]-1)=1+c([L) .

Satz: Die Abbildung L ~ ¢;([L]) definiert einen Gruppenisomorphismus (Pic(X),®) =
(GH(X),+).

Beweis: Es genugt die Surjektivitat zu zeigen. Dazu genugt

(%) [E] — rang(E) = [det(E)] — 1 mod F?*K*(X) .
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Das Splittingprinzip reduziert auf den Fall [E] = i[Li]. Dann gilt det(E) = é L; und (¥*)

folgt aus - -
[Tz =]+ (L] - 1) =1+ > ([Li] - 1) mod F2K*(X) .

Als Spezialfall von (*) erhadlt man [LLs] = [Li] + [L2] — 1 modulo F?2K*(X), d.h. die
Homomorphieeigenschaft

[LiLo] — 1= (L] — 1) + ([La] — 1) mod F2K*(X)
der Abbildung.
Wegen G°(X) = F'K*(X)/F'K*(X) = Z folgt

Korollar: Sei X ein zusammenhangendes noethersches Schema der Dimension 1 versehen
mit einem amplen Linienbindel, dann gilt

K*(X)2Z @ Pic(X) .
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§10 Appendix

Uber die héheren G(X) ist im allgemeinen nicht viel bekannt. Es gibt allerdings iiber die
topologische Filtration einen Zusammenhang mit den abgeschlossenen Unterschemata
von X der Kodimension i. Speziell im Fall wo X irreduzibel und von endlichem Typ
uber einem Korper k sowie versehen mit einem amplen Linienbundel ist, kann man fir
d = dim(X) leicht zeigen, daB G¢(X) ein Quotient der freien Gruppe @, |y Z ist. Hierbei
sei | X| die Menge der abgeschlossenen Punkte. Die Einschrankung der Eulercharakteristik
auf G4(X) hat in diesem Fall die einfache Gestalt

K'(X) FK(X)=G'X) Pz
z€|X|

K*(Spec(k)) = K*(Spec(k)) = Z

wobei die rechte vertikale Abbildung gegeben ist durch

#(Z n;Spec(k;)) = Znigrad(ki k).
Wir gehen auf diese (einfachen) Zusammenhange hier nicht weiter ein. Man sollte aber
im Auge behalten, daB die Eulercharakteristik auf dem letzten Filtrationsschritt eine sehr
elementare Deutung besitzt. Man erhalt weiter die klassischen Schnittpaarungen

G(X)x G (X)—Z

(z,y) = #(z - y)

sowie allgemeinere Paarungen auf G (X) x ... x G*(X) fur iy + ... + 14, = d.
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VIII DER SATZ VON
RIEMANN-ROCH
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§1 Regulare Einbettungen

Eine abgeschlossene Immersion
i:Y — X

heiBt regulare Einbettung der Kodimension r, wenn die ldealgarbe
Jy C Ox

fur alle n € Y lokal durch eine regulare Sequenz yi,..,y.(r > 1) des lokalen Ringes Ox,
gegeben ist
JY777 = (y17"7yr) C OX:W .

Seii:Y < X eine regulare abgeschlossene Einbettung, dann ist die Garbe
i*(Jy) = Jy/J¢  (Konormalenbiindel)
sowie ihre duale Garbe
Ny;x  (Normalenbiindel)
lokalfrei auf Y vom Rang r. (Beweis analog zu V,§5, Korollar)

1.Beispiel: Ein abgeschlossener Punkt n = Spec(k) € X definiert eine regulare Einbettung
i:n— X genau dann, wenn Ox, ein regularer lokaler Ring ist.

2.Beispiel (Nullstellenort von Schnitten): Sei E eine lokalfreie Garbe auf X und s: Ox —
E ein nichttrivialer Schnitt s € H°(X, E). Betrachte den dualen Schnitt s* : E* — Ox
und sein Bild J = s*(E*) c Ox. Die ldealgarbe J definiert eine Immersion von v " ="
Spec(Ox/J) nach X. Diese ist regular falls der Koszulkomplex

r i i—1 1
0—>/\E*—>—>/\E*—>/\E*—>—>/\E* s—*>OX

i
d:siAwsi = 3 (CD/ 7SI A s (55,8)
Jj=1

exakt ist. In der Tat ist dies lokal gerade die kohomologische Charakterisierung regularer
Sequenzen (V, §5).

Sei nun i:Y — X regular. Anwenden des rechtsexakten Funktors i* auf

2
NE* % E* —Jy —0

liefert i*(E*) = i*(Jy) wegen i*(d) = 0 (s verschwindet auf Y!) Es folgt i*(E*) = Jy/J2
bzw.
Ny/x = i*(E) .
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3.Beispiel: Wir geben ein konkretes Beispiel zu 2). Sei X = Py(Oy @ F) 5 Y mit
E = 7*(F*)(1) und dem kanonischen Schnitt s € H°(X, E) = Homo, (F,Oy @ F). Die von
s definierte Einbettung i ist regular mit der Eigenschaft 7 oi = idy

X
Y .

(Leicht nachzupriifen in lokalen Karten!) Offensichtlich gilt i*(E) = F*, d.h.

Ny,x = F*.
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62 Aufblasungen

Sei X ein Schema und Y ein abgeschlossenes Unterschema. Es bezeichne Jy ¢ Ox die
Idealgarbe von Y. Dann definiert man die Aufblasung By (X) von Y in X durch

By(X) = Proj(Ox & Jx ® Jx ®...)

X

Sei U = X \ Y das offene Komplement, dann gilt Jx|U = Oy und daher
7 HU) = Proj(Ou[Xo)) =P, = U .

AuBerhalb des Urbildes von Y ist daher 7 ein Isomorphismus. Das Urbild von Y ist
dagegen in der Regel nicht isomorph zu Y.

Ist speziell i:Y — X eine regulare Einbettung der Kodimension r, dann ist

i (Jy) = Jy [ Jy = Ny x
lokalfrei auf Y und es gilt

i(Jy) 2= 3 Iy 2 SymmP (VY x )
auf Y. (Analogon zu V,§5 Taylorentwicklung). Die Einschrankung = : 7=1(Y) — Y ist
daher gegeben durch
TN (Y) =Py (Ny/x) =Y .
Beachte: n*(Jx) wird zu der lokalfreien Garbe Op, (x)(1) auf By (X) und
Py (Ny,x) = By (X)

ist regular eingebettet, wobei IPy (Ny,x) Nullstelle eines Schnittes

St OBy(X) - OBy(X)(l)

ist.
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§3 Riemann-Roch (Formulierung)

Seien X,Y regulare noethersche Schemata endlicher Dimension versehen mit amplen
Linienblindel und sei f : Y — X ein Morphismus von Schemata. Auf Grund unserer
Annahme ist dann K*(X) = K,(X) oder kurz K(X) ein endlich gefilterter Ring. Analoges
gilt fur K(Y). Wir machen jetzt noch die Annahme, daB fast alle hoheren direkten
Bilder R¥f.(G) jeder koharenten Garbe G auf Y verschwinden. Dann ist der K(X)-
Modulhomomorphismus

fr  K(Y) — K(X)

wohldefiniert (Eulercharakteristik) und gibt einen Funktor von der Kategorie der regu-
laren Schemata mit obigen Morphismen in die Kategorie der abelschen Gruppen. Zur
Erinnerung: Obwohl K(X) etc. Ringe sind, sind die fx nur Gruppenhomomorphismen
beziiglich der Addition.

Beachte: Die Ringhomomorphismen v? (Adamscharaktere) und ch (Cherncharakter) ver-
tauschen mit den Basiswechsel Ringhomomorphismen f%, wie wir in Kapitel VII gesehen
haben. Dies ist nicht der Fall fir die Abbildungen fx. Bestenfalls kann man erreichen,
eine Beschreibung der Abweichung in Termen der multiplikativen Struktur der Ringe zu
finden!

Definition: Wir sagen f : Y — X erfillt den Satz von Adams-Riemann-Roch beziiglich
des Adamsmultiplikators 6;, € K(Y) ® Z[1/p] und der relativen Dimension r € Z, falls

Opp- 9" K(Y) = K(Y) @ Z[1/p]

PP K(X) - K(X)® Z[1/p]
beziiglich der Abbildungen 6;, - v* resp. ? fir alle z € K(Y') kommutiert:
fr(05p - PP(2) = 9P (fx (2)) -

Wir fordern zusatzlich
deg(0y.p) = p"

auf jeder Zusammenhangskomponente. Insbesondere ist 6, , eine Einheit in K(Y)®Z[1/p).

1.Lemma: Aus dem Satz von Adams-Riemann-Roch fiir f: Y — X beziglich (6;,,r) folgt

fk(FFKY)®Q)C FI"K(X)® Q .

Beweis: Wegen deg(6;,/p") = 1 existiert (!) eine Einseinheit » € 1+ F'K(Y)®Q (eindeutig)
mit

V()2 =p"/Orp -
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Es folgt
V([ (22)) = fr (O p0" (22)) = " fic (297 (2)) -

Also respektiert der additive Homomorphismus
x— frx(zx)

von K(Y)® Q nach K(X)® Q die Eigenwertzerlegung der Adamscharaktere.

PP KY)eQ — K(Y)®Q

PPEK(X)eQ — K(X)eQ.

Die Behauptung folgt nun aus der Eigenwertbeschreibung der Filtration (F'®Q = Summe
der y»-Eigenrdume zu den Eigenwerten p?, pit!, ... p?) und der Tatsache, daB » eine Einheit
ist!

Insbesondere folgt daher aus dem Satz von Adams-Riemann-Roch, daB fx einen Ho-
momorphismus gefilterter (K (X), F-)-Moduln definiert. Man erhalt einen funktoriell zu-
geordneten Homomorphismus f graduierter G(X) ® Q-Moduln

fa:G'Y)oQ - GT(X)®QqQ,

welcher den Grad jeweils um r shiftet!

Die Existenz dieses Morphismus ist die Voraussetzung fiir die Formulierung des Satzes
von Riemann-Roch.

Definition: Wir sagen f: Y — X erfillt den Satz von Riemann-Roch bezuglich (rf,r),
falls gilt

1) fr(FIK(Y)®Q) C F*K(X)®Q
2)

Tp-chy 1 K(Y)—=G(Y)®Q

chx : K(X)—> GX)®Q

kommutiert bezuglich der Abbildungen 7; - ch resp. ch

fa(ry - chy () = chx (fk(2))
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fur alle z € K(Y). 74 € G(Y) ® Q heiBt dann Todd-Klasse von f und r € Z heiBt
relative Dimension von f.

Funktorialitat: Gilt der Satz von (Adams)-Riemann-Roch fiir Morphismen f:Z — Y und
g:Y — X, dann offensichtlich auch fiir gof : Z — X mit 7,0; = 7¢- f4 (7)) und 1405 = 74 +7;
(bZW' Ogorp = O - fK(ng).)

2.Lemma: Adams-Riemann-Roch impliziert Riemann-Roch.

Beweis: Wie bereits gezeigt impliziert ARR Eigenschaft 1). Setze 7; = ch(2~!). Dann ist
Eigenschaft 2)
chx (fx(y)) = fa(chy (z~")chy (y))

aquivalent zu
chx(fix(zx)) = falchy(z)) , 2€eK(X)®Q

wegen der Substitution y = zz.

Es genligt dies fur Eigenvektoren z von #? zu beweisen. Fiir solche y ist auch fx(zz) ein
Eigenvektor von yr!

Zur Erinnerung: Fur Eigenvektoren ¢ von ¢? zum Eigenwert p” ist ch(§) =pey € mod Fi+1.
Es genugt daher zu zeigen
fa(z mod F'"'K(Y)) = fx(22) mod FT" ' K(X) (z€ F'K(Y)) .

Dies folgt aus fx(22) = fx(z) mod F** ! wegen z =1 mod F' und da fx Eigenschaft 1)
des Satzes von Riemann-Roch erfiillt.

Bemerkung: Wir werden spater die Existenz von 7; mit Hilfe von Lemma 2 zeigen. ;
berechnet sich spater explizit in Termen von Todd-Klassen gewisser Vektorbiindel.

Definition: Sei E ein Vektorbiindel auf X. Die Todd-Klasse von E ist definiert durch

Todd(E) =1+ %cl(E) + %(Clw)? +es(E)) + %cl(E)CQ(E) b € GX)0Q.

Sie ist vollsténdig charakterisiert (Satz iiber elementarsymmetrische Funktionen!) durch
die Eigenschaften

1) Todd(E @ F) = Todd(E)Todd(F)
2) Kompatibilitdt mit Pullbacks Todd(r*(E)) = 7% (Todd(E)).
3) Fiir Linienbiindel gilt

ci(L)

Todd(L) = g
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4 Ein Spezialfall

Wir betrachten einen einfachen Spezialfall der Situation des vorigen Paragraphen.

Annahme:

1Y —- X
sei eine regulare abgeschlossene Immersion i der Kodimension r, welche durch einen
Schnitt s € H°(X, E) definiert ist (Beispiel 2, §1).

Wir beweisen in diesem Fall den Satz Riemann-Roch. Wir beschranken uns auf die
Berechnung der Bilder des Einselementes 1 € K(Y). Dies genligt zum Beweis des Satzes
von (Adams)-Riemann-Roch, falls die Abbildung i* : K(X) — K(Y) surjektiv ist. K(Y)
ist dann namlich als K(X)-Modul erzeugt von 1. Dies ist im Beispiel 3, §1 mit

der Fall wegen der Existenz eines © mit 7 oi = idy!

Berechnung von ix (1) durch \_{(E):

Da abgeschlossene Immersionen affine Morphismen sind, verschwinden alle hoheren di-
rekten Bilder. Es folgt

i(1) =Y (~1)"[R"i.(Oy)] = [i.(Oy)] .

v

Beachte
0—Jy > 0x —i.(0y) —0.

Somit ist der Koszulkomplex wegen Ox/s*(E*) = Ox/Jy eine Auflosung (Regularitat!)
von i,(Oy). Es folgt nach §1

[i.(Oy)] /\E +.. i/\E ] =A1([E]) .

Adams-Riemann-Roch: (obdA E = @ L, wegen Splittingprinzip)

Man muB ein Element ¢, , = z’K(éLp) finden mit

Oip - in (1) = PP (ig (1)) .
Benutze dazu ix(1) = A_1(E*) = HA (L) = [I(1 — L3). Beachte 4?(J](1 — L3)) =
[1(1 — (L:)P). Somit hat ’ ’

v

Oip=J0+ L5 + ..+ (L3)P)

v

die gewiinschte Eigenschaft mit

deg(0; ) = deg(0; ) Hp P
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Grothendieck-Riemann-Roch: (obdA E = @ L,) Dies folgt natiirlich aus dem Satz von
Adams-Riemann-Roch §3. Wir geben einen unabhangigen Beweis im vorliegenden Fall:

Zum einen gilt
chx (ir (1)) = chx (A1 ([E"]) = chx A1 (Q_[L3]) = chx (] [A-1(L3))
=[[ehx(1—Ly) = [J(1 = chx (L))

v

= [ = exp(ea((L3])) = (1 = exp(=ei (L)) -

v

Andererseits verschiebt ix den Filtrationsgrad um r (Adams-Riemann-Roch!). Es folgt
ic(chy (1)) = ic(1) =pes ix(1) mod FFHK(X)@ Qe G"(X)®Q
wegen 1 € GO(Y). Also
ic(1) = A1 ([E*]) mod FTK(X)®Q

=[] -1(L5) mod FFE(X) ® Q

v

= H(l —[L,]*) mod FFM'K(X)® Q

= —ci(Ly) = Hcl (L) €eG"(X)©Q

v v

oder aquivalent dazu i¢(1) = ¢.(E). Die Todd-Klasse 7; € G(Y)®Q muB daher die Gestalt
7, = i9(%;) besitzen mit

~ Cl(Lu) —1
T (1:[ 1— exp(—cl(L,,)))

=[] Todd(L,)™" = Todd(E)™*

Beachte: Die Toddklasse eines Vektorbiindels ist per Definition immer eine Einheit. Es
folgt also
7 = Todd(i*E) ™" = Todd(Ny,x) " .

Korollar: Fir i : Y — X =IPy(Oy @ F) konstruiert zu s € H*(X,E), E = #*(F*)(1) gilt der
Satz von (Adams)-Riemann-Roch mit der relativen Dimension

r = rang(F)
und der Todd-Klasse

7 = Todd(i*(E))™" = Todd(F)™" = Todd(Ny,x) " .
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5 Riemann-Roch fur regulare Einbettungen

Sei X regular und sei
71:Y — X

eine regulare abgeschlossene Einbettung der Kodimension » und Konormalengarbe Ny .

Betrachte
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Sei X' =IPy(Oy @ Ny, ) und sei X = By (X) sowie X = X N X' =IPy(Ny ). Dann gilt
l.Lemma: P, NX =0

2.Lemma: [£.(0x)] = [f:(Ox)] + [f".(0x)] = [f.(Ox)]-

Die Beweise folgen direkt aus den Definitionen!

Wir zeigen nun den Satz von (Adams)-Riemann-Roch.

Betrachte:

Sei y das direkte Bild in By (IPY) des Pullbacks von z auf IP}.! Dann gilt ix(z) = f%(y)
sowie it (z) = (f")¥(y). Es folgt
froypP oik(x)
= fr oy o fE(y) = [ (F¥ o9 (y) = fx(1) - ¥P(y)
= ([ (D) + fre(1) = f(1)) - ¢*(y) ~ (Lemma 2)
= fic(f) 00 (y) + Fr (F¥ o 9P (y) — Fre (FF 4P (y))
= fic ot o (f)*(y) + fi 0¥ o f¥(y) = fic 09?0 f¥(y)
= (f)x 0% o (f)¥ ()
= [k o ¥P o ik () .
Beachte dabei fx 04?0 fX(y) = 0 und analog fiir f nach Lemma 1! Fiir die Abbildung
7 : By(P%) — IP% — X gilt 7o f = idx. Es folgt
YPoig(x) = (1K o fi) o YP oig(x)
=7go fgoyPoil(r) (obige Rechnung)
=mg o figoiko (i, YP(x)) A-R-R.fur’
=ik o (0 p - Y"(2))
wegen 7o f'oi’ =il Es folgt also der Satz von Adams-Riemann-Roch fur i : Y — X

aus dem trivialen Fall i/ : Y < X’ =Py (Oy @ F), welcher bereits in §4 behandelt wurde.
Weiterhin folgt 7, = 7, und 7, =7 =r und 60, , = 6, ,. Insbesondere gilt

7 =1, = Todd(Ny,x)~" = Todd(F*)™' = Todd(Ny,x) "
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66 Riemann-Roch fir regulare projektive Morphismen

Wir erinnern an den Begriff projektiver Morphismus (1V, §4). Dies ist ein Morphismus,
welcher in eine abgeschlossene Immersion Y — IPx(E) und die Projektion Px(F) — X
faktorisiert. Besitzt X ein amples Linienbiindel, dann findet man eine Auflosung L' —
E — 0 und damit eine abgeschlossene Immersion IPx (E) — IP%.. Wir konnen daher obdA
E trivial annehmen in diesem Fall.

Ein projektiver Morphismus heiBt regular, wenn er in eine regulare Immersion Y — IP%
und die Projektion P, — X faktorisiert.

Satz: Sei f : Y — X ein reguldrer projektiver Morphismus zwischen (noetherschen)
reguldren endlichdimensionalen Schemata und besitze X (und damit auch Y’) ein amples
Linienbiindel. Dann gilt der Satz von Riemann-Roch fiir f. Die zugehorige Toddklasse
hat die Gestalt

74 = Todd(T)/Todd(N)

fur gewisse Vektorbiindel T und N auf Y, welche dem Morphismus f zugeordnet sind.

Bemerkung: Sind Y und X zusammenhangend, dann berechnet sich die relative Dimen-
sion r des Satzes von Riemann-Roch durch r = dim(X) — dim(Y).

Beweis: Wegen §5 gentigt es den verbleibenden Fall f:Y =P — X zu behandeln. Wir
zeigen, daB dann der Satz von Riemann-Roch gilt mit der relativen Dimension

und dem Toddelement
Ty = Todd(O\p;(l)"“) = (z/(1 —exp(—2x)))"t" | x= a1 (Opr (1)) -

Dies folgt ziemlich unmittelbar aus VII, §5. Dort wurde gezeigt
FFEC(PY) = @A FFPY (A =0)
=0

und somit

G*PR)eQ=Pr'¢"(X)eqQ (@ =0).

i=0

Anders formuliert
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GPY©Q = Ql/am™ @G (X) = —Qll])dr e G (X)

GX)eQ = GX)eQ.
Insbesondere verschiebt 7 den Grad um —n. Die Abbildung ist gegeben durch
76 ((P(z) mod 2") ® g)) = resy—o ((P(z)dz/z" ™)) ® g) .

Umformulierung von dem Resultat in VII, §5! (Da 7g(z¥) € G "(X) @ Q = 0 flir v =
0,1,.,n—1 und da "' =2"*2 = .. =0.)

Um den Satz von Riemann-Roch
ch(rg (G)) = ma(1x - ch(Q)))

zu zeigen, kann man sich auf ein Erzeugendensystem G = O,0(-1),...,0(—n) des K*(X)-
Moduls K*(P%) beschranken. Die linke Seite haben wir bereits in Ill §6 berechnet. Sie
ist Null fir s = —1,..,—n und 1 fur i = 0. Es ist zu zeigen, daB die rechte Seite

e (exp(x)'(x/(1 — exp(—2))"*")

den selben Wert besitzt. Mit obiger Beschreibung von 7 ist dies

exp(z)’

= cop(-a)1 "

reSxz—0

beziehungsweise bezliglich der Substitution y =1 — exp(—2) und dy = exp(—z)dx

Q—y
T@Syzowdy .
Dieses Residuum ist 0 oder 1, je nachdem ob i = —1,...,—n oder i = 0 gilt.

Bemerkung: Die Toddklasse 7; kann naturlich aus der Faktorisierung des Morphismus in
eine abgeschlossene regulare Immersion Y — IP; und eine kanonische Projektion Py, — X
explizit berechnet werden. Man kann mehr zeigen, namlich daB die Toddklasse nur von
f aber nicht von der Wahl der Faktorisierung abhangt!

Bemerkung: Im Fall X = Spec(k) und f = moi:Y < IP} — Spec(k) kann man mehr zeigen.

Erstens: Die Toddklasse 7; hat in diesem Fall eine geometrische Deutung (Hirzebruch-
Riemann-Roch)
77 = Todd(Ty) ,
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wobei Ty die sogenannte Tangentialgarbe von Y ist. Es gilt namlich [Ty] = [i*(O(1)"*1)] -
1— [Ny pr] und Todd(1) = 1. Siehe Hartshorne Seite 172-176.

Zweitens: Die relative Dimension ist » = —dim(Y).

Drittens: Die rechte Seite des Satzes von Riemann-Roch hat eine schnittheoretische
Deutung im Sinne von VII, §9. Die Abbildung

fo: G'(Y)®@Q — G (Spec(k)) @ Q
ist namlich offensichtlich trivial auBer im Fall i = —r = dim(Y). Beachte G(Spec(k)® Q =
GO(Spec(k)) ® Q@ = Q! Die Abbildung fo = fx auf G#m()(y) = Fém()K*(Y) hat aber

eine geometrische Deutung. Siehe VII §10.

Beispiel: Sei Y regular, projektiv, zusammenhangend von der Dimension 2 liber Spec(k),
dann gilt fur die Eulercharakteristik eines Linienbtindels L auf v

Z(—l)idz‘mkHi(Y, L) = fa ((1 + %cl(Ty) + i(cf(Ty) +ea(Ty))+..)(1+e1 (L) + %cl(L)Q + ))

- 12
= L), e (L) + o), e () + L <C2(Ty> + CQ(TY)> |
2 ’ 2 ’ 12\
Beachte c3(L) = c3(L) = ... = 0 fiir Linienbiindel und c3(Ty) = c4(Ty) = ... = 0 da rang(Ty) =

dim(Y) = 2!

Beispiel: Fur Kurven Y ergibt sich fur Linienbilindel L analog

fa <(1 + %Cl(Ty) + . )0+ a(L)+ )) = %Cl(Ty) +a(l) = 1—gy +a(l).
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