
Darmstadt-Frankfurt Seminar

Abelsche Varietäten und der
Torelli-Lokus
Wintersemester 2016/17

Ziel dieses Seminars ist es, die Existenz einer prinzipal polarisierten Abel-
schen Varietät über Q̄, die zu keiner Jacobischen isogen ist, nach [CO12]
und [Tsi12] zu erarbeiten. Allgemein kann die Frage nach der Existenz für
jeden Körper k anstelle von Q̄ gestellt werden. Für k = C werden wir diese
Frage deutlich leichter mit ’ja’ beantworten können. Dazu ist es zunächst
nötig die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften von Abelschen Va-
rietäten, Jacobischen und Shimura-Varietäten zu verstehen. Insbesondere die
Komplexe Multiplikation und die zugehörigen CM-Punkte im Modulraum
Ag,1 sind von größerem Interesse. Abschließend werfen wir einen Blick auf
die André-Oort Vermutung (AO) und wie diese aus der verallgemeinerten
Riemannhypothese (GRH) nach [KY14] folgt.

In Frankfurt findet das Seminar um 15:00 Uhr in Raum 711 (groß) in der
Robert-Mayer-Straße 10 statt. In Darmstadt um 15:15 Uhr in Raum ?? in
der ??-Straße ??.

Frankfurt, 10.11.2016 15:00 Uhr

Vortrag 1. Abelsche Varietäten und Jacobische I Name 1

Ziel: Zu Beginn des Seminars führen wir Abelsche Varietäten und Jacobische
ein. Genauer sollen die Definition von Abelschen Varietäten und dualen Abel-
schen Varietäten [Mil08, I.8], Polarisierung Abelscher Varietäten [Mil08, I.11]
und sowohl die algebraische als auch die analytische Konstruktion von Ja-
cobischen [Mil08, III.1, III.4 und III.7] betrachtet werden. Im weiteren Ver-
lauf des Vortrags soll die Konstruktion von Familien Abelscher Varietäten
eingeführt [Mil08, I.16] und zum Abschluss der Übergang zwischen algebrai-
schen und analytischen Modellen von komplexen Abelschen Varietäten (The-
ta-Funktionen) erklärt werden.

Quellen: [BL04], [Mil86], [Mil08]
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Vortrag 2. Abelsche Varietäten und Jacobische II Name 2

Ziel: Um den Torelli Morphismus einführen zu können, betrachten wir zu-
nächst die ModulräumeMg und Ag,1 [MO13, Kapitel 1]. Damit wir Ag,1(C)
in folgenden Vorträgen als Shmimura-Varietät auffassen zu können soll auch
die Darstellung von Ag,1(C) als Hg/Sp2g(Z) [BL04, Abschnitt 8.2] erklärt
werden. Für g = 2, 3 ist der Torelli Morphismus dominant (Dimensionsar-
gument) und somit die eingangs gestellte Frage in diesem Fall mit ’nein’ zu
beantworten. Isogenie einführen [Mil08, Abschnitt I.7] und zeigen, dass für
g ≥ 4 eine Abelsche Varietät über C existiert, die zu keiner Jacobischen isogen
ist [CO12, 3.11]. Zum Abschluss: Klassifizierung der Endomorphismenringe
von einfachen Abelschen Varietäten [Mil08, I.10]. Dabei ist es hilfreich sich
mit Vortrag 7 abzustimmen und dort benötigte Resultate zu erarbeiten.

Quellen: [BL04], [MO13], [Mil08], [CO12]

Darmstadt, 24.11.2016 15:15 Uhr

Vortrag 3. Etwas Hodge-Theorie Martin Lüdtke

Ziel: Definition einer Variation von Hodge-Strukturen und der Mumford-
Tate-Gruppe nach [Del82, Kapitel 3]. Die Äquivalenz [Del82, Proposition
3.4] der zwei möglichen Definitionen der Mumford-Tate-Gruppe betrachten
(sowohl als kleinste als auch als größe Q-algebraische Gruppe mit gewis-
sen Eigenschaften). Des weiteren ist die algebraische Monodromiegruppe ei-
ner Familie Abelscher Varietäten eine normale Untergruppe der abgeleiteten
Mumford-Tate-Gruppe [Moo04, 6.7 – 6.8].

Quellen: [Moo04], [MO13, Kapitel 2], [Del82]

Vortrag 4. Shimura-Varietäten I Matteo Costantini

Ziel: Definition von Shimura-Datum und Shimura-Varietäten [MO13, 3.1 –
3.3]. Verschiedene Terminologien von Shimura-Varietäten und speziellen Un-
tervarietäten (primäre Sprechweise aus [MO13, Abschnitt 3]). Das Shimura-
Datum für Modulkurven [Mil05, Beispiel 4.14] und Ag,1(C) [MO13, 3.2] be-
rechnen. Diese sind Beispiele von Shimura-Untervarietäten.

Quellen: [Del71, Kapitel 2], [Del79, Abschnitt 2.1], [MO13], [Mil05]
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Frankfurt, 08.12.2016 15:00 Uhr

Vortrag 5. Shimura-Varietäten II Name 5

Ziel: Verschiedene Modelle von Shimura-Varietäten beschreiben [Mil05, Kapi-
tel 12] (In Absprache mit Vortrag 6 - dort wird die Existenz eines kanonisches
Modells gezeigt). Dazu den Reflexkörper eines Shimura-Datums [Mil05, S.
101 ff] und die Bailey-Borel Kompaktifizierung einführen [Mil05, 3.12 und
3.14]. Als Beispiel Hilbert-Modulvarietäten als Shimura-Unter-Varietäten auf-
fassen (’Modulare-Einbettung’ [vdG88, Kapitel IX]). Zum Schluss beispiel-
haft die Mumford Tate-Gruppen von Shimura-Varietäten berechnen.

Quellen: [Del71, Kapitel 3 und 5], [Mil05], [MO13], [Del79], [vdG88]

Vortrag 6. Shimura-Varietäten III Name 6

Ziel: Existenz und Eindeutigkeit des kanonischen Modells einer Shimura-
Varietät über einem Zahlkörper zeigen (Den Fall von Shimura-Kurven be-
handelt [Mil03], allgemein [Mil05, Kapitel 13 und 14]). Zum Abschluss der
Vorträge über Shimura-Varietäten betrachten wir deren ursprüngliches Auf-
treten [Shi63] als Modulraum Abelscher Varietäten mit festem Endomorphis-
menring [Mil11, Kapitel 11].

Quellen: [Mil03], [Mil05], [Mil11], [Del79], [Shi63]

Darmstadt, 12.01.2016 15:15 Uhr

Vortrag 7. Komplexe Multiplikation Max Bieri

Ziel: Die komplexe Multiplikation abelscher Varietäten einführen und die
möglichen CM-Körper beschreiben [Shi98, Kapitel 2]. Die korrespondieren-
den CM-Punkte inAg,1 und auf Shimura-Kurven erkennen. Ein Punkt inAg,1

ist genau dann ein CM-Punkt, wenn die zugehörige Mumford-Tate-Gruppe
ein Torus ist [Moo04, Beispiel 5.3]. Abschließend betrachten wir Weyl-CM-
Punkte und Resultate, die unmittelbar zur Beantwortung der eingangs ge-
stellten Frage nötig sind. Nach der Definition und grundlegenden Eigenschaf-
ten von Weyl-CM-Punkten [CO12, 2.10 bis 2.15] ist es von besonderem In-
teressen zu zeigen, dass es nach [CO12, Korollar 2.15] genügend nicht-isogene
Weyl-CM-Punkte in Ag,1 gibt.

Quellen: [BL04, Kapitel 5], [Shi98, Kapitel 2], [CO12], [Moo04]
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Vortrag 8. Hecke-Translation in Ag,1 Nithi Rungtanapirom

Ziel: Die Hecke-Translation in Ag,1 beschrieben [CO09, 1.1 – 1.8 ] und den
Zusammenhang zu Hecke-Operatoren für Modulformen erklären [DDT, 1.3].
Den Begriff quasi-Isogenie näher betrachten und damit den Zusammenhang,
dass der Hecke-Orbit den Isogenie-Orbit enthält, erklären [CO12, 2.2]. Hecke
Translate von speziellen Untervarietäten sind erneut speziell [MO13, 3.4].
Wie sehen die Hecke-Translate von Hilbert-Modul-Varietäten aus?

Quellen: [MO13, 3], [CO09], [CO12], [DDT]

Frankfurt, 26.01.2017 15:00 Uhr

Vortrag 9. André-Oort-Vermutung und Riemannhypothese Name 9

Ziel: Einen Überblick über die André-Oort-Vermutung und die verallgemei-
nerte Riemann’sche Vermutung verschaffen. In Abstimmung mit Vortrag 11
die Idee des Beweises von (GRH)⇒ (AO) (Äquidistributionsargument, klei-
ne gespaltene Primstellen) vermitteln.

Quellen: [KY14]

Vortrag 10. Existenz der Abelschen Varietät über Q̄ I Name 10

Ziel: Das Hauptresultat [CO12, Theorem 3.1] unter der Voraussetzung von
(AO) bzw. (GRH) zeigen. Daraus folgt direkt, dass es (unter Annahme der
Hypothesen) eine abelsche Varietät über Q̄ gibt, die zu keiner Jacobischen
isogen ist. Im Hinblick auf den unkonditionellen Beweis in Vortrag 11 ist
besonderes Augenmerk auf [CO12, Lemma 3.5] und die Einschränkung auf
Hilbert-Modul-Varietäten mittels [CO12, Lemma 3.4] zu legen. Optional ist
[CO12, Proposition 3.7] der abschließende Teil des Vortrags.

Quellen: [CO12]
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Darmstadt, 09.02.2017 15:15 Uhr

Vortrag 11. Existenz der Abelschen Varietät über Q̄ II Alejandro Soto

Ziel: Modifikation des Beweises von [CO12, Theorem 3.1] nach Tsimerman
[Tsi12], sodass weder (GRH) noch (AO) vorausgesetzt werden müssen. In
Abstimmung mit Vortrag 10 müssen Elemente (Äquidistributionsargument,
kleine gespaltene Primstellen) aus dem Beweis von [KY14] benutzt werden.

Quellen: [Tsi12]

Vortrag 12. Familien von Shimura-Kurven Jonathan Zachhuber

Ziel: Übersichtsvortrag über Familien von Shimura-Kurven in Mg und die
Klassifikation der zyklischen 4-Punkt-Überlagerungen nach [MO13, 5].

Quellen: [MO13]
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