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Aufgabe 1. (Nilpotenz und artinsche Ringe) Sei A ein noetherscher Ring, in dem jedes Element
entweder eine Einheit oder nilpotent ist. Zeigen Sie, dass A ein artinscher lokaler Ring ist.

Aufgabe 2. (Universelle Eigenschaften)

(a) Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt topologischer Rdume zusammen mit der in der
Vorlesung definierten Topologie die Universaleigenschaft fiir das Produkt in der Kategorie
der topologischen Réume erfiillt.

(b) Sei I eine gerichtete halbgeordnete Indexmenge und (T;);c; ein projektives System topo-
logischer Raume (die Ubergangsabbildungen sind als stetig vorausgesetzt). Zeigen Sie: Die
Menge lim T; versehen mit der Unterraumtopologie in [] 7; erfiillt die Universaleigenschaft
von &gn in topologischen Réumen.

Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G zusammen mit einer Topologie, so dass die Abbildun-
gen G x G — G, (9,h) — ghund G — G, g — g~ !, stetig sind.

Aufgabe 3. (Abschluss von Untergruppen) Es sei G eine topologische Gruppe. Zeigen Sie: Ist
H eine Untergruppe von G, dann ist auch ihr Abschluss H eine Untergruppe von G. Ist H ein
Normalteiler von G, dann ist auch H ein Normalteiler von G.

Die folgende Aufgabe ist Teil einer Serie von Aufgaben dber das Spektrum eines Ringes.

Aufgabe 4. (Trennungseigenschaften der Zariski-Topologie)
Sei A ein kommutativer Ring mit 1 und X = Spec A. Zeigen Sie:

(a) X erfiillt Ty.

(b) Sei iiberdies A noethersch. Dann sind dquivalent:

(i) X erfiillt To.

(ii) X erfiillt Ty.

(iii) A ist artinsch.

(iv) X ist endlich und diskret.

bitte wenden!



Ein topologischer T" Raum heiftt quasi-kompakt, wenn er die folgende Eigenschaft hat:

Gilt T = U,
mitT:UjeJUj.

U; mit U; C T offen fiir alle i € I, so existiert eine endliche Teilmenge J C I

Ein topologischer Raum T heiftt kompakt, wenn er quasi-kompakt und hausdorffsch ist.

Zusatzaufgabe 5. (Proendliche Gruppen)

Sei G eine kompakte topologische Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Jede offene Untergruppe U ist von endlichem Index in G' und enthélt einen offenen Normal-
teiler von G.

(b) Angenommen, jede offene Teilmenge M von G mit 1 € M enthilt einen offenen Normalteiler
(eine solche Gruppe nennt man proendlich). Dann ist jede abgeschlossene Untergruppe H
von G der Durchschnitt aller sie enthaltenden offenen Untergruppen von G:

H= () U.

UCG offen
HCU



