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Im Folgenden sei A stets ein kommutativer Ring mit 1.

Aufgabe 1. Sei S C A eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge und M, N zwei A-Moduln.
Zeigen Sie, dass die kanonische Abbildung

S—tMm Qg-14 STIN — S_l(M ®a N)
2oy ua
ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 2. Sei Sy die Menge aller Nichtnullteiler des kommutativen Ringes A. Zeigen Sie:

(a) Die Menge Sy ist die grofte multiplikativ abgeschlossene Teilmenge, fiir die der Homomor-
phismus A — S;'A injektiv ist. (Der Ring S;'A wird (totaler) Quotientenring von A
genannt.)

(b) Jedes Element in Sy ' A ist entweder eine Einheit oder ein Nullteiler.

(c) Jeder Ring, in dem jede Nichteinheit ein Nullteiler ist, stimmt mit seinem Quotientenring
iiberein.

Aufgabe 3. Ein Ring heifit reduziert, wenn er keine nilpotenten Elemente aufier 0 enthilt. Zeigen
Sie: Ist fiir jedes Primideal p der lokale Ring A, reduziert, so ist auch A reduziert. Ist A stets
nullteilerfrei, falls fiir jedes Primideal p der Ring A, nullteilerfrei ist?

Die folgende Aufgabe ist Teil einer Serie von Aufgaben iber das Spektrum eines Ringes.

Aufgabe 4. (Quasikompaktheit von Spec A) )
Ein topologischer Raum heifst quasikompakt, falls jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung hat. Sei X = Spec A das Spektrum von A. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Der topologische Raum X ist quasikompakt.
(b) Allgemeiner sind die basisoffenen Mengen X fiir f € A quasikompakt.

(c) Eine offene Teilmenge von X ist genau dann quasikompakt, wenn sie als endliche Vereinigung
von offenen Teilmengen der Gestalt X; dargestellt werden kann.

Hinweis: Beobachten Sie, dass es ausreicht, Uberdeckungen von X der Gestalt (X, )icr zu be-
trachten. Zeigen Sie, dass die f; das Einsideal erzeugen. Insbesondere existiert eine Gleichung der
Form

1= "gfi (g€ 4,
i€J
wobei J eine endliche Teilmenge von I ist.

bitte wenden!



Zusatzaufgabe 5. Ein nullteilerfreier Ring A mit Quotientenkdrper K heifit Bewertungsring,
wenn fiir 0 # z € K gilt: 2 € A oder 271 € A. Zeigen Sie:

(a) Die Menge der Ideale eines Bewertungsrings ist beziiglich Inklusion total geordnet.

(b) Ein Bewertungsring A ist lokal mit Maximalideal

m={reA|lal¢ A}

(¢) Ein Modul iiber einem Bewertungsring ist genau dann flach, wenn er torsionsfrei ist.

Hinweis zu (c¢): Es genligt zu zeigen, dass ein endlich erzeugter, torsionsfreier A-Modul frei (und
damit flach) ist. Hierzu zeige man, dass jedes minimale Erzeugendensystem (z1,...,x,) linear
unabhiingig ist.



