GEOMETRIE UND KOMMUTATIVE ALGEBRA - WS 2016/17

NOTATION

e [ ist immer ein algebraisch abgeschlossener Korper.
e Eine Varietdt iiber k ist immer irreduzibel.
e Ringe: A, R,... Ideale: a,b,...; Primideale: pq, Maximalideale: m.

VORTRAGE

1 - Dimensionstheorie - Lukas Waas(M). Definition der Dimension eines Ringes ( pp. 89-90] oder
[Har77, p. 6]) und der Hohe eines Primideals (JAM69, p. 120]). Beide Definitionen sind auch in |Eis94, p. 225].
Beispielen zu erkliren: dim(k) = 0, wobei k ein Korper ist; dim(A) = 1 wobei A ein Hauptidealring ist, der kein
Korper ist (insbesondere, dim(k[z]) = 1); dim(A) = 0 wobei A ein artinsch Ring ist (JAM69, Prop. 8.1]). Ziel dieser
Vortrag ist Krulls Hauptidealsatz (JAMG69, Cor. 11.17] oder Thm. 10.1]) zu zeigen. Wir folgen den Beweis
von . Am Ende ist Thm. 10.2] zu zeigen (ohne Cor. 2.17] zu benutzen, man kann es explizit
beweisen).
Bild:

2 - Graduierte Ringe und projektive Rdume - Menelaos (B). Definitionen: graduierte Ringe, P} und

algebraische Teilmengen von P}, Zariski Topologie iiber P} ([Har77, pp. 8-9] oder [GW10, Sec. 1.20-1.21]). Beweisen
Sie [Har77, Prop. 2.2] und |Har77, Cor. 2.3]. Definieren Sie projektive und quasi-projektive Varietéten.
Bild: P?
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3 - Regulére und rationale Abbildungen - Max Witzelsperger (M). Definition einer reguldren Abbildung
f:Y — X wobei X und Y zwei quasi-projektive Varietdten sind. Definition reguldren Morphismen ([Har77, p. 15]).
Beweisen Sie, dass reguliére Morphismen f : X — K stetig sind ([Har77, Lemma 3.1]). Geben Sie ein Gegenbeispiel
der andere Richtung.

Sei Y C k™ eine affine Varietdt (d.h. eine irreduzible algebraische Teilmenge) und O(Y) die Menge der regularen
Abbildungen f:Y — K. Zeigen Sie, dass O(Y) ~ K[X1,... X, ]/I(Y).

Zeigen Sie, dass die Menge der reguléren Abbildungen f : X — Y wobei X C K™ und Y C K™ zwei algebraischen
Teilmengen sind, isomorph zu Homg (O(Y), O(X))) ist (sehen Sie den Beweis von [GW10}, Prop. 1.33]). Defintion
einer rationalen Abbildung (|Har77), p. 24]). Zeigen Sie, dass die Menge der rationalen Abbildungen Y --» k, wobei
Y eine affine Varietét ist, isomorph zu den Quotientskérper von O(Y) ist.

Bild:

fe A/my=k

A\ (K)=k

4 - Noethernormalisierung und Dimension einer algebraischer Teilmenge - Akinori (M). Bewesien Sie
Noethernormalisierungssatz (JAM69, Ex. 16 p. 69], wir nehmen an, dass K algebraisch abgeschlossen, insbesonders
unendlich, ist). Zeigen Sie, dass wenn A C B ein ganz Ringerweiterung ist, ist dim A = dim B (|Gat13, Lemma 11.§],
wir nehmen an Going Up und Lying over Lemmata, die Sie in Algebra 2 Vorlesung oder in [AM69, Thm 5.9-5.10]
finden kénnen). Wir nehmen an, dass dim K[X1,...,X,] = n. Zeigen Sie dann dim A = trdeg, Quot(A) (|Gat13,
p. 11.31]).

Bild:

KIxI[b1/(b*-x*-X°)

U
k[x]

\/

5 - Minimale Primideale und irreduzible Komponenten - Joseph Meyer (M). Definition aus primére
Ideal (JAMG69, p. 50]) und Primérzerlegung (JAM69, p. 51]). Zeigen Sie, dass wenn I C A ein Ideal von einen
noethersch Ring ist, dann hat er eine Primérzerlegung (JAM69, Thm. 13]). Definieren Sie minimalen und einge-
betteten Primideale, zusammen mit [AM69, Thm. 4.5] (ohne Beweis). Zeigen Sie, dass die minimalen Primideale
von A/I (die sind in Bijektion mit die minimalen Primidealen von A iiber I) sind die irreduziblen Komponenten
von Spec A/I, und dass Spec A/I genau dann irreduzibel ist, wenn jede Nullteiler ein Nilpotent ist. Geben Sie den
Beispiel [AMG69, p. 50].
Bild:

minimal Primideal einbettet Primideal

9

, f"'\//(xz,xy)
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6 - Zusammenhangskomponenten und diskrete Riume - Dario Weifimann(M). Definition der Zusam-
menhangskomponenten eines topologischen Raums, beweisen Sie [Eis94, Ex. 2.25] (der erste Teil wurde in der Vor-
lesung schon beweist). Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass wenn X ein noetherscher topologischer Raum ist,
hat X endliche viele irreduzible Komponenten. Zeigen Sie dass er hat endliche viele Zusammenhangskomponenten,
insbesondere zeigen Sie, dass es gilt fiir Spec A, wobei A noethersch ist (z.B. eine endliche K-algebra). Beweisen Sie
den Struktursatz fiir artinsche Ringe (JAM69, Thm. 8.5]). Deswegen brauchen Sie auch [AM69, Cor. 6.11], [AM69,
Cor. 7.15](ohne [AM69, Prop. 7.14] zu benutzen: benutzen Sie ansonsten, dass Idealen endlich erzeugt in artinschen
Ringe sind), [AM69, Prop. 8.1] und [AM69, Prop. 8.3, wihrend [AM69, Prop. 6.3]) und [AM69, Prop. 1.11] kennen
wir schon. Zeigen Sie, dass wenn A artinsch ist, ist Spec A endlich und diskret.

Bild:

Spec K[x,yl/(x*(x-1),y)

7 - Abgeschlossene Punkte und lokale eigenschaften - Milan Malcic (M). Die Definition von lokale
eigenschaft wurde (hoffentlich) in der Vorlesung schon gegeben (Def. 3.13). Beispiel von lokale eigenschaften:
Ubung 2.19 in |Eis94}, p. 83]. Erklaren warum abgeschlossene Punkten zu haben ist nicht eine lokale Eigenschaft.
Zeigen Sie, dass alle quasi-kompakte Schemata einen abgeschlossene Punkt haben ([Sch13| Prop. 4.1]). Zeigen Sie,
dass Abgeschlossene Punkte (sehr!) dicht in einer Schema lokal von endlichen Typ iiber K sind(|[GW10, Def. 3.34,
Prop. 3.35]). Wenn Y eine algebraische Teilmenge ist, ist Y die Menge von abgeschlossenen Punkten von Spec O(Y),
insbesondere zeigen Sie, dass es gilt: dimY = dim Spec O(Y).
Bild:
Beispiel von ein Schema ohne abgeschlossenen Punkten

Verklebung

}O‘—%‘J“{b—

= abg. Punkt des DVR
:j gen. Punkt des DVR

8 - Regulire Ringe und Jacobi Matrix - Rustam Steingart (M). Sei A ein lokaler noetherscher Ring
mit Maximalideal m. Benutzen Sie Nakayama Lemma (mehr spezifisch [AM69, Prop. 2.8]) zu zeigen |[AMG69,
Thm. 11.22], aber nur (i) < (4i). Wiederholen Sie die Definition der Hohe eines Primideal, und benutzen Sie
Krulls Hauptidealsatz von Vortrag 1 [Har77), Prop. 5.2A] zu zeigen. Geben Sie die Definition eines regularen lokalen
Ringes und einer nichtsingularen Varietét ([Har77, pp. 31-32]). Beweisen Sie [Har77, Thm. 5.1], d.h. regularitit
eines Punkts ist unabhingig von die Darstellung der Varietat. Geben Sie [Har77, Thm. 5.3], ohne Beweis. Zeigen
Sie, dass K[z, y]/z™ — 1 nonsingular ist genau dann, wenn char k { n .

Bild:
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9 - DVR und Divisoren iiber normalen Varietéten - Sebastian Dobrzynski (M). Erinnen Sie die Definition
von DVR (z.B. [AMG69, p. 94]). Ziel dieser Vortrag ist zu zeigen, dass jeder Kodimension 1 Punkt eines normalen
Schemas X von endlichen Typ definiert eine diskrete Bewertung tiber K (X). Zeigen Sie |Eis94), p. 11.2] und erkldren
Sie warum das impliziert, dass wenn P ein Kodimension 1 punkt in X ist, ist Op reguldr und ein DV R. Definieren
Sie Weil Divisoren [GW10, Def. 11.34] und Cartier Divisoren [GW10|, Def. 11.24] und definieren Sie die Abbildung
cyc (|GW10, Eq. 11.13.3] nur wenn X normal ist).

Bild:
Spec K[x]

P 4w)

={x=0} ‘ A

p(x)

= — mu\tp(x)—multﬂq(x)
a(x) o

10 - Flache Ringe und relative Dimension - Akin Unal (M). Dimension der Fasern eines flachen Morphismus
( [Har77, Prop. III 9.5, Cor. 9.6]).

Bild:
Beispiel eines nicht flachen Morphismus

Y

11- Tensorprodukt und f* - Lukas Bold (M). Definition von f,, Beispiel wo f, nicht exakt ist, f* und f.
sind adjungierte Funktoren, Projektionsformel.
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