Visualizing Fatou and Julia sets

Marcel Stoklasa
10. Juni 2021

1 Einleitung



2  Orbits

2.1 Iteration

Fiir eine Funktion F' schreiben wir die zweite Iteration dieser Funktion als
F?(z) := F(F(z)) und folglich die n-te Iteration als F"(z).

2.2 Beispiel: f 5(z) = 22 — 2
foo(z) =22 -2

fP(2)=(22 =22 —2=2"—42" 42
f3(2) = (22 —2)? —2)? =2 =28 — 820 + 202" — 162% +2



2.3 Orbit

Fiir ein gegebenes zg € C definieren wir den Orbit von zy unter F', als die Folge
der Punkte 29,21 = F(20), 22 = F%(20), .... Dabei ist 29 der Keim des Orbits.

2.4 Bespiel: f 5(z) =22 — 2 mit 2, =0.1

20 = 0.1
z3 = 1.9601

z3 = 1.84199201



2.5 Typen von Orbits
2.5.1 Fixpunkte (Konstante Orbits)

Ein Punkt zy € C nennen wir einen Fixpunkt fiir die Funktion F', wenn er die
Gleichung F'(zg) = z erfiillt. Der Orbit fiir diesen Punkt ist offensichtlich die
konstante Folge zq, 29, 20, ...

2.5.2 Beispiel: Fixpunkte



2.5.3 Periodische Orbits

Ein Orbit heifit periodisch, wenn fiir F und zy ein n > 0 existiert, sodass
F™(zp) = zp. Somit ergibt sich fiir den Orbit diese Folge 20, 21, .-, Zn—1, 20, 21, -+,
daraus folgt sofort, dass die Orbits fiir alle z; mit ¢ € {0,1,...,n — 2,n — 1} pe-
riodisch mit Periodenlénge n sind.

2.5.4 Beispiel: Periodische Orbits



2.5.5 Fast Fixpunkte (Fast Konstante Orbits) bzw. Fast Periodische
Orbits

Ein Punkt 2y € C ist ein fast Fixpunkt bzw. hat einen fast periodischen Orbit,
wenn ein n € N existiert, sodass z, ein Fixpunkt ist bzw. z, einen periodischen

Orbit hat.

2.5.6 Chaotische Orbits
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Abbildung 1: Chaotischer Orbit



2.6 Numerische Probleme
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Abbildung 2: numerische Probleme
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Orbit von xy = % ist 5,5:959,979> 9 unter der Verdopplung-Funktion.



3 Fatou und Julia Menge

3.1 Supersensitive Orbits

Der Orbit eines Punktes z unter f. ist supersensitiv, wenn jede offene Umgebung
U, die folgende Eigenschaft hat:

c- | )<t
n=1

3.2 Julia Menge als Menge supersensitiver Orbits

Ein Punkt z gehort fiir eine Funktion f. zu der Julia Menge J. := J(f.), wenn
er unter f. ein Punkt mit supersensitivem Orbit ist.

3.3 Fatou Menge
Die Fatou Menge fiir eine Funktion f. ist gegeben als F, := F(f.) = C — J(f.).

3.4 Beispiel: fy(z) = 2?

Um die Funktion fy leichter untersuchen zu kénnen, benutzen fiir zy € C die
Darstellung zg = rge’®, mit 79 = |2o| und geeignetem 6y € (0, 27].Dann ergibt
sich fiir den Orbit von zg:

29 = roet?

21 = rae?io
2y = rgetifo
2y =12 20



Daraus ergeben sich drei Moglichkeiten fiir das Verhalten fiir den Orbit von
Z0-



3.5 Beschriankte Orbits

Der Orbit eines Punktes z unter f. ist beschrinkt, wenn ein K € R existiert,
sodass | f2(z)] < K fiir alle n € N.

3.6 Die Ausgefiillte Julia Menge

Ein Punkt z gehort unter der Funktion f. zur ausgefiillten Julia Menge K, :=
K(f.), wenn sein Orbit beschrénkt ist.

3.6.1 Bemerkung
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3.7 Julia Menge als Rand

Wir kénnen die Julia Menge auch als Rand der ausgefiillten Julia Menge de-
finieren, also J. := 0K.. Wir werden in einem anderen Vortag sehen, dass die
beiden Definitionen fiir die Julia Menge dquivalent sind.
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3.8 Beispiel: f 5(2) = 22 -2
3.8.1 Konjugierte Dynamische Systeme

Es seien X und Y zwei metrische Rdume und f : X — X sowie g : ¥ —
Y zwei stetige Abbildungen, dann heiflen f und g konjugiert, wenn es einen
Homo6omorphismus H : X — Y gibt, sodass:

hof=goh
Diese Abbildung erhélt den Typ eines Orbits.
3.8.2 Beweis: J_5 =[-2,2]
Um die Julia Menge fiir diese Funktion zu bestimmen, zeigen wir zuerst, dass
f—2 auf C —[—2, 2] konjugiert zu fy auf R := {z|1 < |z|} ist und somit, dass der

Orbit fiir alle Punkte, die nicht in [—2, 2] unter f_» nicht beschriankt ist. Dafiir
definieren wir uns eine Funktion H(z) := z + 1 auf R.
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3.9 Bemerkung
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4 Algorithmus Ausgefiillte Julia Menge

4.1 Escape-Kriterium

Ist |z| > max{|c|,2}, dann |f?(z)] — oo fiir n — co.
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4.2 Algorithmus

Wir wihlen eine maximale Anzahl an Iterationen N und geben uns ein Gitter
I' an Punkten vor. Fiir jeden Punkt z € I'" aus dem Gitter berechnen wir die
ersten N Punkte aus dem Orbit, wenn gilt |f(z)| > max{]c|, 2} farben wir den
Punkt weif und wenn gilt |f7(2)| < max{|c|,2} firben wir den Punkt schwarz.
Die schwarzen Punkte geben uns dann eine Approximation der ausgefiillten
Julia Menge.
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4.3 Beispiele

Abbildung 3: ¢ = —1

Abbildung 4: ¢ = 0.360284 + 0.1003764
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Abbildung 5: ¢ = —0.8 + 0.3¢

Abbildung 6: ¢ = —0.8 + 0.3¢
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4.4 Bemerkungen
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5 Algorithmus Julia Menge
5.1 Instabil\Stabil\Indifferent Periodische Punkte

Sei f. eine quadratische Funktion und zy ein Punkt mit periodischem Orbit und
Periodenlénge n, dann ist dieser Punkt:

1. instabil periodisch, wenn [(f7)(z0)| > 1.

2. stabil periodisch, wenn |(f7')(z0)] < 1.

3. indifferent periodisch, wenn |(f2)'(z0)| = 1.

5.2 Eigenschaften Stabil\Instabil Periodische Punkte

Sei 2y ein Punkt mit periodischem Orbit unter f. mit Periodenldnge n, dann
existiert eine Scheibe D der Form |z — zp| < 6 um zp mit Eigenschaft:

(i) 20 stabil = Vz € D : fu(2) € D, f*(2) — 2 fiir k — oo
(i) zo instabil =Yz € D — {2} Ik e N: f"*(2) ¢ D
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5.2.1 Bemerkung
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5.3 Boundary Mapping Principle

Sei R C C abgeschlossen und zp ein innerer Punkt von R, dann ist f.(zp) ein
innerer Punkt von f.(R).

BEWEIS: Da die Eigenschaft translationsinvariant ist, reicht es fy zu betrachten.
Der Rest folgt durch Anpassung des Beweises aus Abschnitt 3.4.

5.4 Cauchy Abschitzung (fiir Ableitungen)

Sei P(z) ein komplexes Polynom und |P(z)] < M fiir alle z aus der Scheibe
|z — zo| < r, dann gilt:

M
P < =

BEwWEIS: Funktionentheorie 1
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5.5 Instabile Periodische Punkte liegen in der Julia Menge

Sie zg ein instabiler periodischer Punkt zu f., dann zg € J..
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5.6 Korollar: Urbilder von z, liegen in der Julia Menge

Sei zg ein instabiler periodischer Punkt fiir f. und z sei ein Urbild von zj, dann

z e J..
BEWwEIS: Der Beweis folgt direkt aus dem vorigen Satz und dem Boundary

Mapping Principle.

5.7 Beispiel: f;(z) = 2%+

23



Abbildung 7: ¢ =1
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5.8 Algorithmus

Der zweite Algorithmus beruht darauf, dass J. supersensitiv unter f. ist. Wihle
ein z € C beliebig bis auf maximal eine Ausnahme und ein Punkt zg € J., dann
gibt es wegen der Supersensitivitét ein w € U, und ein k € N, sodass F(w) = 2.
Das bedeuten wir kénnen mit einem beliebigen z mit einem ausreichend groflen
k durch das Urbild f7%(z) beliebig nah an jeden Punkt aus J. kommen.

Um nun also Punkte aus J. zu bestimmen wahlen wir ein ¢ € C und berech-
nen das ”"Riickwérts Orbit”, da jeder Punkt bis auf ¢ zwei Mogliche Urbilder
(£vz — ¢) hat wihlen wir in jeden Schritt zufillig eins davon.

Um ein gutes Bild von J. zu bekommen, berechnen wir ca. die ersten 10.000
Urbilder und plotten alle bis auf die ersten 100 Punkte.
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5.9 Beispiele
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Abbildung 8: ¢ = 0.4 4+ 0.07¢
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Abbildung 9: ¢ = 0.5
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Abbildung 11: ¢ = 0.5
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6 Selbstidhnlichkeit

Mit der Ausnahme von ein paar besonderen Ausnahmen sind alle Formen, die
man in einer Julia Menge erkennt unendlich oft zu finden.

6.1 Lokal Ahnlich als Holomorphe Bijektion

Wir nennen zwei Punkte z, 2’ € J, lokal dhnlich, wenn es zwischen den Umge-
bungen U, und U,/ eine holomorphe Bijektion ¢ gibt der mit der Eigenschaft
¢(z) =72 und ¢(U, N J.) = Uy N J..

6.2 Lokal Ahnlich als Ableitung

Fiir z € J. — {0} und f/(z) # 0 sind z, f.(z) lokal &hnlich. = Alle Punkte

[ (2), f72(2), f73(2), .. sind lokal &hnlich, wenn 0 & U, oy fo ¥ (2).
BEMERKUNG: Die Menge |J;, oy fo *(2) liegt dicht in J,.

6.3 Beispiele

Fir c =4 und ¢ = —2 ist 0 € J,, daher gibt es Punkte, die nicht zu unendlich
vielen anderen Punkten lokal dhnlich sind.
Fiir J_o = [-2,2] sind 2 und —2 nicht lokal &hnlich zu anderen Punkten.
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