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1 Motive und historischer Abriss
16.4.

Die Himmelsmechanik beschéftigt sich mit der Bahnbestimmung der Gestirne. Man ver-
sucht also zu verstehen

e die Geometrie der Bahnen (die Bahnform);
e die Zeitparametrisierung der Bahnen (die Dynamik).

Anfang des siebzehnten Jahrhunderts formuliert Johannes Kepler drei planetarsche Geset-
ze, die die empirischen Beobachtungen von Tycho Brahe begriindeten:

1. Die Bahnen der Planeten um die Sonne sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt
die Sonne steht (1609).

2. Die Verbindungslinie zwischen der Planeten und der Sonne tiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Fliche (1609).

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die dritten Potenzen der mittleren
Entfernungen (grofien Halbachsen der Ellipsen) (1619).

Newton leitet 1687 in seinem Buch Principia Mathematica die keplerschen Gesetze aus
zwei umfassenden Gesetzen her: das Bewegungsgesetz (D) und das Gravitationsgesetz (G).

Das Bewegungsgesetz (D)

Die Beschleunigung eines Korpers (oder Punktmasse) @) ist proportional zur der gesamten
Kraft, die auf den Kérper () wirkt. Die Proportionalitdtskonstante mg ist positiv und
unabhingig von der Kraft. Wir nennen mg die Masse von ). Wir iibersetzen das Gesetz in
die moderne Sprache des Vektoranalysis. Wenn die Bewegung des Korpers und die Kraft
durch Vektorfunktionen ¢ — rg(t) € R® und ¢ — Fg(t) € R? der Zeit ¢ € R gegeben sind,
gilt

Fo(t) = moio(t). (D)

Das Gravitationsgesetz (G)

Ein Kérper Q2 wirkt auf einen Kérper ()1 mit einer Gravitationskraft Fg, o, ein, die entlang
der Verbindungslinie von ()1 nach ()5 gerichtet und deren Stérke proportional zum Produkt
der beiden Massen und umgekehrt proportional zum Quadrat ihres Abstandes ist. Die
Proportionalitédtskonstante ist positiv, unabhéngig von ()7 und )5 und heifit die universelle
Gravitationskonstant G. Die entsprechende Vektorgleichung lautet (Zeit ¢ weggelassen von
der Notation)

Gmo,mq, T, —To,

|rQ2 - I'Q1‘2 ’er - rQll.

(9)

FQle =



Das keplersche Problem

Es seien P, und P, zwei Korper und es sei weiter angenommen, dass P, fest im Nullpunkt
ist und dass Fp, = Fp, p,, d.h die einzige Kraft, die auf P, wirkt, ist die Gravitationskraft
des Korpers P,. Dann ergibt sich aus (D) und (G) die folgende Gleichung fiir r := rp,:

. JTR §
r=———-—, (K)
r[* x|
wobei p:= Gmp, > 0. Die Bestimmung einer Losung der Gleichung (KC) heifit keplersches
Problem. Newton zeigte, dass, wenn P; ein Planet des Sonnensystems und P, die Sonne ist,
die (beschriankten) Losungen r des keplerschen Problems; erfiillen die drei planetarschen
Gesetze von Kepler.

Das Zweikorperproblem

Die Annahme, dass rp, fest ist, impliziert, dass Fp, = Fp,p, = 0. Also auf dieser Wei-
se haben wir die Anziehungskraft von P, auf P, vernachléssigt (nicht so schlimm, wenn
mp, viel grofler als mp, ist). Die Bahnbestimmung von beiden Koérpern P; und P, unter
der gegenseitigen Anziehungskraft heiit Zweikorperproblem. Es handelt sich darum, die
Funktionen rp, und rp, zu bestimmen, die dem Gleichungssystem

f‘p _ Gmp2 ) 'p, —I'p,

' ’I'p2 - rPlP |I‘p2 - I'Pl| (ZICP)
. Gmpl 'p —I'p,
I‘p2

B ’rPl - erP . |rP1 - rP2|.

geniigen. Das Zweikorperproblem ist nicht schwer zu 16sen. Die Bahnen der zwei Korper
gehorchen jeweils einer Gleichung derart (K) (mit zwei verschiedenen Konstanten ), wenn
man den Nullpunkt in dem Schwerpunkt m(m p,rp, +mp,rp,) hinstellt. Insbesondere
gelten die keplerschen Gesetze immer noch, wenn man den Schwerpunkt zwischen dem

Planeten und der Sonne statt der Lage der Sonne benutzt.

Das n-Korperproblem

Nun gibt es in unserem Sonnensystem mehrere Planeten, so dass die Bahnen der Sonne und
eines bestimmten Planeten die Gleichungen (Z/CP) nicht mehr 16sen. Daher betrachten wir
allgemein eine Anzahl n von Kérpern Py, Ps, ..., P,. Die Bahnbestimmung dieser Kérper
unter der gegenseitigen Anziehungskraft heifit n-Koérperproblem, wobei die Massen der
Korper beliebig sein diirfen. Man erhélt ein System von n Gleichungen

{mPlf'Pl =Fpp, +Fpp+...+Fpp, (nkCP)

Die allgemeine Losung dieses Problem hat eine echte Herausforderung fiir viele Mathe-
matiker dargestellt. Spéter in diesem Kurs werden wir einfache Losungen dieses Problem



betrachten. Die heiflen homographische Losungen und haben die Eigenschaft, dass das
von den Kérpern gebildete n-Ecke seine Lage im Verlauf der Zeit nur durch Ahnlichkeits-
bewegungen &ndert. Die Suche nach speziellen Losungen des n-Koérperproblem ist auch
heute sehr aktiv. 2000 wurden von Chenciner und Montgomery choreographische Losun-
gen eingefiihrt, wobei alle die Korper auf eine feste geschlossene Kurve periodisch laufen.
Man siehe die Webseite von James Montaldi http://www.maths.manchester.ac.uk/~jm/
Choreographies.

Stabilitdt des Sonnensystems

Wie es auch von den choreographischen Losungen zu sehen ist, gelten fiir allgemeine n-
Korpersysteme die keplerschen Gesetze nicht. Wie ist es moglich dann, dass solche Gesetze
in unserem Sonnensystem von empirischen Beobachtungen bestétigt sind? Newton war
schon diese Schwierigkeit bekannt.

“Kepler’s laws, although not rigidly true, are sufficiently near to the truth to have led
to the discovery of the law of attraction of the bodies of the solar system. The deviation
from complete accuracy is due to the facts, that the planets are not of inappreciable mass,
that, in consequence, they disturb each other’s orbits about the Sun”.

Anders gesagt: die Gesamtkraft der anderen Planeten Fp p, +...Fp p, auf P, ist klein
im Vergleich mit der Anziehungskraft F p, p, der Sonne und sie schadet die keplerschen Ge-
setze in unserer Zeit mehr oder weniger nicht. Allerdings ist es moglich, dass die Bahnen der
Planeten in der fernen Zukunft eine starke Verdnderung erleben werden (Zusammenstofie
oder Fluchten von Planeten). Newton bat dazu eine transzendentale Ausweg an:

“Blind fate could never make all the planets move one and the same way in orbs con-
centric, some inconsiderable irreqularities excepted which may have arisen from the mutual
actions of comets and planets on one another, and which will be apt to increase, till this
system wants a reformation .

Seit Newton haben sich viele Wissenschftaler mit der Stabilitdt des Sonnensystems
beschéftigt. Die Stabilitéatsfrage spielt auch heute eine entscheidende Rolle in der modernen
Theorie der dynamischen Systeme nach den Pionierarbeiten von Poincaré und Liapunov
am Ende des neunzehnten Jahrhunderts:

Man hat ein ideelles System, das sehr gut beschreibbar ist. Was passiert, wenn man
dieses System leicht stort? Bleibt das neue System nah an dem ideellen? Fiir wie lange?

Um die Stabilitdt des Sonnensystems zu beweisen, versuchten die Wissenschaftler eine
explizite Losung des abstrakten n-Korperproblems zu finden. In diesem Versuch enwickelte
Laplace (1814) seinen mechanischen Determinismus, der betrachtet werden kann, als die
Vorgéanger der Theorie der Gewohnlichen Differentialgleichungen:

» Wir miissen also den gegenwdrtigen Zustand des Universums als Folge eines fritheren
Zustandes ansehen und als Ursache des Zustandes, der danach kommt. Eine Intelligenz,
die in einem gegebenen Augenblick alle Krdifte kennt, mit denen die Welt begabt ist, und
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die gegenwdrtige Lage der Gebilde, die sie zusammensetzen, und die tberdies umfassend
genug wire, diese Kenntnisse der Analyse zu unterwerfen, wirde in der gleichen Formel
die Bewegungen der grofiten Himmelskorper und die des leichtesten Atoms einbegreifen.
Nichts wdre fir sie ungewiss, Zukunft und Vergangenheit ligen klar vor ihren Augen. “

Leider ist unsere Intelligenz nicht so umfassend wie Laplace mochte und eine solche
Formel zu finden ist uns bis heute nicht gelungen. Trotzdem sagte Dirichlet 1858 zu sei-
nem jungen Freund Kronecker, er habe eine stufenweise Anndhrung an die Losung des
n-Korperproblem gefunden. Dirichlet starb nach einem Jahr und keine Spur von einer
solchen Losung wurde in seinen Werken gefunden. Weierstra3 dachte, dass Dirichlet eine
Reihenentiwicklung gefunden hétte und machte sich an die Arbeit die verlorene Losung
nachzuvollziehen:

,Du erinnerst Dich, liebes Herz, dafl wir zu der Zeit, als unsere Freundschaft eine innige
geworden war, sodaf ich zuweilen das Bediirfnis empfand, auch iber Arbeiten, die ich gern
machen mdchte, mit Dir zu reden und wir uns auch wohl in wissenschaftliche Traume und
Phantasie verloren, oftmals von den Bedingungen der Stabilitit des Weltsystems gesprochen
haben. “

Als Mittag-Leffler 1884 ein Preisausschreiben fiir seine mathematischen Zeitschrift Ac-
ta Mathematica mit der Forderung von Leopold IT Konig von Schweden und Norwegen
organisiert, schlug Weierstrafl als Problem fiir die Kandidaten vor, eine Reihenentwicklung
fiir die n-Korperproblem zu finden. Der Preis wurde 1889 Poincaré zuerkannt auch wenn
er die Losung nicht finden konnte, denn seine urspriingliche Losung enthielt ein Fehler.
Trotzdem, hat er mit seiner Preisschrift zum Geburt einer neuen Branche der Mathema-
tik beigetragen: die qualitative Theorie eines dynamischen Systems, die das Verhalten der
Losungen von einer Differentialgleichung im groflen untersucht.

1912 starb Poincaré und erschien das Werk von Sundman Mémoirs sur les problem
des trois corps, wo schlielich eine Reihenentwicklung fiir das Dreikérperproblem ange-
geben wurde. Auch wenn die Konvergenzrate der Sundmans Reihe sehr langsam und von
keiner praktischen Anwendung ist, gibt seine Arbeit wichtige Informationen um die Zusam-
menstoBen von Korpern, die wir auch spéter betrachten werden. Eine Reihenentwicklung
fiir das n-Korperproblem ohne Kollisionen wurde schlieflich 1991 von Qiu-Dong Wang
gegeben.



2 Wiederholung der gewiinschten Vorkenntnisse
19.4.

Wir schreiben N = {1,2,...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, R* = (0, +00) fiir die
Menge der positiven reellen Zahlen.

2.1 Linearalgebra

Wenn d € N, schreiben wir die Elementen

Uy
u=| : | € R?
Uq
mit Fettschrift. Eine Basis (uy, -+ ,u,) des R™ heifit positiv, wenn die d x d-Matrix, deren
Spalten uy, - - - , uy sind, positive Determinante besitzt. Wir schreiben 0 fiir den Nullvektor
und benutzen die Abkiirzung
R? =R\ {0}.

Die spitzen Klammern bezeichnen das euklidische Skalarprodukt zwischen u und w:

d
(u,w) = Z U;W;.
i=1

Die euklidische Norm von u schreiben wir als
u:= |u] = /(u,u),

die Einheitssphéare als
$11 = fue R |u=1}.

und den offenen Ball um uy € R? mit radius @ > 0 als
Ba(ug) :={ueR?| Ju—ug| <a}.

Wenn u ein Vektor in R% ist, schreiben wir
.\ u _
:=— ¢ 5!
u

fiir seine Normierung.

Wir schreiben I, fiir die Einheitsmatrix in R, die Eins auf der Diagonale und Null um-
sonst besitzt. Wir kennzeichnen als O(d) die Gruppe der orthogonalen Matrizen, ndmlich
der Matrizen Q € RdQ, die das Skalarprodukt erhalten:

VuwecRY (Q-u,Q -w)=(uw).
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Die Untergruppe von O(d), deren Elemente positive Determinante haben, schreiben wir
als SO(d). Wir kennzeichnen mit A(d) den Vektorraum der antisymmetrischen Matrizen,
némlich der Matrizen A € R¥, fiir die

Vu,weRY (A-u,w)=—(u,A-w).

Wir kennzeichnen mit S(d) den Vektorraum der symmetrischen Matrizen, ndmlich der
Matrizen M € R? | fiir die

Vu,weRY (M-u,w) = (u,M-w).

Wir schreiben (u, w)p := (u, M - w) fiir die von M gegebene symmetrische Bilinearform.
Wir haben (-, )1, = (-, -). Wir kennzeichnen mit S, (d) die Untermenge der positiv definiten
symmetrischen Matrizen. Wenn M € S, (d), dann ist (-,-)p ein Skalarprodukt und wir
schreiben |ulpr := /(u, u)m. Wenn Ay > 0 der kleinste positive Eigenwerte ist, gilt

Am|u| < |uln, Vue M. (2.1)
Wenn u,w € R3, also d = 3, schreiben wir das Kreuzprodukt der beiden Vektoren als
UgW3 — UzW2
uxw= | usw, —uw; | € R
U1Wo — U2W1
Es gilt die Formel
<U1 X 112,1_13> = <ll2 X 1,137111>7 Vllﬂlg,llg € RS.

Es sei ¢ € R? mit ¢ # 0. Wir schreiben « fiir die orientierte Ebene orthogonale zu ¢ durch
0, wobei eine Basis (uj,uz) von « positiv ist, genau dann, wenn (u;, us, c) eine positive
Basis des R3 ist. Auf dieser Ebene die Drehung um neunzig Graden i : o — « ist definiert
durch

i-u=c¢xu, Vuea. (2.2)

Fiir d = 2k identifizieren wir R?* mit dem Raum C* der vektoren mit k complexen Koor-
dinaten durch die Abbildung

Uy
U9 uy + Ug’i
b)
Ugk—1 Ugk—1 + Ukl
U2k

wobei ¢ € C die imagindre Einheit darstellt. Besonders wichtig fiir uns werden die Fille
k=1 und k = 2 sein.

Aufgabe 2.1. Es sei ¢ = (0,0,¢) mit ¢ > 0. Wenn wir C als die orthogonale Ebene
R? x 0 C R? zu ¢ betrachten, zeigen Sie, dass die Drehung i der komplezen Multiplikation
durch die tmagindre Einheit © entspricht.



2.2 Vektoranalysis

Alle die von uns betrachteten Abbildungen f :  — R%, wobei 2 eine offene Teilmenge
der R% ist und dy,ds € N, sind als glatt zu verstehen (d.h. unendlich differenzierbar).

Insbesondere schreiben wir die erste Ableitung (das totale Differential) von f = (fi1, ..., fa,)
im Punkt xq als dy,f: R® — R% wobei
of df1
8_3U1(X0> Dira, (%0)
Uy
dyf-u= 0J; (x0) || eR®, YueRM
&L‘i ’
u
Uis ) Oy
8$1 0 8xd1 0

Wir sagen, dass f ein Diffeomorphismus ist, wenn ihre Bildmenge €' := £(2) offen ist und
es eine glatte Umkehrabbildung f=! : ' — Q gibt (in diesem Fall muss d; = d5 sein).
Wenn dy = 1, also f : 2 — R eine reelle Funktion ist, schreiben wir ihren Gradient in

Xg € ) als
%(Xo)
grad f(xg) = : € R%.

2L (x)

81’d1

sodass dy, f - u = (grad f(x), u) fiir alle u € R%.

Aufgabe 2.2. Es sei f : RE — R die Funktion x — f(x) = /22 + ...+ a2, die der
Abstand zwischen x und O darstellt. Beweisen Sie, dass

grad f(x) = x, Vx e RY
und skizzieren Sie dieses Vektorfeld.

Umgekehrt, wenn d; = 1 und Q = (a,b) C R ein Intervall ist, definiert die Vektor-
funktion eine Kurve. Eine Kurve ist nihmlich eine Abbildung x : I — R¢, die von einem
Zeitparameter t € [ parametrisiert ist, wobei I C R ein Intervall ist. Wir kennzeichnen die
Zeitableitungen von x mit Punkten iiber dem Buchstabe x:

dx L d%x

X=—, X=—
dt’ de?’

Insbesondere heiit x(¢) der Tangentenvektor der Kurve x zur Zeit ¢ (oder im Punkt x(¢)).



2.2.1 Polarkoordinaten in R?
Es sei p: RT x R — R? die Abbildung

p(r,0) = (7‘ cos 9) _ e

rsind

Nach Identifizierung einer linearen Abbildung mit ihrer darstellenden Matrix haben wir
FI cosf —rsinf
P =\ cosh  sing /-
Also ist die Abbildung p ein lokaler Diffeomorphismus, der nicht global invertierbar ist,
weil p(r,0) = p(r’,0') die Bedingungen r = 1" und 6 — ¢’ € 27Z impliziert. Etwa genauer
ist p eine Uberdeckung. Daraus folgt, dass fiir jede Kurve r : I — R? eine Kurve (r,0) :

I - RT — R gibt mit
r(t) =p(r(t),0(t)), Vtel

Satz 2.3. Es sei (z,y) : I — R% eine beliebige Kurve mit 0 > 0. Fir jedes Zeitintervall
[t1,t2] C I mit O(ts) — 0(t1) < 27 definiere man

Qio 1= {s2(t) | s € 0.1], ¢ € [to,t]}.
Der Flicheinhalt von D ist durch die folgende Formel gegeben:

% /t2 r2(4)0(t) dt.

t1

Area(Qtl to ) =

Beweis. Da t +— 6(t) monoton wachsend ist, gibt es ein Intervall [0;,6;] C R, sodass
0 : [t1,ts] — [01,02] ein Diffeomorphismus mit 6(t;) = 6; und 0(t3) = 6 ist. Es sei
t:[01,02] — [t1,te] die Umkehrfunktion. Dann gilt

Qunt =P Uyr), Uy = {(r0) [ 0€161,02), v € (0.r(0))]]

Durch zwei Anwendungen der Koordinatenwechselformel fiir Integrale bekommen wir

62 T'(t(e)) 02 1
|detdp|drd9:/ (/ rdr)sz/ 57(t(0)) o

01 0 01

Area(€y, 4,) = /
Q:f1wt2

1

— 5/: r2()o(t)dt. O



3 Gewohnliche Differentialgleichungen
23.4.

3.1 Differentialgleichungen erster Ordnung
3.1.1 Fundamentalsitze

Definition 3.1. Es sei 2 C R? eine offene Menge und V :  — R? eine Vektorfunktion.
Eine Kurve x : (a,b) — 2 ist eine Losung der Differentialgleichung

% = V(x), (3.1)

wenn x(t) = V(x(t)) fur alle t € (a,b) gilt. In diesem Fall heifit x eine Integralkurve von
V. Wir nennen 2 den Phasenraum, die Punkte xo € 2 Phasen und die Funktion V ein
Vektorfeld.

Aufgabe 3.2. Es sei V : Q — R? ein Vektorfeld. Es seixq ein Punkt in Q und x : R — Q
eine konstante Kurve x(t) = xq. Finden Sie hinreichende und notwendige Bedingungen auf
Xo, o dass x eine Losung von x = V(x) ist.

Satz* (Transformationsregel fiir Vektorfelder). Es seien Q C RY offen, V : Q — R? ein
Vektorfeld und X : Q' — Q eine Abbildung mit der Figenschaft, dass dwX : R — R4
invertierbar fiir alle x' € €V ist. Es sei dann V' : Q' — R? das Vektorfeld

V/(x) = <dx/X>_1 V(X (). (3.2)

Wenn x' : I — Q' eine Integralkurve von V' (mit Anfang x, € Q' zur Zeit ty) ist, gibt
x:=Xox': I —Q eine Integralkurve von V (mit Anfang xo := X(xq) zur Zeit to). O

Aufgabe*. Es sei p : Rt x R — R?% die Polarkoordinatenabbildung, die im Abschnitt
eingefiihrt wurde. Schreiben Sie die transformierten Vektorfelder fiir die folgenden
Vektorfelder auf R% = C*\ 0:

z, i-z.

Aufgabe 3.3. Es seix : (a,b) — Q) eine Integralkurve von V und fir jede ty € R betrachte
man die Kurve mit Parametrisierung X' : (a + to,b + ty) = Q, die als xX'(t) = x(t — to)
definiert ist. Zeigen Sie, dass auch x' eine Integralkurve von 'V ist.

Definition 3.4. Es seien xo € © und ¢y € R gegeben. Wir sagen, dass x : (a,b) — Q
eine Integralkurve von V mit Anfang xq zur Zeit t, ist, falls a < ty < b und x(ty) = %o
zusatzlich gelten.

Satz 3.5 (Lokal eindeutig Losbarkeit). Fir alle Punkte xo € 2 und to € R existiert eine
Lésung x : (a,b) — Q von mit Anfang xo zur Zeit to. Wenn x' = (a/,0') — U eine
andere Liosung mit Anfang xo zur Zeit to ist, dann x(t) = x/'(t) fir alle t im Intervall
(a,b) N (a', V). O
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Aufgabe 3.6. Es sei x : (a,b) — Q eine Ldsung mit Anfang xo zur Zeit to. Es seien
ty € (a,b) und x" : (a',0') — Q eine Losung mit Anfang x(t1) zur Zeit 0. Zeigen Sie, dass
es eine Losung X" : (a,b) U (@' +t1,b' +t1) — Q mit Anfang xo zur Zeit ty existiert.

Losung. Wir definieren

X'(t—t) Vte(ad+t,b+1).

) - { x(f) V1€ (ab),

Die Kurve x” ist wohl definiert, wenn die zwei Definitionen iiber die Schnittmenge (a, b) N
(a'+t1,V +t1) tibereinstimmen. Da 0 € (o', V') ist, folgt t1 € (a'+¢1, 0 +1t1) und X' (¢, —t1) =
x'(0) = x(t1). Dat — x(t) und t — x'(t —t;) beide Losungen mit gleichem Anfang zur Zeit
t1 sind, leiten wir aus Satz[3.5|her, dass x'(t—t;) = x(¢) fiir alle t € (a,b)N(a'+t1,0'+t1). O

Satz 3.7 (Maximale Losungen sind eindeutig). Fir alle xo € Q existiert eindeutig eine
mazimale Lisung Xx, @ Ix, — R von mit Anfang xo zur Zeit 0, wobei Iy, C R ein
offenes (maglicherweise auf einer oder beiden Seiten unendliches) Intervall ist. Das heifit,
dass I C Iy, fir alle Losungen x : I — ) der obigen DG mit Anfang xo zur Zeit 0 gilt. [

Aufgabe 3.8. Bestimmen Sie die mazimale Lisung von @ = 1 + x* mit Anfang einem
beliebigen xy € R. Was ist I,,?

Wann ist dann I, endlich oder unendlich? Die folgenden zwei Sétze geben eine Antwort
zu dieser Frage.

Satz 3.9 (Losungen von endlicher Lebensdauer verlassen jede kompakte Menge). Es sei
angenommen, dass sup Iy, < +00. Dann, fir alle kompakten Teilmengen K von ) gibt es
ti € Iy, S0, dass Xx,(t) ¢ K fir alle t € (tg,sup Ix,). Fine dhnliche Aussage gilt, wenn
inf I, > —00. [

Satz 3.10 (Minimale Zeit fiir das Verlassen eines Balls). Es sei angenommen, dass der
abgeschlossene Ball Ba(xo) mat Mittelpunkt xq € € und Radius a > 0 in ) enthalten ist.
Dann gilt

a
max V()] <

xEBa(x0)

Lo D [-0,8, &§:= 0, +od].

Beweis. Wenn Xy, (t) € By(xo) fiir alle t € I, N[0, 4+00) dann [0, +00) C I, nach Satz
(3.9). Es sei dann angenommen, dass
T :=inf {t € Iy N[0, +00) | Xx,(t) & Ba(x0)} € Ix, N (0, +00).

Dann [X,, (T) —Xo| = a und x,,(t) € B,(xo) fiir jede t € [0, T]. Nach dem Fundamentalsatz

der Integralrechnung folgt
T T T
/0 )’(xo(t)dt'gfo yxxo(t)\dt:/o |V (xx, (1)) |dt

<T max |V(x)|. O

X€Ba(x0)

a= ‘XXO(T) - XXO(O)’ =

11



3.1.2 Invariante Mengen

Von zentraler Bedeutung in der Unstersuchung von einer Differentialgleichung sind ihre
invarianten Mengen.

Definition 3.11. Wir sagen, dass M C () eine invariante Menge fiir die Differentialglei-
chung x = V(x) ist, wenn x,(t) € M fiir alle xo € M und alle t € I, gilt.

Satz 3.12. FEs sei M eine invariante Menge fiir x = V(x). Die folgenden zwei Aussagen
sind dquivalent:

(Z) Vxg € M, [Xo =R, (ZZ) A6y > 0, Vxg € M, Ixo D) (—5]\/[,5]\/[)

Beweis. Wir zeigen durch Widerspruch, dass (i) eine Folgerung von (i) ist. Es sei dann
angenommen, dass es Xo € M existiert mit sup Iy, < +oo (der Fall inf I, > —oo ist
dhnlich). Es sei t; € I, mit

t1 > sup Iy, — O
und setze man X; := Xy, (t1). Wir wenden Aufgabe mit X = Xy, und X’ = X, an und
gewinnen eine Losung x” : I, U (I, + t1) —  mit Anfang xq zur Zeit 0. Da M invariant
ist, folgt es, dass x; € M und daher

Is, +t1 D [=0n + t1, 00r + ]

Aber 6y + t; > sup Iy, impliziert, dass sup (IXO U (Ix, + tl)) > sup Iy,. Diese letzte Un-
gleichung widerspricht die Maximalitdt von X, . ]

Definition 3.13. Eine Vektorfunktion f : Q — R? heifit erstes Integral (oder Konstante
der Bewegung), wenn fiir alle Integralkurven x : I — €2 von V die folgende Gleichung gilt:
d(f o x)
dt
Das heifit, dass f konstant entlang der Integralkurven von V ist oder auch dass die Menge
f~1(y) C Q invariant fiir alle y € R? ist.

Satz 3.14. Fine Vektorfunktion £ : Q — RY ist ein erstes Integral fir V : Q@ — R? genau
dann, wenn

(H)=0, Vtel (3.3)

dif - V(x) =0, Vx e . (3.4)
Wenn £ = (fi1,..., for) ldsst sich diese Bedingung als
(grad f;(x), V(x)) = 0, VxeQ, i=1,...,d. (3.5)

schreiben.

Beweis. Nach der Kettenregel und die Gleichung x = V(x) ist die Bedingung gleich-
bedeutend mit (grad f(x(t)), V(x(¢))) = 0 fiir alle t € I. Da fiir alle x, € €2 gibt es eine
Losung von x = V(x), die durch x, lduft, die dquivalenz zwischen ({3.3) und (3.4)) folgt. O

Aufgabe 3.15. Es sei V : R? — R? definiert als V(x,y) = (—y, ). Skizzieren Sie das
Vektorfeld V. Besitzt das Vektorfeld ein erstes Integral? Schreiben Sie eine explizite Losung
mit beliebigem Anfang in der komplexen Notation.

12



3.2 Gleichungen zweiter Ordnung

Definition 3.16. Es sei Z C R* eine offene Menge des R*, M € S(k) eine positiv definite
symmetrische Matrix, die wir Trdgheit nennen, und F : Z x RF — R* eine Vektorfunktion,
die wir Kraft nennen. Eine Kurve r : (a,b) — Z ist eine Losung der Differentialgleichung

M- i = F(r, i), (3.6)

wenn ©(t) = F(r(t),#(¢)) fir alle ¢t € (a,b) gilt. In diesem Fall sagen wir auch, dass die
Konfiguration r sich unter die Kraft F bewegt. Wenn M = ml}, fiir m > 0, dann modelliert
die Gleichung der Bewegung des Korpers r mit Masse m unter der Kraft F.

Es seien nun (ry, vo) € ZxR* und ¢, € (a,b) gegeben. Wenn 0 € I und r(0) = ro, #(0) =
v zusétzlich gelten, sagen wir, dass r Anfangspunkt ro € Z und Anfangstangentenvektor
vy € R¥ zur Zeit t, besitzt.

Satz* (Transformationsregel fiir Kriifte). Es sei Z C R* offen, F : # x R¥ — R* eine
Vektorfunktion und R : #' — # eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass dyR : RF — R¥
fiir alle ¥’ € #' invertierbar ist. Es sei dann F' : %' x RF — R* die Vektorfunktion

P, v) i (dr/R)_l - (F R(), &R -V) — 2RV, v/]>, (3.7)

wobei die i-te Koordinate von d2R[V',v'] € R* die Zahl

k

2R
RV, V] = Z;;I;T vy
j =1 ¢

ist. Wenn eine Konfiguration v’ : I — %' sich unter der Kraft F' (mit Anfang (rf, v(}) €
R' x R¥) bewegt, bewegt sich dann die Konfiguration v := Ror' : [ — % unter der Kraft
F (mit Anfang (R(r(),dy R - v() € Z x R¥).

Aufgabe*. Es sei p: Rt x R — R2 die Polarkoordinatenabbildung, die in Aufgabe
eingefiihrt wurde. Schreiben Sie die transformierte Kraft fir die folgenden Krifte auf R

z, i-z.

Aufgabe 3.17. Es seir : (a,b) — Z eine Lisung von M -t = F(r), also die Kraft F
hingt nicht von t ab. Fir jede ty € R betrachte man die Kurven v’ : (a + to,b + to) — %
und v’ : (—a+to, —b+to) = #, die als v'(t) = r(t — to) und v"(t) = r(—t — to) definiert
sind. Zeigen Sie, dass auch v’ und r” sich unter der Kraft F bewegen.

Satz 3.18. Fine Konfigurationr : I — % bewegt sich unter der Kraft F genau dann, wenn
x:=(r,1): [ = Q:=% x R*, eine Integralkurve des folgenden Vektorfelds ist:

. k k ry A%
V:Q— R¥ xR", V(v)_(M_l-F(r,v)) V(r,v) € Q.

13



Beweis. Es sei (r,v) : I — § eine Kurve. Die Gleichung (¥, v) = V(r, v) kann man als ein
System = v, v. = M~! . F(r,v) umschreiben. Dieses System ist fiquivalent zum System
v=r, M -#¥=F(r, i), wie gewiinscht. ]

Mit Hilfe von Satz kann man die Resultate aus den Sétzen [3.5] 3.9 und

die Definition von ersten Integralen zu den Gleichungen zweiter Ordnung entsprechend
anpassen.
Aufgabe 3.19. Finden Sie alle mazimale Lisungen der Gleichung 7 = %1’”3, r € R. Zei-
gen Sie, dass sup I, v < +00, falls (ro,v0) € R x RT. In diesem Fall finden Sie eine
kompakte Menge K ;v C R und eine Folge t; — sup I(yy vy, 50dass r(gu0)(ti) € Krgug)-
Wiederspricht dieses Beispiel Satz |3.9? Was ist der Limes der Folge 7(ny ) (ti) ?
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4 Konservative Krafte und zentrale Krafte
26.4.

Wir fithren nun eine besondere Klasse von Kréiften F, die ein erstes Integral besitzen, das
ein besseres Verhalten der Losungskurven von M - ¥ = F(r, ) garantiert.

4.1 Konservative Kriafte

Definition 4.1. Eine Kraft F : Z x R¥ — R* heifit konservativ, wenn
F(r,v) = A(r,v) v —grad U(r), (4.1)

wobei U : # — R eine Funktion, das sogenannte Potential, und A : Z x R¥ — A(k)
ein Feld von antisymmetrischen Matrizen sind. Die Energiefunktion £ : 2 x R¥ — R ist
definiert als

1
E(r,v) = §|V]i/[ + U(r).

Aufgabe 4.2. FEs sei F : # x R — R* eine konservative Kraft. Es seiry ein Punkt in %
und r : R — % eine konstante Kurve r(t) = ro. Finden Sie hinreichende und notwendige
Bedingungen auf ro, so dass r eine Losung von M -t = F(r, 1) ist.

Satz 4.3. Wenn F : Z x RF — RF eine konservative Kraft ist, ist dann die zugehérige
Energiefunktion ein erstes Integral fiir die Gleichung M -t = F(r,1).

Beweis. Wir rechnen

grad E(r,v) = (grifl[ U‘Er)) .
Dabher,
grad E(r,v), 1 ‘V = (grad U(r),v) + (M- v,M ™' (A(r,v) - v — grad U(r)) )
M- F(r,v)

= (v,A(r,v)-v)

und der letzte Term verschwindet, denn A(r,v) ist antisymmetrisch. Die Aussage folgt

jetzt aus Satz |3.14] [

Fiir konservative Kriifte sind dann die Niveaumenge E~'(h) invariant fiir jede h € R.
Genauere Informationen gewinnen wir, wenn wir die sogenannten Hillsregionen betrachten.
Die sind definiert als

Ush.={reQ|U()<h}, heR.

Satz 4.4. Es seien F eine konservative Kraft und (ro,vo) € Z x R*. Es gilt

Try,vo (t) € USE(rO’VO), Vit e I(r07VO)'

15



Insbesondere, wenn h € R und US" eine zusammenhingende Komponente von US" ist, ist
(U" x R*) N E~'(h)

eine invariante Menge.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus E(ro,vo) = 3|vol3s + U(re) > U(ry). Es sei nun

(ro,vo) € (Us" xR¥) N E~!(h) und betrachte man die maximale LESung (v vo) : L(ro.vo) —

Z. Fiir alle t € Iirg vy 8ilt E(T(rgvo)(t): T(rovo)(t)) = h und die erste Aussage impliziert da-

her T vy vo) () € US. Fiir alle T € Iy, vy) verbindet dann die Kurve t — r(y, vq)(t), t € [0, 7]

den Punkt ro mit dem Punkt r(y,v,)(7") innerhalb U <h_ Es folgt daraus, dass I (ro,vo) (1) €
U=h wie gewiinscht. O

Aufgabe 4.5. Beschreiben Sie in Abhdngigkeit von h die Hillsregionen fiir die folgenden
auf R? definierten Funktionen:

Ulr)=(ur), ues’, Ur=a*+y’  Ul)=-2—y" Ulr)=2"-4"

Die Existenz der Energiefunktion impliziert die folgenden zwei verbesserten Versionen
der Sétze und [3.10, Insbesonder sollte man den ersten Satz hier unten mit Aufgabe
3.19 verglichen werden.

Satz 4.6. Es sei Ty vy : L(rgve) — Z die mazimale Lisung von mit Anfang ro und
Anfangtangentenvektor vo. Es sei angenommen, dass sup Iy, vy, < +oo. Dann, fiir alle
kompakten Teilmengen K von % existiert tg € Iivyv,) 50, dass Tyve)(t) ¢ K fir alle
t € (ti,sup Iwyvy)). Bine dhnliche Aussage gilt, wenn inf Iy, v ) > —o0.

Beweis. Wir setzen h := E(rg, vy) und fiir jede kompakte Menge K C % definieren wir
K' = (K x R*Yn E~(h).

Wir zeigen, dass auch K’ C R¥ x R* kompakt ist. Es reicht zu beweisen, dass K’ abge-
schlossen und beschrinkt ist. Die Menge K’ ist abgeschlossen, weil K x R*¥ und E~1(h)
abgeschlossen sind. Zu zeigen, dass auch beschréankt ist, finden wir positive Konstanten
C4,Cy, sodass, wenn (r,v) € K’ dann r < C} und |v|y < Cs. Da nach Voraussetzung
r € K gilt, ist die Existenz von C} unmittelbar. Nach der Definition von E bekommen wir

Vine = V200 = U(x)) < 2(h —minU) = Cs.

Nach Satz[3.9) gibt es eine Zeit txr € Ly ve) Mit (Tirgvo)(t), Frove)(t)) ¢ K’ fiir alle Zeiten
t € (trr,Sup Lirgwe))- Da (Tirgve) (t)s Tirowo) (t)) € E7H(R) folgt, dass Ty, vy (t) ¢ K. Wir
konnen tg := tx nehmen und der Satz ist bewiesen. O
Satz 4.7. Es sei (rg,vo) € Z x RE mit h := E(rg,vo). Wir nehmen an, dass der abge-
schlossene Ball Ba(ro) mit Mittelpunkt ro € Q0 und Radius a in X enthalten ist. Wenn Apm
der kleinste Figenwert von M ist, gilt

Legwo) D [0, ], § = ,/AM

16

min U
Ba (ro)



Beweis. Wenn Ty, v,)(t) € Ba(ro) fiir alle t € Iy, v,) N [0, +00) dann [0, +00) C Iirgve)
nach dem Satz (4.6)). Es sei dann angenommen, dass

T := inf {t € [(,.07‘,0) N [O, +OO) | I‘(rO,VO)(t) ¢ Ba(ro)} € [(1'07V0) N (0, +OO).

Dann [ty ve) (1) — To| = a und T(yyv,)(t) € Ba(ro) fiir jede ¢ € [0, 7). Nach dem Funda-
mentalsatz der Integralrechnung folgt
T
/O f(m,vo)(t)dt‘

VM = VAT vo) (T) = Tieovo) (0)] =v/Ant
T
S/ \/mu(ro,vo)(t”dt
0T
S/O |7 (ro,vo) (1) [madE

= [ Va = U
<T\/_\/h— min U(r). .

reBa (ro)

Wir lassen nun fiir wenige Augenblicke die Welt der konservativen Kréfte und fokussie-
ren uns auf eine Klasse von Kréften, die uns helfen, das keplersche Problem zu 16sen.

4.2 Zentralkrafte
Wir betrachten die Trigheit M = mIs und eine Kraft F : R? — R? der Art

F(r) = —f(r)-r,

wobei f : R3 — R eine Funktion ist. Also, die Kraft F ist entlang der Verbindungslinie
zwischen 0 und dem Kérper im Punkt r gerichtet. Um die Notation zu vereinfachen, nehmen
wir an, dass m = 1. In diesem Fall wird die Gleichung ¥ = F(r).

Definition 4.8. Der Drehimpuls um 0 ist die Vektorfunktion
c:R® xR c(r,v) =r xv.

Wenn r : [ — R3 eine Kurve ist, ldsst sich ihr Drehimpuls auf folgender Weise schreiben:
c(t) =c(r(t),r(t)) =r(t) x (t).

Aufgabe 4.9. Nach Satz konnen wir ein Koordinatensystem so wdihlen, dass Es sei
t — r(t) = (z(t),y(t),0) eine Kurve, die in der Ebene {z = 0} enthalten ist und seien
t— (r(t),0(t)) die Polarkoordinaten fir die Kurve t — (z(t),y(t)). Es gilt die Formel

= (0,0,7%0).

17



Satz 4.10. Es sei (r,v) ein Element von RS x R3. Es gilt
2
2

(i) (er) =0, (i) v={(v,BVb+—xb (i) v :(v,f)2+%.

RllNe)

Insbesondere, wenn ¢ # 0 und i die Drehung um neunzig Graden in der Ebene senkrecht
zu ¢ ist, dann gilt
CcC = <i - I, V>. (42)

Es sei nunt: I — R? eine Kurve und setze man v :=t. Dann

CXr
2

() #=(v,E), (v) T=

,

Beweis. Da r x v senkrecht zu r und v ist, folgt es, dass (c,r) = 0. Die Formel (i7) ist

klar, wenn r und v parallel sind. Falls sie nicht parallel sind, bilden t, ¢, ¢ X T eine positive
orthonormale Basis des R3. Wir berechnen die Koeffizienten von v in dieser Basis

(v,e) =0, (v,éxP) :$<v,(rxv) 1) = $<rxv,rxv> :; (4.3)

Die Formel (ii7) folgt nun unmittelbar aus (iz), weil  und ¢ x . Wenn ¢ # 0 haben wir
¢ XT=1i-1,sodass (4.2) aus (4.3)) folgt. Fiir (iv) berechnen wir

1 1d 1d ., 2

(v,1) = ;<T71“> = §E<r7r> = QET = 9r

Formel (v) folgt aus (i7) und (iv):

=7.

CXT 7rr—rr d (r) N
= = — :I'.
72 r2 dt

Aufgabe 4.11. Es seir: [ — R3 eine Kurve mit ¢(t) = 0 fiir allet € I. Dann

. LA
F= (57— —
7n3

Satz 4.12. Der Drehimpuls c ist ein erstes Integral fir i = F(r), wenn F zentral ist.
Auflerdem, wenn eine Lésung r einen Drehimpuls ¢ # 0 besitzt, liegt dann r auf der
orientierten Ebene o, := {s € R? | (s, c) = 0}, wobei die Orientierung durch den Vektor c
gegeben ist. Wenn r einen Drehimpuls ¢ = 0 besitzt, liegt v auf einer Halbgerade mit Anfang
in 0. Das heifit, dass es ug € S* gibt mit der Eigenschaft v = rug und 7 = — f(ruy).

Beweis. Wir benutzen Satz B.14}

r

r.

dv)C- (szr)) =vxv+rxF(r)=0—f(r)r xr=0.

Es sei nun ¢ +— r(t) eine Losung von ¥ = F(r) mit c(f) = co. Wenn ¢y # 0, gehort r
i

zur Ebene a, nach Satz (i). Wenn ¢y = 0, haben wir r = 0 nach Satz L (iii). Also
T =ug € S?, wie gewiinscht. O
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Satz 4.13 (Zweites keplersches Gesetz). Es seir eine Lisung von ¥ = F(r), wobei F eine
Zentralkraft ist. Der Vektor r tberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléiche.

Beweis. Die Aussage ist klar, wenn ¢ = 0. Wenn ¢ # 0, wahlen wir ein Koordinatensystem
so, dass ¢ = (0,0,¢) mit ¢ > 0. Dann r = (z,y,0) und ¢ = 20. Insbesondere ist 6 eine
monoton wachsende Funktion der Zeit t. Es seien t; < ty beliebig mit 6(t2) — 0(t1) < 27
und man definiere €, +, = {sr(t) | s € [0,1], t € [t1,?s]}. Nach dem Satz [2.3| gilt

1 [ c
Area(§d, +,) = 5/ cdt = 3 (ty —t1).
t1

Also, der Flécheinhalt von €2, ;,, héngt von ¢; oder ¢, nur durch ihre Differenz ab. O
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5 Konservative zentrale Krifte
3.5.

5.1 Klassifizierung

Satz 5.1. Eine Zentralkraft ist konservativ genau dann, wenn f nur von dem Abstand r
von 0 abhdngt. Das heifst, dass es eine Funktion f:RT = R mit f= f or gibt. In diesem
Fall lisst sich auch das Potential U : R3 — R als U = Uor schretben, wobei die Funktion
U:RT — R durch die Gleichung

v .

dr =/
bis auf einer additiven Konstante bestimmt wird.

Beweis. Es sei angenommen, dass F = —grad U. Dann die Rotation von F verschwindet
0=rotF = —rot(f(r)f') = —grad f x r — f(r)rott = —grad f x 1,

wo wir benutzt haben, dass die Rotation von r verschwindet, weil ¥ = gradr. Es folgt
daraus, dass grad f parallel zum r ist. Es seien nun rg, r; zwei Punkte in R mit brg = bry.
Es existiert dann eine Kurve r : [0,1] — {r = 7o} mit r(0) = ro und r(1) = r;. Wir
leiten die Gleichung (r(¢),r(t)) = rZ nach ¢ ab und bekommen (r,r) = 0. Nach dem
Fundamentalsatz der Integralrechnung

s = flw) = X2 = [ qgnad i), 5003t = 0

denn grad f parallel zu r ist. i

Es sei umgekehrt angenommen, dass f = f or und es sei U definiert durch ‘Cii—(r] = f.
Dann

~ . dU
F:—(for)r:—(Eor>gradr——grad(Uor) O

Aufgabe 5.2. Es sei F : R — R? cine konservative Zentralkraft und Q € O(3) eine
orthogonale Matriz. Zeigen Sie, dass v : I — R3 eine Lisung von t = F(r) ist, genau
dann wenn Q -r : [ — R3, eine Lisung von ¥ = F(r) ist.

Explizite Losungen von ¥ = F(r), wobei F eine konservative Zentralkraft ist, sind nur
fiir wenige Potentiale U : Rt — R bekannt. Einer der beriihmten Fillen ist der Folgende.

Beispiel 5.3 (Der isotrope harmonische Oszillator). Es sei U(r) = tw?r?, wobei w > 0.

2
In diesem Fall lautet die Gleichung # = F(r)
i = —w’r,

sodass die rechte Seite auf dem ganzen R? glatt ist (keine Singularitit in 0). Wir suchen
nach Losungen, die in der zy-Ebene definiert sind. Also sind Funktionen z und y zu finden,
die die Gleichungen



erfiillen. Eine Losung mit beliebigen Anfangspunkt (z(0), y(0)) = (x¢, yo) und Anfangstan-
gentenvektor (2(0),y(0)) = (v¥,vg) ist durch die Formeln

v vy .
x(t) = zg coswt + — sinwt, y(t) = yo coswt + — sin wt
w w

gegeben. Insbesondere sind die maximalen Losungen fiir alle reellen Zeiten definiert und
besitzen eine Periode 27/w, die daher unabhéngig von den Anfangswerten ist. Aus der
Periodizitiit folgt, dass es ein ty € R gibt, wo t — x%(t) + y?(¢) ihr Maximum erhilt. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit, kann man t, = 0 und (xg,y9) = (a,0), wobei a > 0,
annehmen. Nach der Definition von ¢, stehen (zg,yo) und (v, v§) senkrecht zueinander.
Daher (v¥,vf) = (0,bw) mit b € R. Bis auf der Umparametrisierung ¢ — —t haben wir
b > 0. Die obigen Gleichung nehmen daher eine einfachere Gestalt

(20 = (smet).

Die Kurve (x,y) parametrisiert eine Ellipse mit Mittelpunkt in 0 und Halbachsen a und b
gegen den Uhrzeigersinn.

Aufgabe 5.4. Es sei r eine Lisung von ¥ = —w?r mit Energie h > 0 und Drehimpuls

(0,0,¢) mit ¢ € R. Zeigen Sie, dass h > w|c| und dass die Halbachsen der Ellipse durch
die Formel ]
5 (VA eld £ Vi —wld)

V2w

gegeben sind.

5.2 Reduzierung zu einer Dimension

Satz 5.5. Es seir: I — R3 eine Lisung von ¥ = —f(r)t in der Ebene {z = 0}, so dass
c = (0,0,¢), fir c € R. Wenn (r,0) die Polarkoordinaten von r sind und das effektive

Potential U, : R™ — R als
2

~ cC ~
Ud(r) := ot U(r)
definiert wird, gilt .
dU.
F=— (r)
dr (5.1)
. cC

Insbesondere, bewegt sich r unter einer konservativen Kraft mit entsprechender Energie
E.: Rt xR = R und es gilt E,(r,7) = E(r,t).
Beweis. Die zweite Gleichung in folgt aus Aufgabe 4.9, Fiir die erste Gleichung kann
man entweder Aufgabe benutzen oder wie folgendes argumentieren. Man berechne nach
Satz [4.10] (iii)

c? - 1

B(r.) = 5 (4 5) + () = 5%+ 0.(r) = Bu(r,v).



Da E ein erstes Integral ist, liefert das Ableiten nach t der obigen Gleichung

ozf@+i?)

r

Wenn #(ty) + dgc (r(to)) # 0 fur irgendwelche ¢, € I gelten wiirde, gébe es ein offenes

Intervall J C I mit ¢ty € J und 7(t) = 0, fiir alle ¢ € J. Insbesondere, dgf (r(t)) # 0, denn

#(t) = 0. Aulerdem, r(¢) = 7o und wir kénnen zweimal die Identitét (r(¢),r(¢)) = r2 nach
t ableiten und bekommen

0= (#,r) + (r,1).

Wir setzen die Gleichung # = — f(r)# und die Formel in Satz m.(iii) ein und finden den
Widerspruch

. c? du,

0= t)) — =—(r(t)). O]

fr(e) - 1 = G )
Aufgabe 5.6. Es sei F eine konservative Zentralkraft und ro € RT. Es existiert eine
Losung r von ¥ = F(r), die sich in einem Kreis um 0 mit Radius ro bewegt, genau dann,

wenn f(ro) < 0. In diesem Fall ist die Winkelgeschwindigkeit konstant und die Periode
lautet

To
T(T’O) =27 = .
f(ro)
Satz*. Es sei F eine konservative Zentralkraft undr : I — R3 eine Lisung von ¥ = —F(r)

in der Ebene {z =0} mit c = (0,0,¢) und ¢ #0. Wenn t:J — I die Inversefunktion von
0: 1 — R ist, definieren wir

1
(¢)

:J = RY 0) =
s:J —RT, s(0) mr
Wenn U, : R* — R gegeben durch (j'c(s) =152+ c%f](l/s) ist, haben wir

. Yoel

~—

d’s _dﬁ (s)
dez ds
Insbesondere bewegt sich s unter einer konservativen Kraft mit entsprechender Energie
~ ~ 2 ~
E.:R" xR >R, zug%pig+m@y

Es gilt E.(s, ds) = C%E’C(r, 7).

Eine Losung r : I — R™ der ersten Gleichung in stellt die Bewegung einer Punkt-
masse in R* unter einer konservativen Kraft dar. Wenn eine solche Lésung gegeben ist,
gewinnen wir die einzige Losung 0y, : I — R der zweiten Gleichung mit Anfang 6y zur Zeit

tg € I durch Integrierung

t
1
ego(t)—60+0/ de, Vtel.

to

Daher studieren wir jetzt genauer konservative Krifte auf RT.
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5.3 Konservative Krifte auf R™: maximale Lésungen
Es sei nun U : Rt — R und betrachten wir die Gleichung

, dU
P= —E(T).

In diesem Fall sind die Niveaumengen EF~'(h) in RT x R enthalten und man kann ein
qualitatives Verstdndnis der Geometrie der Bahnen vom Skizzieren dieser Mengen schon
gewinnen, denn sie invariant sind.

Aufgabe*. Skizzieren Sie die Mengen E~1(h) fiir die Potentiale

1 6 1 1 1
Ul(r):§7°2+117’—610g7’+;, UQ(r):ﬁ—;, Ug(r):—'f’—;

Hiweis: zeichnen Sie den Graph des Potentiales, indem Sie seine Ableitung berechnen.

Was die Dynamik angeht stellen wir hier unten drei Resultate vor. Das erste gibt uns
eine Bedingung, fiir die alle die maximalen Losungen fiir alle reellen Zeiten definiert sind.

Satz 5.7. Es sei angenommen, dass

(i) limsupU(r) = +oo

r—0

und man nehme (ri,v1) € RT x R. Die Bahn 1, .,y ist nach unten von einer positiven
Zahl beschrdankt. Wenn zusdtzlich

(1) liminf Utr) > —00

r—++oo T

gilt, haben wir I, .,y = R. Wenn statt (i1), die Bedingung

(17) limsup U(r) = +o0

r—-+00

zusammen mit (i) gilt, ist v(,, »,) nach oben von einer positiven Zahl beschrdnkt und daher
folgt I, v,y = R auch in diesem Fall.

Beweis. Es sei zuerst nur die Bedingung (i) angenommen. Dann gilt

Rt xR= | J  ([ro,+o0) x R) N E~'(h).

heR, T0¢U§h

Das ist klar, denn fir jedes (ry,v1) € Rt x R mit h := E(ry,v;) gibt es ein ry € (0, ;) mit
U(ro) > h, also rg ¢ U=". AuBerdem ist jede Menge ([ro, +00) x R) NE~!(h) invariant. Um
solche Aussage zu beweisen, nehmen wir (r1,v1) € ([ro, +00) x R) N E~*(h) und es sei U="
die zusammenhiingende Komponente von US"_ die r; enthélt. Wir haben U=" C [rq, +00),
denn ry ¢ US". Die Aussage folgt dann aus Satz . Es sei nun die Bedingung (ii) zusétzlich
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angenommen. Um die gewiinschte Behauptung zu beweisen, bleibt es wegen des Satzes
nur zu zeigen, dass es fiir alle (rg,h) € R™ x R ein 6,,, > 0 gibt mit

[(T1,v1) D) (_5(r0,h)7(5(r0,h)) V(rl,vl) € ([7’0, —i—OO) X R) N E_l(h).
Nach (ii) gibt es C(y,,) > 0 mit
U(r)—h

3 > _C(’r‘o,h)7 Vr € [400).

r

Es sei nun (ry,v1) € (r1,v1) € ([ro, +00) x R) N E~!(k). Wir haben, dass

BTI,TO/Q(H) C [ro/2,2r]
und aus der obigen Ungleichung folgt
h—U(r) < 4Cqomrs, V1 € Byy—ry2(r1).
Nach Satz (4.7)) wissen wir, dass I(;, .,y D [—0, 0], wobei
1 —10/2 - r—1r1/2 1

ﬁ\/h —  min )U B \/5\/ 4C (g7 - 4\/50(7‘07}1)'

Brl 77”0/2(7‘1

0=

Also die Behauptung ist bewiesen mit 6, 1) := (4v2C(o.n)) -
Es sei nun die Bedingung (i7i) statt (i7) angenommen. Wie im ersten Teil des Beweises
folgt es, dass
R xR= | J ((0,r2] xR)NE~"(h)
heR, ragUsh
und jede Menge in der Vereinigung ist invariant. Das impliziert, dass alle die Bahnen
T(r,0) auch beschrinkt von oben sind. Die Gleichung I, ,,) ist nun eine Folgerung von

Satz [4.6] O

Folgerung 5.8. Es sei F eine konservative Zentralkraft mit Potential U : Rt — R. Es sei
angenommen, dass
(i)' limsupr2U(r) > 0
r—0
und man nehme (r1,vy) € R3 xR mit ¢ # 0 und zugehdrender mazimaler Lisung Ty, v,).-
Dann ist |v(, v,)| nach unten von einer positiven Zahl beschrinkt. Wenn zusdtzlich

U(r)

(it)" liminf > —00.
r—+400 T

gilt, haben wir I, v,y = R. Wenn statt (i)', die Bedingung

(#33) limsup U(r) = 400

r—-+00

zusammen mit (i) gilt, ist vz, v,)| nach oben von einer positiven Zahl beschrinkt und daher
folgt Irx, v,y = R auch in diesem Fall.
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Beweis. Die Behauptungen folgen aus Satz 5.7, wenn wir zeigen, dass (i)', (#)" und (i)’
jeweils (), (i1) und (i4i) fiir das effektive Potential U.(r) = % + U(r) implizieren. Die
Bedingungen (ii) und (7i7) sind klar, weil

2
c
-}
r o0 212
Nach (i)’ existiert eine Folge (r;) C€ R mit r; — 0 und 72U (r;) > —1c2. Das impliziert
N . A4 2r2U(ry) . A=c2)2
Jm Uelri) = lim —— == 2> lim — 55— = +oo,
so dass limsup, o Ue(r) = +0c. O

Aufgabe 5.9. FEs sei § € R und Ug,ﬁﬁ_ : RY — R die Funktionen Ugf(r) = 7% und
UB_ (r) = —rP. Bestimmen Sie hinreichende Bedingungen fiir 3, so dass alle die maxima-

len Lisungen der entsprechenden Gleichung ¥ = Fy(r) (bzw. ¥ = F5(r)) fir alle Zeiten
definiert sind. Sind die von Ihnen bestimmten Bedingungen auch notwendig?
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6 Dynamik auf R": unbeschrinkte Bahnen
7.5.

Unser zweites und drittes Resultat beschreiben die Dynamik fiir Werte der Energie, die
eine gewissene Regularitdtsbedingung erfiillen. Wir brauchen erstmal einen Hilfsatz.

Hilfsatz 6.1. Es sei U : Rt — R, h € R und [po, p1] C RT mit der Eigenschaft
U(r) < h, Vr e [po, p1]-

Es sei vy die einzige positive Zahl mit E(po,vo) = h und (5 v0) * L(po,00) = R* die entspre-
chende mazimale Losung. Dann gibt es 7 > 0 mit 7(50.00)(T) = p1 und 7(p00)(t) > 0 fiir
alle t € [0, 7].

Bewers. Nach der Voraussetzung gibt es € > 0 mit

T(po’vo)(t) c [po,pl] — ?'”(p07v0)<7f) > €, Vit e [(po,vo) (6.1)

Es sei nun 1" := sup I, v,). Wir nehmen per Widerspruch an, dass 7(,,..,)(t) < p1 fiir alle
t € [0,T). Erstens sehen wir, dass 7(,,,.)(t) > 0 fiir alle ¢ € [0,7"). Wenn das nicht passiert,
gibt es t; € [0,T) mit 75,00 (t1) = 0 und 7°(py,u0)(t1) > 0 fiir alle ¢ € [0, ¢1). Das impliziert die
Bedingung 7 (,,..0)(t1) > po, die die Implikation widerspricht. Also 7(,, v, ist monoton
steigend auf [0,7") und deswegen im kompakten Interval [pg, p1] enthalten. Nach Satz
bekommen wir 1" = +o00. Nach dem Fundamentalsatz der Integralrechnung schéitzen wir

t
T(po,0) (£) = po + / T(po,vo) (8)ds > po + te
0

ab und die rechte Seite ist grofer als p; fiir ¢ grofl genug. O

Wir untersuchen jetzt die Dynamik auf den unbeschréankten Komponenten der Hillsre-
gionen.

Satz 6.2. FEs seien U : Rt - R, h € R und ro € R™ mit den Eigenschaften

dU
o U(r)<h, Vr>rng, o U(ryg) =h, E(TO) < 0. (6.2)
Es seiry, : I,, = RY die mazimale Losung von i = —32(r) mit (r,,(0), 7, (0)) = (ro,0).

Dann haben wir I, = (=T, T) fir irgendwelche T € R* U {400} und
o 1. (t)=r(—t), Vte (-T,T), o 7, (t) >0, Vt e (0,7), ) }irrTlrm(t) = +00.
—

Letztendlich gilt {(r,y(t),7,(t)) | t € (=T, T)} = ([ro, +00) x R) N E~*(h).
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Beweis. Wir setzen 1’ : —I,, — R 7/(t) = r,,(t), fur allet € —I,,,. Dann 7/(0) = r,,(0) =0
und 7(0) = —7,,(—0) = 0. Aus Satz folgt es, dass r,, = " auf I,, N (—1,,). Die

Maximalitdt von r,, impliziert, dass I,, = —1I,,. Also I,, = (=T, T) fiir irgendwelche
T € RT U {+o00}. Da i, (0) = —3Z(ry) > 0 gilt, gibt es ein ¢y > 0 mit 7, (¢) > 0 fiir alle

t € (0,%p]. Es sei nun eine Folge r, — +00. Wir wenden Hilfsatz mit po = 7(y)(to) und
p1 = 1, an und es sei 7 = t;, > 0 die Zahl, die wir daher bekommen. Als r, — +oo wir
sehen, dass t, — 7. Daher ist 7,,(t) > 0 fiir alle ¢ € [ty, T") und limy;_,7 7., (t) = +o0.

Es bleibt die letzte Aussage zu beweisen. Wir sehen, dass (r,v) € ([rg, +00) xR)NE~1(h)
genau dann, wenn r > 7o und v = v/2y/h — U(r) oder v = —/2/h — U(r). Esseit € [0,T)

mit r,,(t) = r. Dann v = 7, (¢), wenn v > 0 ist und v = 7, (—t), wenn v < 0 ist.

O
Aufgabe 6.3. Formulieren Sie einen Satz dhnlich wie Satz [6.2] fir U — R* — R, h € R
und rg € RY unter den Voraussetzungen

du

o U(r)<h, Yr<r, o U(rg) =h, .

(7"0) > 0.
Wir mochten nun die Dynamik beschreiben, wenn die komponente der Hillsregion ein
Intervall ist. Zu diesem Zweck definieren wir erst genauer, was die Periode einer Kurve ist.

Definition 6.4. Es sei M eine Menge und x : R — M eine Funktion. Eine Zahl p € R
heifit Periode von x, wenn

x(t 4+ p) = x(¢), VteR.

Wir definieren die Periodengruppe P(x), als die Menge aller Perioden von x und sagen,
dass x periodisch ist, wenn P(x) # {0}. Es sei nun x periodisch. Wenn x stetig, nicht
konstant und M ein hausdorffscher topologischer Raum ist, heifit das kleinste Element in
P(x) NR* die minimale Periode von x.

Aufgabe*. Es sei M eine Menge und x : R — M eine Funktion. Beweisen Sie, dass P(x)
eine Untergruppe von (R, +) ist und dass entweder P(x) dicht ist oder P(x) = PZ fir
P > 0 gilt. Zeigen Sie weiter, dass, wenn x periodisch ist, dann P(x) = PZ mit P > 0
gilt, falls x stetig, nicht konstant und M ein hausdorffscher topologischer Raum ist.
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7 Dynamik auf R": periodische Bahnen

14.5.
Satz 7.1. Es sei U : Rt — R, h € R und [ro,r1] C R mit den Eigenschaften
o Vre(rgr), Ur)<h, o U(rg)=h=U(r), e %(ro) <0, %(7‘1) > 0. (7.1)
Es seiry, : I,y — R die mazimale Lisung von i = —9L(r) mit r,,(0) = ro und 7, (0) = 0.

Dann I,, = R und es gibt eine positive Zeit T' so, dass
o (T) = 11, T (t) >0, Vt € (0,7).
Auflerdem, fiir alle k € Z und alle t € R gult
Tro () = 1y (t — 2KT), Tro (1) = 10 (—t 4+ 2kT),

sodass die Funktion r,, von threr Einschrinkung auf dem Intervall [0,T] vollstindig be-
stimmt ist. Insbesondere besitzt r,, minimale Periode 2T'. Letztendlich gilt

{(rva(®), () | £ € R} = (Iro,m1] x R) N1 B (B). (72)

Beweis. Die Bahn r,, besitzt Energie E(r,,7,,) = E(r¢,0) = h. Nach Satz liegt 7y,
in der kompakten Menge [rg,r;] und daher gilt I,, = R. Die Funktion 7,, ist monoton
steigend um ¢t = 0, weil 7, (0) = =4 (r,(0)) = —9%(ry) > 0. Deshalb gibt es t; > 0 mit
T (t) fiir alle (0,tg] C P und wir setzen 7y := 1,,(dp). Es sei nun fiir £ > 3 eine monoton
steigende Folge 1 € (rg,ry) mit ry, — r;. Wir wenden Hilfsatz mit pg = ro und p; =1y
an, und bekommen eine entsprechende monoton steigende Folge von Zeiten 7 = t. Wir
definieren T' = limg_, 4 o t. Wir wissen, dass 7, (t) > 0 fiir ¢ € (0,7") und deshalb
}1_{1% T (t) = 11.

Wir nehmen per Widerspruch an, dass T' = +o00. Es existieren s; < r; und € > 0 mit der
Eigenschaft, dass 9 (r) > e fiir alle r € [s1,71]. Es sei § > 0 die einzige Zeit mit r,,(§) = s;.

Dann, 7, (t) = —iif(t) < —e¢, fiir alle ¢t € [§. Wir schitzen ab:

o) = (@) + [ ()7 11y (8) (= B

sodass 7, () < 0 fiir t grofl genug. Dieser Widerspruch gibt 7' < 400 und somit r,,(T") =

Es seien nun r/(t) := r,,(—t) und r"(t) := r,, (27T —1t) fiir t € R. Wir zeigen, dass r,, = 1’
und r = 7”. Die Funktionen " und r” sind beide Loésungen von # = —%. Nach Satz
geniigt es zu merken, dass

T'rg (O) = TT‘O(_O) = T,(O)v Tr (O) =
Tro(T) = 1,,(2T = T) = r"(T), o (T) =
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Wir verketten die zwei Identitaten und finden fiir alle t € R

T'ro (t> = TTO(_t) =Trg (2T - (_t>> =Try (2T + t)v
Try(t) =10y (2T — ) = 10y (—(2T — 1)) = 1o (t — 27).

Aus einer Iteration dieser zwei Gleichungen finden wir r,,(t) = r,,(t — kT") und schlieflich
Tr(t) = 10 (t — ET) = 7,y (kKT — t) fur alle k gerade. Es bleibt nur die letzte Aussage zu
beweisen. Wir sehen, dass (r,v) € ([ro,r1] x R) N E~'(h) genau dann, wenn r € [rg, r{]
und v = v/2y/h — U(r) oder v = —/24/h — U(r). Es sei t € [0,T] mit 7,,(t) = r. Dann

v = Ty (t), wenn v > 0 ist und v = 7,,,(—t), wenn v < 0 ist. O
Aufgabe*. Beweisen Sie, dass unter den Voraussetzungen von Satz die Menge
([7’0,7"1] X R) X Eil(h)

eine glatte geschlossene Kurve ist, indem Sie zeigen, dass grad E(r,v) # 0 fir alle (r,v),
die zu dieser Menge gehdren.

Aufgabe*. Es set U : RT — R, h € R, rg,r1,v9 € RT mit den folgenden Eigenschaften:

dU
o < T, E(To,vo) :h:E(T’hO), 5(7"1) :0, U(T) <h, \V/TG [To,T’l).

Wenn 1,000 Lirowe) = R die mazimale Losung mit Anfang (ro,vo) ist, gilt

sup I(ro,vo) = +00, tlgknoo r(ro,vo)(t) =T

7.1 Anwendung zum Zentralkraftproblem

Folgerung 7.2. Es sei F eine Zentralkraft mit Potential U. Es seien weiter ¢ > 0 und
U.:R* = R das dazugehirende effektive Potential. Wir nehmen h € R und [ro,m1] C RT
so, dass die Bedingungen in von U, erfillt sind. Es sei (Try,0rp00) : R = RT x R
eine Losung von (5.1) mit Energie h € R und r,,(0) = ro, 0(,4,6,)(0) = by. Wir definieren

. c 1 dr

Dann fir alle k € Z und t € R gilt

> 0.

9(r0790)(t) = 2kO + Q(To,go)(t — QkT), 9(,,0790)(@ = 20y + 2kO6 — 9(7"0,90)(—75 + QkT).

Es folgert daraus, dass die Funktion 0., von ihrer Einschrinkung auf dem Intervall
[0, T'] vollstindig bestimmt ist und dass

o Oy 00)(KT) =00+ kO, VEkEe€L, o lim 0,4, (t) = Fo0.

t—+oo
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Es sei nun vy g : R — R% die Lisung von t = F(r), die Polarkoordinaten (1., 0(0.0,))
besitzt. Dann vy, .,) ist periodisch genau dann, wenn es miteinander teilfremde natiirliche
Zahlen a,b € N mit ©/m = a/b existieren. In diesem Fall ist die Periode 2bT .

Letztendlich gleicht {(r(ro7v0)(t),i'(ro,vo)(t)) ! teR, Oy € R} die Menge

{(r,v) eERLXR* | ro<r <ry, E(x,v)=h, (i-1,v)=c}.
Beweis. Aus der zweiten Gleichung in (5.1) und dem vorherigen Satz wissen wir, dass
O(ro.00)(t) = Oro.00) (t — 2KT),  Oro.00)(t) = Opro0)(—t +2KT),  VtER, Yk € Z.
Wir integrieren diese Gleichungen auf [0, ¢] und finden

Bro.00) (1) = 00 + O1rg 60) (t — 2kT) — 0rg.00) (—2KT),

7.3
0(?"0,%)@) =0y — Q(Toﬁo)(_t + 2kT> + 9(T0,90)<2kT>‘ ( )

Fiir t = T bekommen wir

Q(To,eo)(T) - 00 = 0(7”0,90)((_2]{: + 1)T) - 9(r0,90)(_2kT)7
Q(Toﬂo)(T> - 60 = '9(7“0790) (QkT) - 9(7’0,90)((2]{; - 1)T>

Da k € Z beliebig ist, folgt (,,.v0) (K1) = 0o + k((ro,00)(T') — o) fiir alle k € Z. Wir konnen
also ([7.3]) so umschreiben:

Q(roﬁo)(t) = 2]€<¢9(r0’90)<T) — 90) + 9(T0790)<t — 2]{ZT>,
9("'0790)(t) =20 + 2]{3(9(7«0790)(71) — 90) — 9(7»0790)(_{; + 2/£T)

Es bleibt nun zu sehen, dass © = 0(,, 9,)(1") — 6p. Die Einschrénkung von r,, auf [0, 7] hat
eine Umkehrfunktion ¢ : [rg, 1] — [0,7]. Wir rechnen

d(g(roﬂo) o t) 6.)(7‘076’0) _

c 1
dr Fo) ey Jh— Our)

Eine Integrierung der obigen Gleichung auf [rg, 7] liefert die gewiinschte Formel. Da r,,
minimale Periode 27" besitzt, hat r(,, ., Periode p € R genau dann, wenn es teilfremde
natiirliche Zahlen a,b € N mit p = 267 und 0y, 1) (t +201") — 0y 00) (1) = 27a fiir alle t € R
gibt. Da 0y 00)(t + 20T) — O1r.00)(t) = 200 gilt, ist die obige Bedingung gleichbedeutend
mit © = ¢7.

Letztendlich sei es (r,v) € RZ x RZ mit 7o < r < ry, E(r,v) = hund (i-r,v) = c.
Wir nehmen 6 € R so, dass r = ', und erinnern uns daran, dass v = (v,£)f + <i-F und
E(r,v) = E(r, (v, t)). Nach gibt es top € Rund 0y € R mit r,,(tg) = 7, 7, (to) = (v, T)
und 6, g,)(to) = 6. Nach Satz .(ii,iv) haben wir 1, g)(to) = r und ¥, g)(to) = v. O

Satz 7.3 (Bertrand 1873). Es sei F eine konservative Zentralkraft. Wenn alle die be-
schrinkten Bahnen mit ¢ # 0 periodisch sind, besitzt das Potential entweder die Gestalt

U(r) = pr? oder  U(r) = —g, > 0. O
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8 Kegelschnitte
17.5.

In disem Kapitel definieren wir die Kegelschnitte, also die Parabel, die Ellipse und die
Hyperbel.

Es sei a C R? eine Ebene. Es seien eine Gerade ¢ C « und einen Punkt B € a'\ ¢,
gegeben. Die Parabel P mit Brennpunkt B und Leitlinie ¢ ist die Menge der Punkte r € «,
fiir die

|r — B| = Abstand(r, ¢), (8.1)

gilt, wobei Abstand(r,¢) die Linge des Lotes auf ¢ durch r ist. Wir bemerken, dass P in
der zusammenhéingenden Komponente von « \ £ enthalten ist, die auch B enthélt. Wenn r
zur anderen Komponente gehtren wiirde, wiirde die Strecke zwischen B und r die Gerade
¢ schneiden und r kann nicht erfiillen.

Der Punkt P auf der Parabel mit minimalen Abstand von B heifit Periapsis. Wir setzen
d := Abstand(B,¢) = 2|P — B| und e € a N S? fiir den Normalenvektor von ¢, die in die
Halbebene, die P nicht enthilt, gerichtet ist. Also ¢ := {r € a | (r — de,e) = 0} und
Pc{rea| (r—dee) <0}

Es seien zwei Punkte By, By € v und eine positive Zahl a mit |By — By| # 2a. Wir
definieren ¢ := %|B2 — B[ und e := £ > 0. Falls [B; — By| < 2a ist die Ellipse £ mit
Brennpunkten B; und B, und grofler Halbachse a die Menge der Punkte r € «, fiir die die
folgende Gleichung gilt:

lr — By| + |r — By = 2a. (8.2)

Der Punkt M = %(Bl + B5) heiBt Mittelpunkt der Ellipse. Wir setzen A := B; — Bo.
Der Punkt P € £ mit kleinstem Abstand von By heifit Periapsis (beziiglich B,). Es gilt
IP—By=(1-¢€ea=a—c¢, |P-—M|=q, |B,—M|=c
Falls |By — By| > 2a ist der By nidhere Ast ‘H der Hyperbel mit Brennpunkten B; und
B, und reeller Halbachse a die Menge der Punkte r € «, fiir die die folgende Gleichung
gilt:
r — By| — |r — By| = 2a. (8.3)
Der Punkt M := %(Bl + B,) heifit Mittelpunkt der Hyperbel. Wir setzen A := B, — B;.
Der Punkt P € H mit kleinstem Abstand von B; heifit Periapsis (beziiglich B;). Es gilt
IP—-By|=(e—1a=c—a, |P—M|=a, |B; — M| = c Die Asymptote der Hyperbel
sind die zwei Geraden auf o, die durch M laufen und ein Winkel # mit A bilden, wobei
1

cosf = —=.
e

Wir schreiben nun die Gleichung von einem Kegelschnitt in R? mit Brennpunkt in 0.

Satz 8.1. Es sei a eine Ebene mit 0 € «, e ein Punkt in o und d € R™. Die Menge

K(e,d):={reca|r+(er)=d} (8.4)
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definiert einen Kegelschnitt mit Brennpunkt in 0. Wenn e # 0, gilt

K(e,d) = {r € o | r = e-Abstand(r,(), (r—%¢,é) <0}, (:={reca|(r—%eé) =0}.
Wir nennen ¢ die Leitlinie von K (e,d). Auflerdem:

o fiire =1 ist K(e,d) eine Parabel mit Leitlinie { und Brennpunkt B = 0.

o fiir e # 1 ist K(e,d) eine Ellipse mit A := By und 0 = Bs, falls e < 1, und der
zu O ndhere Ast einer Hyperbel mit 0 = By und A = B, falls e > 1. Es gibt eine

Bijektion zwischen (e, d) und (A, a), wobei a # A/2 die grofie (bzw. reelle) Halbachse
des Kegelschnittes ist:

AQ
d d:a‘l——2‘7
4= — 4a
1 —e2|’ A
2d = ——, falls e <1, (8.5)
A=-— e e = 2a
1—e2” A
+—, falls e>1,
2a

Es gilt zusdtzlich eine Bijektion

{(e;a) € axRT |e#1} = {(e,d) € axRT | e #1}, (e,a)+— (e,all—e?|). (8.6)

Wenn e # 0 und f € R der Winkel zwischen der Halbegerade RTe und r ist, lisst sich
K(e,d) in den entsprechenden Polarkoordinaten auf o\ {0} als

K(Q@Z{(r,f)éR*xR ’ TZL}

1+ecosf (87)

schreiben. Falls e > 1 gehért der Winkel f zum Intervall ( — arccos(—e '), arccos(—e™1))
bis auf Vielfachen von 2.

Beweis. Die Aussage ist unmittelbar fiir e = 1, weil die Gleichung (8.1f) zum
r=—(r—de,e) = —(e,r) +d,

wird, wie gewiinscht. Es seien nun A € o« und a € RT. Wenn A < 2a gilt, lautet die
Gleichung (8.2) fiir eine Ellipse mit Brennpunkten 0 und A und grofler Halbachse a

r— A|=2a—r. (8.8)

Wir bemerken, dass [r — A| > r — A > r — 2a. Daher quadrieren wir (8.8)) und bekommen
die dquivalenten Gleichungen

r—AP = (2a—7)* & r?=2(r,A)+A*=4a*—dar+r* & dar+(-2A,r) = 4a* — A%
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Wir teilen die letzte Gleichung durch 4a und bekommen die Formel in mit Hilfe der
Substitution . Wenn A > 2a gilt, lautet die Gleichung mit B; = 0,B; = A und
reeller Halbachse a

r—A|=2a+r. (8.9)

Da beide Seiten positiv sind, quadrieren wir und bekommen die dquivalenten Glei-
chungen

r— AP =Q2a+7r)? & 12=2(r,A)+A*=4a*+4dar +1* & dar+ (2A,r) = A —4a>.

Wir teilen die letzte Gleichung durch 4a und bekommen die Formel in (8.4)) mit Hilfe der
Substitution (8.5]).
Wenn r in « enthalten ist, haben wir d — (e,r) = e(¢ — (r,€)) = —e(r — &, ¢).

Das heifit, dass K (e,d) in der Halbebene enthalten ist, wo (r — 9&, &) negativ ist. Aber

fir r in dieser Halbebene ist » = d — (e,r) dquivalent zu r = e - Abstand(r, (), weil
—(r — %¢,&) = Abstand(r, (). O
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9 Das keplersche Problem
23.5

9.1 Das erste keplersche Gesetz

Es sei p > 0 und betrachte man eine Losung des keplerschen Problems
P =——T. (9.1)

mit Drehimpuls ¢ und Energie h. Die Energie lautet

1
E(r,v) = 5212 — H,
r

so, dass h eine beliebige reelle Zahl sein darf. Aus Satz haben wir zusétzlich fiir ¢ > 0

A /2 12
Y G BN e 02
= eRr \272 (,u) 2c2 (5:2)
und die Gleicheit gilt genau dann, wenn r eine Kreisbahn ist.
Satz liefert auch mit Hilfe von ({9.1])

. CcXr cx,, d<cx>
r = =——XTIT=——(—Xr).
r3 1 dt

Also, gibt es e € R3, den sogenannten Exzentrizititsvektor, mit

P+ xi=—e (9.3)

1
Wenn ¢ = 0, dann & = —e. Also, e = 1 und die Bewegung erfolgt auf der Halbachse —R"e.
Wenn ¢ # 0 ist die Bewegungsebene a, = {x € R? | (x,c) = 0} wohl definiert. Aus der
obigen Gleichung folgt es, dass (e, c) = 0 so, dass sich e auf «, befindet. Wir kennzeichnen
mit i: a, — a, die Drehung um neunzig Graden, wie in der Formel . Die Gleichung

(9.3)) lasst sich als

Pt liob=—e (9.4)
1
schreiben. Diese Vektorgleichung (9.4)) ist d&quivalent zu den folgenden zwei Skalargleichun-
gen. In der ersten nehmen wir das Skalarprodukt beider Seiten mit r:
#r)+ S-br) = —(er) o ¢ (e, )
5 -\t L = —\C r——=—(¢€, ;
1 [

wobei (i-f,r) = —c wegen der Formel (4.2) und der Antisymmetrie von i. Wir bekommen

r+ (e,r)=d, d:= (9.5)

~ =%

Das heifit, dass fiir ¢ # 0 die Kurve r dem Kegelschnitt K (e, d) gehort.
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Satz 9.1 (Erstes keplersche Gesetz). Es seir eine Lisung des keplerschen Problems ((9.1))
mit nicht verschwindendem Drehimpuls. Dann v liuft auf einem Kegelschnitt mit einem
Brennpunkt in 0. ]

Die zweite Skalargleichung bekommen wir, indem wir die Norm von ((9.4) nehmen:
2
\f‘+£i-i‘|2 = & 1+C—202+2£<i-1‘,r> = e’
H M Hr
Da (i-r,r) = —c leiten wir die Identitét
2hc? = pi*(e* — 1). (9.6)

her. Welche Art von Kegelschnitt hingt also aus dem Vorzeichen der Energie ab:

h<0 & e<l,
h=0 < e=1, (9.7)
h>0 < e>1.

Es seien nun die Mengen
M = {(c,h) e R? | c>0, 2¢2h> —/f}, N = {(e,d) e R? ‘ e>0, d> O}
definiert. Es besteht eine Bijektion M — N, die durch und gegeben ist:
i-<
w’ c=/pd,

<— 2 9.8
2he b=t o
ILLZ ) 2d

e=4/1+

sodass die Menge Rt x 0 C M auf die Menge 1 x Rt C N abgebildet wird. Die Menge
N\ (IxR")und N'={(e,a) €R* | >0, e#1, a>0} sind auch in Bijektion nach
(8-6). Die Verkettungsbijektion liefert die folgende Bijektion M \ (R* x 0) — N’

Ju

a=—-—,
2| ¢ =\/pall — e,

oh2 " _ (9.9)
€= 1+77 2a
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10 Die Dynamik des keplerschen Problems
24.5.

Satz 10.1. Es seir : I — R3 eine mazimale Losung von (9.1) mit r(t) = —r(t)e. Es sei
angenommen, dass h > 0. Wenn 7(0) > 0, dann r ist monoton steigend, und

I = (—tg, +00), tgrgor(t) =0, tLigrnoor(t) = 0.

Wenn 7(0) < 0, dann r ist monoton fallend und

I'=(-00,%), limr(t)=0,  lim r(t)=o0
Es sei angenommen, dass h < 0. Dann 2a := maxr(t) = —u/h. Wenn r(0) = 2a, dann
I= (—p/2.p/2). wobei
o 4m* .
Pt = —a’, lim () =0.
) t—+p/2

Beweis. Alle die Aussage folgen aus dem Hilfsatz[6.1{und der Tatsache, dass U(r) = —p/r.
Wir miissen nur p fiir h < 0 berechnen. Also

0 2a 2a
1 1 v2a?2
:/dt:/—,dr:/ dr = aa/
y o T o /2 %_% \/1—8
a3 T sinu
=2 2 sin u cos udu
Ccos U
=4 a—/QsiHQUdu
o Jo
:4,/133. [
w4

Folgerung 10.2. Es scien h € R und e € S?. Bis auf Zeitverschiebung gibt es genau
eine Losung des keplerschen Problems mit verschwindendem Drehimpuls, Energie h und
Ezxzentrizitatsvektor e.

Beweis. Wir nehmen eine Losung mit Anfangsbedingungen ro = —rge und vy = vge, so
dass o und vy der Gleichung
1 7
h=—-v2—=
2 Yo To
geniigen. Die Eindeutigkeit bis auf Zeitverschiebung folgt aus Satz [10.1]. ]

Satz 10.3. Die mazximale Losungen von (9.1)) mit ¢ > 0 sind fir alle reelle Zeiten definiert.
Der ganze Kegelschnitt ist in einem Sinn gelaufen und, falls der Kegelschnitt eine Ellipse
ist, die Bewegung besitzt eine gewissene minimale Periode p > 0. Die ist die Umlaufzeit,
d. h. die Zeit, in der die Bahn eine vollstindige Umrundung zum O wvollfiihrt. In einer
Formel, 0(p) = 0(0)27, wobei 0 die Winkelkoordinate der Bahn ist.
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Beweis. Das Potential U(r) = —u/r geniigt den Bedingungen (i)' und (i7)’ in der Folgerung
5.8l Daher ist das Existenzintervall fir Bahnen mit ¢ # 0 das ganze R. Es seien nun (r, )
die Polarkoordinaten der Bahn und ¢ = (0,0, ¢) mit ¢ > 0. Da -0 = ¢/r?, folgt es, dass die
Bahn lduft in einem festen Sinn. Es sei nun angenommen, dass die Bahn auf einer Parabel
oder einer Hyperbel lduft. In diesem Fall ist A > 0 und chh = [ro, +00), wobei %(ro) <0,
denn U, besitzt nur ein negatives Minimum als kritischen Punkt. Dann divergiert die radiale
Koordinate der Bahn fiir ¢ — £o00 nach Satz und deswegen wird die ganze Parabel
oder Hyperbel begangen. Wenn sich die Bahn auf einer Ellipse befindet, ist die radiale
Koordinate nach oben beschrinkt und somit die Winkelgeschwindigkeit 6 nach unten von
einer positiven Zahl beschrénkt. Das heift, dass es p € R* gibt mit §(p) = 6(0) + 27. Aus
folgt es, dass (p) = 7(0) gilt. Daher bekommen wir auch 8(p) = 8(0). Wir leiten nun
(8.7) nach t ab:

_ desin @
F=———40.
(1 —ecosh)?
Deswegen gilt auch 7(p) = 7(0). Nach Satz 3.5 gewinnen wir die Gleichung r(t + p) = r(t)
fiir alle t € R. Die Zahl p ist die minimale Periode, weil 6 positiv ist. ]

Folgerung 10.4. Es seien ¢ und e zwei Vektoren des R?, sodass ¢ # 0 und (e, c) = 0. Bis
auf Zeitverschiebung gibt es genau eine Losung des keplerschen Problems, die Drehimpuls
¢ und Erzentrizititsvektor e besitzt. Aquivalent: fiir alle orientierten Kegelschnitte K mit
Brennpunkt in O gibt es genau eine Losung des keplerschen Problems bis auf Zeitverschie-
bung, das KC parametrisiert.

Beweis. Wir nehmen e; € S? mit (e;,c) = 0, wobei e; = &, wenn e # 0. Wir haben
e = ce;. Wir bemerken, dass ¢, e; und ¢ x e; eine positive orthonormale Basis des R?
bilden. Wir nehmen eine Losung mit Anfangsbedingungen rq = rge; und vy = 1€ X €, so

dass
c? ]
rg = ———, vy = —
" p(lte) e

Es folgt daraus, dass ¢ = roug und ro X vo = (rovg)e; X (€ X 1) = ¢¢ = c¢. Auflerdem,

(1+e).

1
f'0+—cxvozel+%éx(éxe1):(1—%>e1:—ee1:—e.
fu 1

Die Eindeutigkeit bis auf Zeitverschiebung folgt, wenn wir das Argument fiir die Existenz
der Periode im Satz entsprechend anpassen. O

Folgerung 10.5 (Drittes keplersche Gesetz). Fir elliptische Losungen des keplerschen
Problems sind die minimale Periode p und die grofse Halbachse a durch die folgende Glei-
chung verbunden

p_ i (10.1)
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Beweis. Die kleine Halbachse der Ellipse ist gleich v/1 — e?a. Deswegen der Flicheninhalt
der Ellipse betriigt mv/1 — e2a%. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir 6 > 0
an, und wir wenden Satz 2.3 mit 6y — 0 und 6; — 2x. Daher,

202 =

1 c
™1l—e =p.

2p
Wir substituieren in diese Gleichung ¢ aus der Formel ¢ = y/pa(1 — €2) von und die
gewiinschte Identitét folgt. ]

Genauere Informationen iiber die Zeitparametrisierung gewinnen wir, indem wir eine
neue Variabel fiir die Beschreibung der Bahn einfithren. Unten werden wir nur den Fall
h < 0 explizit bearbeiten. Der Fall A > 0 wird am Ende ohne Beweis gegeben werden.

Definition 10.6. Es sei £ C « eine Ellipse mit Brennpunkt in 0, Exzentrizitédtsvektor
e € a und grofie Halbachse a. Wir nehmen e; € S? N« so, dass e; = &, wenn e # 0. Es
sei r € £. Der Winkel f zwischen der Halbgerade R*e; und r ist die sogenannte wahre
Anomalie, sodass

~a(l—e¢?)

1—ecosf’
Wir betrachten nun den Kreis C C « mit Durchmesser gleich der Hauptachse von £ und
schreiben M fiir seinen Mittelpunkt. Es sei s der einzige Punkt auf C so, dass das Lot
auf der Hauptachse durch s schneidet die Ellipse im Punkt r. Der Winkel u zwischen der
Halbgerade M + R*e; und s heifit die exzentrische Anomalie von r. Der Punkt r;, € &,
fiir den u € 27Z (Aquivalent f € 277Z) ist der Punkt mit minimalem Abstand von 0 und
heifit Periapsis. Eine Zahl tg € R heiit Periapsisdurchgang, wenn r(t) = rmin.

Hilfsatz 10.7. Wir haben die Gleichung
r =a(cosu —e)e; +avl—e?sinui-e;.
Beweis. Es ist genug die Formel zu zeigen, wenn « die xy-Ebene ist und e = (e, 0,0). Wir
haben die Gleichungen
2

E: (v+ae)’+ . g e a?, C: (v+ae)*+vy*=d (10.2)

Deshalb Haben wir s = (zs,ys) = a(cosu — e, sinu). Wenn r = (zg, ys), dann z, = x5 und

aus ((10.2)) folgt . = V1 — e?ys, wie gewiinscht. ]
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11 Die Kepler-Gleichung
28.5.

In diesem Abschnitt finden wir eine Beziehung zwischen der exzentrischen Anomalie und
dem Zeitparameter, die als Kepler-Gleichung bekannt ist.

11.1 Der Fall ¢ #0

Satz 11.1. Die Kurve r : R — R3 st eine maximale Lésung des keplerschen Problems
(9.1)) in einer Ebene o = iy miit

grofie Halbachse a, Fxzentrizititsvektor e € a mit 0 < e <1, Periapsisdurchgang tg

genau dann, wenn fir alle t € R
r(t) = a(cosu(t) —e)e; +av1—e?sinu(t)i- ey, (11.1)

wobei u(t) die einzige Losung der folgenden Kepler-Gleichung ist:

. [
u—esinu = E(t_to)’ u e R. (11.2)

Die so entstandene Funktion u : R — R st ein monoton wachsender Diffeomorphismus
mit u(to + kp) = 27k, fir alle k € Z.

Beweis. Wir betrachten die Funktion

| a3
t:R—R, t(u) ==1to + a—(u — esinu).
I

dt 3 3

— = a—(l—ecosu)z a—(1—€)>0.

du It It
Deshalb ist ¢ invertierbar und wir schreiben u : R — R fiir die Umkehrfunktion. Da die
Funktion ¢ invertierbar ist, ist fiir alle ¢; € R die Zahl u(t;) die einzige Losung von (11.2))

mit ¢ = ¢;. AuBerdem bekommen wir u(ty + kp) = 27k, da

3
H2mk) = to + | /%%k = to + kp.

Es sei nun r die Losung von (9.1)) mit grofle Halbachse a, Exzentrizitiatsvektor e und
Periapsisdurchgang t,. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, wir nehmen an, dass «, die
xy-Ebene ist und e = (e,0,0). Aus dem Hilfsatz m wissen wir, dass es eine Funktion

Wir haben
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w: R — R gibt mit w(ty) = 0 und x(t) = a(cosw(t) — e), y(t) = av/1 — e?sinw(t). Wir
berechnen den Drehimpuls

3
c=xy—yi=a*Vv1-— 62<(COSU) —e) cosw+sin2w>w =c CL—(l — ecosw)w,
0

WO Wir benutzt haben. Wir teilen durch ¢y/a3/u und integrieren zwischen ¢y und ¢:

w(t) — esinw(t) = \/g(t — tp).

Es folgt daraus, dass w(t) die Kepler-Gleichung 16st. Daher w(t) = u(t). O

Bemerkung 11.2. In der Literatur ist iiblicher die Kepler-Gleichung in der Form
2
u—esinu = —W(t — to)
p

zu finden. Die ist dquivalent zu (11.2)), denn

2t

P a?

nach dem dritten keplerschen Gesetz. Die Grofie

M@=t = B

ist die sogenannte mittlere Anomalie.

11.2 Geometrische Herleitung der Kepler-Gleichung*

Die Kepler-Gleichung lésst sich auch auf folgender Weise geometrisch beweisen. Es sei
r(t) der Punkt auf £ und s(t) der entsprechende Punkt auf C. Es sei nun €, ; die Region
innerhalb von C zwischen den Halbgeraden R*e; und R*s. Wir méchten den Flacheninhalt
von Qto’t zweierlei berechnen: einerseits durch die exzentrische Anomalie und anderseits
durch den Drehimpuls c. Erstens gilt

Area(Qy,) = Area(sl\A/Irmin) — Area(A(sMO0)),

wobei 51\7Irmin der Kreissektor von C zwischen s und ry,;, ist und A(sMO) das Dreieck mit
Scheiteln s, M, 0. Wir haben

sin u.

Area(sﬁrmin) = gaQ, Area(A(sMO)) = a-ae
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Also, 3
2Area(Qy, 1) = a*(u — esinu). (11.3)

Zweitens bemerken wir, dass

Qto,t = U(Qto,t),
wobei o : ap — a, die lineare Abbildung definiert durch
T2

V1—e2

ist und Qy,; die von der Kurve r im Zeitintervall [¢y,¢] iiberstrichene Region darstellt.
Tatsdchlich haben wir 0(€) = C, o(r) = s und alle die Punkte auf der Hauptachse von &
bleiben fest. Da o eine Streckung von Faktor \/1;_7 in Richtung i - e; ist, werden auch die

O'(ZL'lel + fL'Qi . e1) = 1€ + i- (S5}

Fléacheninhélte durch die Abbildung ¢ von einem Faktor ﬁ vergrofert. Also,

~ t—1
2Area(QtO,t) = 2Area(a(QtO’t)) = - Area(QtO,t) = % = \/(I/ub<t — t())

Das Vergleichen dieser letzten Gleichung mit ((11.3)) liefert die Kepler-Gleichung. Wir ge-
winnen auch eine geometrische Interpretation der mittleren Anomalie als

~ a/2
Area(S, 1) = EM(t)

11.3 Der Fall c=0

Wir méchten nun die Losungen r mit ¢ = 0 betrachten. Der Inhalt des néchsten Satzes ist,
dass wir die Kurve r kriegen, wenn wir im letzten Satz a > 0, {; € R und die Richtung e
fest halten aber lassen wir e gegen 1 gehen.

Satz 11.3. Es seiena > 0, e, € S? und t : 0 € R gegeben. Wir definieren r : R — R? als
die Kurve
r(t) = a(cosu(t) — 1)eq, (11.4)

wobei u(t) die einzige Losung der Gleichung

. m
u—sinu = E(t_to)’ ueR (11.5)

ist. Dann u : R — R ist ein monoton wachsender Homdéomorphismus mit u(ty+ kp) = 2wk
und u(ty + kp) = +oo fir alle k € Z, die glatt auf R\ (to + pZ) ist. Auferdem, fir alle
k € Z ist die Einschrinkung von v auf das Intervall (to + kp,to + (k + 1)p) die mazimale
Ldsung von mit h = —pu/(2a), Exzentrizititsvektor e = ey und r(tg+kp+p/2) = 2a.
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Beweis. Wir definieren die Funktion u +— t(u) = to+/ %S(u—sin u). Die Funktion ist streng

monoton wachsend mit S—Z(u) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn u € 2nZ. Daraus folgt
die Existenz einer Umkehrfunktion v : R — R die glatt auerhalb der Punkten ¢y + kp ist,
wo u(ty + kp) = 2wk und u(ty + kp) = +oo. Das impliziert, dass u(t) die einzige Losung
von ([11.5)) ist.

Es sei nun r : (to + kp,to + (kK + 1)p) — —RTé die maximale Losung mit h = —pu/a
und r(tg + kp + p/2) = 2a. Um die Notation zu vereinfachen, betrachten wir nur den Fall
to = 0 und k = 0. Die Erhaltung der Energie lautet

72 = (2q - 1) (11.6)

Wir definieren die Kurve

s:(0,p) »> B2, s(t):= (1 - g \/gmz).

Wir berechnen die Norm von s mit Hilfe von ([11.6]):

2= (1_z>2+ﬁ:1_22+7”_z+7”<2a_2—r>:1'

a ap a a a
Daraus folgt, dass es eine glatte Abbildung w : (0,p) — R existiert mit s = (cosw, sinw)
und w(p/2) = m. Wir berechnen die Ableitung von w:

R (I G P B R B

Insbesondere ist w monoton steigend. Da s(0) = s(p) = (1,0) leiten wir w(0) = 0 und
w(p) = 2m. AuBlerdem gilt nach der Definition r = a(1 — cosw). Deswegen, wenn wir die
letzte Gleichung von 0 bis ¢ integrieren, erhalten wir

Das heifit, dass w(t) die Kepler-Gleichung 16st. Daher w(t) = w(t) und der Satz ist
vollstéandig bewiesen. O]

Definition 11.4. Eine Kurve r : R — R?, die die Gleichungen (11.1]) und (11.2)) oder die
Gleichungen ([11.4) und (11.5)) erfiillt, heifit eine regularisierte Losung des keplerschen
Problems.
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12 Numerische und geometrische Losungen der KG
4.6.

Es sei r : R — R3 eine regularisierte Losung des keplerschen Problems mit negativer
Energie. Um die Lage von r zu einer gewissenen Zeit ¢ zu bestimmen, muss man die
Kepler-Gleichung

u—esinu = M(t)

nach u 16sen. Schon Kepler bezweifelte die Existenz einer geschlossenen Formel fiir «v und
schrieb

“Mir gentigt die Uberzeugung, dass eine Lisung apriori nicht méglich ist wegen der
heterogenen Beschaffenheit von Bogen und Sinus. Wer immer mir aber einen Irrtum und
einen Ausweq nachweist, der sei mir ein groffer Mathematiker gleich Apollonius.”.

Wir werden nun zwei numerische Verfahren beschreiben, die eine Annéhrung der Losung
geben, wenn e < 1.

12.1 Banach-Fixpunktsatz

Wir erinnern uns an den Fixpunktsatz von Banach. Es sei (U, d) ein nicht leerer vollsténdi-
ger metrischer Raum und f : U — U eine Kontraktion. Das heifit, dass es A < 1 gibt mit
d(f(u), f(w)) < M(u,w), fir alle u,w € U. Dann f besitzt genau einen Fixpunkt @ € U,
ndmlich einen Punkt mit f(u) = @. Aulerdem, fiir jeden uy € U konvergiert die Folge
Ups1 = f(uy,) nach .

In unserem Fall nehmen wir U = Rund f : R — R definiert durch f(u) = esinu+M(t).
Dann f ist eine Kontraktion mit A\ = e, weil

|F(ug) — F(uy)| = e|sinug — sinuy | < erile%édf/(u” ug — ug| = elug — uyl,

wobei f'(u) := %(u) = cosu. Der Fixpunkt @ von F' geniigt dann der Kepler-Gleichung

u=F(u) =esinu+ M(t).

12.2 Newtonsverfahren

Es sei nun g : R — R eine Funktion mit ¢'(w) := g—i(w) > 0 fiir alle w € R. Wenn gy eine
reelle Zahl ist, mochten wir Werte u € R finden mit g(u) = go. Wenn w € R definieren
wir N(w) € R so dass (N(w), go) € R? der Schnittpunkt zwischen der Gerade y = go und
der Tangente am Graph {(u,g(u)) | u € R|} im Punkt (w, g(w)). Da ein Punkt (z,y) zur

Tangente gehort genau dann, wenn y = g(w) + ¢'(w)(z — w), finden wir

N(w) =w— L= (Z’,)(;)go.
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Fiir jede ug € R definieren wir die Folge u,y1 = N(u,). Wenn u, gegen u konvergiert
wiirde, gélte
i=N(a) =u- 9@ ~ 9
g'(u)

Das heifit u geniigt der Gleichung g(u) = go. Um die Konvergenz zu sichern, setzen wir die
Konvexitit oder die Konkavitit der Funktion g voraus. Genauer nehmen wir ein, dass es
u_1, ug gibt mir g(u_1) < go, g(ug) > go und ¢”(u) > 0 fiir alle u € [u_1, up]. Die Bedingung
auf die zweite Ableitung impliziert, dass die Folge u,+1 = N(u,) monoton fallend ist und
die untere Schranke u_; besitzt. Also die Folge konvergiert. Eine dhnliche Aussage gilt fiir
Funktionen g, so dass Werte u_1, ug existieren mit g(u_1) > go, g(uo) < go und ¢”"(u) <0
fir alle u € [ug, u_1].

In unserem Fall nehmen wir g : R — R definiert durch g(u) = u—esinu und gy = M ().
Die Ableitung von ¢ ist immer positiv fiir e < 1. Auflerdem ¢”(u) > 0 fiir u € (km, (k+1)7)
mit k gerade und ¢”(u) < 0 fiir u € (km, (k + 1)7) mit k& ungerade.

Satz 12.1. Wenn M(t) im Intervall [2k'm,2(k' + 1)x| fir irgendelweche k' € Z liegt, kon-
vergiert das Newtonsverfahren mit ug = (2k' 4+ 1)m nach der Lisung der Kepler-Gleichung.

Beweis. Wir haben g(k7) = kr fiir alle ganze Zahlen k. Wenn M (t) € [2k'w, (2K' + 1)7],
setzen wir u_; = 2k'm, so dass g auf [u_1, ug] konvex ist und g(u_1) =u_1 < M(t) < wup =
g(up). Wenn M (t) € [(2k' + 1)m, 2(k" + 1)x], setzen wir u_y = 2(k’ + 1), so dass g auf
[ug, u_1] konkav ist und g(ug) = ug < M(t) <u_y = g(u_q) O

12.3 Die verkiirzte Zykloide

Wir geben schliefflich ein geometrisches Verfahren, das eine Losung der Kepler-Gleichung
bestimmt fiir e € (0,1). Es sei D’ eine Scheibe mit Mittelpunkt M in der zy-Ebene. Wir
betrachten eine Unterscheibe D C D’ mit gleichem Mittelpunkt M. Wir schreiben a > 0
fir den Radius von D und a/e mit e € (0, 1] fiir den Radius von D’. Die zwei Scheiben

bewegen sich als ein einziger starrer Korper und wir markieren einen Punkt P, auf dem
Rand von D.

Definition 12.2. Die verkiirzte Zykloide ist die Kurve s : R — R, die ein Punkt F, auf
dem Umfang von D beschreibt, wenn D’ mit Einheitswinkelgeschwindigkeit auf einer festen
Gerade abrollt.

Wir mochten nun eine Parametrisierung fiir s durch den Wélzwinkel v geben, ndmlich
den Winkel zwischen M + R* (s — M) und einer fester Halbgerade M + R*é mit & € S*.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass € = (1,0), die Gerade die
y-Achse ist, D’ sich links der y-Achse befindet, der Mittelpunkt M auf der z-Achse fiir
u = 0 liegt.

Satz 12.3. Unter der obigen Voraussetzungen lautet die Parametrisierung der verkiirzten
Zykloide nach dem Wilzwinkel

ur—>s(u):g(ecosu—l,esinu—u), u e R.
e
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Beweis. Es sei Q(u) = (0,y(u)) der Berithrungspunkt zwischen der Scheibe D’ und der
y-Achse. Das Abrollen sagt uns, dass |u| = |y(u)]. Da v > 0 genau dann, wenn y(u) < 0
bekommen wir y(u) = —au. Nun M(u) = (—a/e,y(u)) und s(u) = M(u) 4+ a(cosu, sin u).
Das substituieren von M und y(u) liefert die gewiinschte Formel. O

Folgerung 12.4. Der Wilzwinkel u(t), der dem Schnittpunkt s(u(t)) zwischen der verkirz-

ten Zykloide und der Gerade y = —2M(t) entspricht, ist die Losung der Kepler-Gleichung.

e

Beweis. Wenn der Punkt s(u) die y-Koordinate —2M () besitzt, folgt aus dem Satz
die Formel a a
——M(t) = —(esinu — u),
e e

die dquivalent zur Kepler-Gleichung ist. [
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13 Der Hodographsatz von Hamilton
7.6.

In diesem Abschnitt diskutieren wir einen wichtigen Satz von Hamilton, der besagt, dass
die Hodographen der Loésungen des keplerschen Problems entweder Bogen von Kreisen im
R3, falls ¢ # 0, oder Teilmengen von Geraden, falls ¢ = 0, sind.

Definition 13.1. Es sei r : I — R” eine Kurve. Der Hodograph von r ist die Geschwin-
digkeitskurve v := % I — R".

Bemerkung 13.2. Der Hodograph héngt von der Parametrisierung der Kurve r und nicht

nur vom Bild r(I). Genauer, wenn s ~ t(s) eine Umparametrisierung ist, dann & = 9. <.

Beispiel 13.3. Der Hodograph der Kurve r(t) = (t,t?/2), die die Parabel y = x?/2
parametrisiert, ist die Kurve v(t) = (1,0) + ¢(0, 1), die die Gerade z = 1 paarmetrisiert.

Der Hodograph der Kurve r(t) = (acost,bsint), die die Ellipse (z/a)? + (y/b)? = 1
parametrisiert, ist die Kurve v(t) = (—asint,bcost) = r(t + m/2) die die gleiche Ellipse
mit verschobener Zeit parametrisiert.

Der Hodograph der Kurve r(t) = (acosht, bsinht), die die Hyperbel (z/a)*—(y/b)* = 1
parametrisiert, ist die Kurve v(¢) = (asinht,bcosht), die die Hyperbel (z/a)? — (y/b)* =
—1 parametrisiert.

Definition 13.4. Es seien k und n natiirliche Zahlen mit k < n. Eine k-Sphére S in R™ ist
die Menge aller Punkte in einer gewissenen, eindeutig bestimmten (k + 1)-dimensionalen
tragenden Ebene «, die einen festen Abstand p von einem Punkt M in « besitzen. Die
Zahl p heifit Radius und der Punkt M Mittelpunkt von §. Wenn M, ein weiterer Punkt
in R” ist und M, € « gilt, heiit die Sphire S radial (beziiglich M,). Eine 1-Sphére
wird auch Kreis genannt und mit dem Buchstabe C gekennzeichnet. Falls n = 3 und «
eine orientierte 2-Ebene ist, orientierien wir den Kreis C C «a gegen den Uhrzeigersinn
(beziiglich einer positiven Basis von «).

Wir geben die folgende Charakterisierung von Sphéren ohne Beweis an.
Hilfsatz 13.5. Zwei Aussagen gelten:

1. Jede k-Sphire S ist die Schnittmenge zwischen der tragenden (k + 1)-Ebene a und
die (n — 1)-Sphdre 8’ mit gleichem Radius und Mittelpunkt.

2. Es sei 8" eine (n — 1)-Sphire. Wenn o, eine (k + 1)-Ebene und S, eine nicht in 8"
enthaltene k-Sphdre ist, dann sind 8" Na, und 8" NS, entweder die leere Menge, ein
Punkt, oder eine (k — 1)-Sphdre.

Wir betrachten nun Kreise, namlich 1-Sphére. Fiir Punkte auf ihrer tragenden Ebene
kann man die folgende Grofle definieren, die von Steiner 1826 eingefiihrt wurde.
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Definition 13.6. Es sei C ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius p in einer Ebene a.
Fiir jeden Punkt P € « definieren wir die Potenz von P beziiglich C als

Pote(P) := |M — PJ|* — p*.

Die Potenz ist positiv, wenn P auflerhalb von C liegt. Sie ist null, wenn P auf C liegt. Sie
ist negativ, wenn P innerhalb von C liegt.

Hilfsatz 13.7. Es sei ¢ C « eine Gerade durch P die C in den Punkten Qp und Q-
schneidet, wobei Qi = Qo, wenn g tangent zu C ist. Dann,

Potc(P) = (Q1 — P, Q2 — P). (13.1)

Beweis. Als ersten Schritt zeigen wir, dass die rechte Seite von ([13.1]) unabhéngig von g
ist. Wir betrachten nur den Fall, wobei P auflerhalb von C liegt. Es sei ¢’ eine weitere
Gerade durch P, die C in den Punkten Q) und Qj schneidet. Die 3-Ecke (QlPQ’ ) und

A(QPQy) sind ahnhch weil sie die gleichen Wlnkel besitzen: QlPQ2 = Q’ PQ,, weil

P,Q;, Q2 und P, Q}, Q) jeweil kollinear sind, und QlQ’P = Q/ Q,P, weil die Beiden
Umfangswinkel zum Bogen zwischen Q; und Q’ sind. Das Verhélnis zwischen den Léngen
der entsprechenden Seite sind also gleich

Qi —P| _ [Q:— P
Q-P[ |Q,—P

Daher gilt
(Q-P.Q;—P)=|Qi -P|-|Q: - P|=|Q, - P|-|Q; - P| = (Q, - P,Q; - P).
Wenn ¢’ die Gerade, die durch P und M lauft haben wir
Q) —P|-|Q; —P|=(IM—P|—p) (IM—P|+p) = M —P[ - p* = Potc(P). [
Die mogliche Lagen des Punktes P beziiglich C sondern einen Bogen auf C aus.

Definition 13.8. Es seien C und P ein Kreis und ein Punkt in der Ebene a. Der Bogen
Be(P) von C iiber P ist definiert als

Be(P):=C\ {Qea | [Q-PP < Potc(P)}.
Wir bemerken, dass
1. wenn P im Inneren von C liegt, ist B¢(P) = C;
2. wenn P auf C liegt, ist B¢(P) =C\ {P};

3. wenn P im AuBeren von C liegt, ist Be(P) der Bogen zwischen den zwei Tangenten
g1, 92 an C durch P. In diesem Fall scheiden sich die Kreise {|Q — P|* < Potc(P)}
und C in den Berithrungspunkten der Tangenten gy, go senkrecht.
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Bemerkung 13.9. Die Definitionen von Potenz und Bogen iiber einem Punkt P lassen sich
fiir radiale k-Sphéren S beziiglich P unmittelbar iibertragen. Eine entsprechende Version
des Hilfsatzes gilt in dieser Allgemeinheit.

Satz 13.10 (Hamilton). Es besteht eine Bijektion r — C, zwischen der Menge der Lisun-
gen r des keplerschen Problems mit ¢ # 0 und der Menge der orientierten radialen Kreise
in R®, wenn wir zwei Losungen mit verschobener Zeitparametrisierung identifizieren. Hier
stellt C, der Kreis in der Bewegungsebene von r mit Radius p, und Mittelpunkt M, dar,
wobei

m=t M. =lie (13.2)

c c
Auflerdem gilt es

Potc, (0) = 2h, (13.3)
wobei h die Energie von r ist. SchliefSlich parametrisiert der Hodograph v = 1 den Bogen

B, (0) gegen den Uhrzeigersinn.

Beweis. Aus Folgerung wissen wir, dass r von den Vektoren ¢ und e bis auf Zeit-
verschiebung eindeutig bestimmt wird. Also geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung
(c,e) — (ag, pr, M;) eine Bijektion ist, wobei «a, die durch c orientierte Bewegungsebene
ist. Wenn u € S? der Normalenvektor zu a, ist, sind die Umkehrsformeln durch

o 1

c = —u, e:__i'Mr
Pr Pr
gegeben. Fiir die Potenz benutzen wir (9.6):
12
Pote, (0) = M2 — p? = —2(62 —1) = 2h.
c
Wir schreiben r(0) = cosfe; + sinfi- e, sodass i-r(f) = —sinfle; + cosfi-e;. Wir
multiplizieren (9.4) durch pi/c und bekommen
V(G):H<—sin9e1+cosei-e1>—l—Hi-e. (13.4)
c c

Also v parametrisiert einen Bogen auf dem Kreis C, und 6 stellt den Winkel zwischen v—M
und R*i-e gegen den Uhrzeigersinn dar. Wenn e < 1 lauft 6 auf der ganzen R. Auflerdem
ist Pote,(0) < 0 und daher B¢, (0) = C,. Wenn e = 1, lduft 0 in (—n, 7). AuBlerdem ist
Pote, (0) = 0 und daher B¢, (0) = C,\{0}. In diesem Fall fiir 7 und —7 ergibt die rechte Seite
in genau 0. Wenn e > 1, lduft 0 in (—6,,0,.), wobei 0, = arccos(—1/¢). Aulerdem
ist Pote,(0) > 0 und daher ist Be,(0) der Bogen zwischen den zwei Beriithrungspunkte Q;
und Qs. Wenn wir ¢ fiir den Winkel Omg schreiben, gilt cos ¢ = p, /M, = 1/e. Es folgt
daraus, dass cos(m — ¢) = —1/e und deshalb §, = m — . Also v parametrisiert genau den
Bogen B, . ]

Wir beschreiben nun die Hodographe der regularisierten Losungen r : R — R3? mit
verschwindendem Drehimpuls. Zu diesem Zweck definieren wir den erweiterten euklidischen
Raum.
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Definition 13.11. Der erweiterte euklidische n-Raum ist der topologische Raum

R™ := R" U {00},

wobei U C R™ offen ist, entweder wenn U eine offene Teilmenge des R" ist oder co € U
und R™ \ U eine kompakte Teilmenge des R™ ist.

Aufgabe 13.12. Es sei X ein topologischer Raum, xq € X ein Punkt und F : X \{Xo} —
R™ eine stetige Abbildung. Es sei angenommen, dass es fir alle C' > 0 eine Umgebung
U C X von xq gibt, sodass |F(x)| > C fiir allex € U\{x¢}. Zeigen Sie, dass die erweiterte
Abbildung F : X — R™ stetig ist, wobei F(xq) = oo und F(x) = F(x), wenn X # xq. Es
sei Y ein topologischer Raum, yo € Y ein Punkt und G : R™ — Y eine Abbildung. Es sei
angenommen, dass es fir alle Umgebungen U C 'Y wvon yq eine Zahl C' > 0 gibt, sodass
G(r) € U fir alle v mit r > C. Zeigen Sie, dass die erweiterte Abbildung G : R* — Y
stetig ist, wobei G(00) = yo und G(r) = G(r).

Wenn r einen negative Energie besitzt, dann ist r eine p-periodische Kurve mit r(0) = 0.
In diesem Fall setzen wir

_ (¢ if ¢ 7
v:R — R3, v(t) = B(t), 1 ¢ pL;
oo, ift e pZ.

Da limy_,,;, v(t) = oo fiir alle k € Z, sehen wir, dass v eine stetige Abbildung ist. In diesem
Fall parametrisiert v die ganze erweiterte Gerade Re in Richtung e.

Es sei nun angenommen, dass r eine Energie h > 0 besitzt. Wir wihlen die Parametri-
sierung, sodass r(0) = 0. In diesem Fall setzen wir,

_ r(t), ift+#0;
VRORY, vy tW A
oo, ift=0.

Die Kurve v ist stetig und parametrisiert die Menge Re \ {v? < 2h}. Bemerken Sie, dass
solche Menge homoomorph zu einem offenen Intervall ist.
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14 Satz von Moser: die Aussage
11.6

Wir stellen nun die Aussage des Satzes von Moser vor, den wir in der nédchsten vier Vorle-
sungen beweisen werden.

Satz 14.1 (Moser). Die stereographische Projektion U : S3 — R® bildet eine Bijektion
zwischen den Grofkreisen v auf S* und den Hodographen v der Losungen r des keplerschen
Problems mit h = —1/2. Wenn ~ nach der Bogenlinge parametrisiert ist, wird v.= W o~y
nach der exzentrischen Anomalie u parametrisiert.

Bemerkung 14.2. Man kann den Wert h = —1/2 mit einem beliebigen negativen Wert
h substituieren. In diesem Fall muss man den Radius p der Sphére im Definitionsbereich
von ¥ wihlen, sodass p?> = —==, und die Hodographen durch s := —*

~on \/ﬁu

Wir erkldren nun alle die Begriffen in dem obigen Satz.

Definition 14.3. Eine Kurve x : I — R" ist nach der Bogenldnge parametrisiert, wenn
|x(t)] =1 fiir alle ¢ € 1.

Aufgabe 14.4. FEs sei x(t) = r(cost,sint) mit t € R eine Parametrisierung des Kreises
mit Radius v in R%. Ist x nach der Bogenlinge parametrisiert? Wie kann man eine Um-
parametrisierung s — t(s) wahlen, sodass s — x(t(s)) nach der Bogenlinge parametrisiert
wird?

Definition 14.5. Es sei S~ ! die Einheitssphére in R und identifizieren R” = R"~! x R.
Wir schreiben x = (y, z) fiir die Punkte in x € R", wobei y € R"! und z € R. Dann
N = (0,1) € S" ! und S = (0,—1) € S™! stellen die Nord- und Siidpol dar. Es sei nun
R mit R* ! x {0} identifiziert.

Definition 14.6. Die stereographische Projektion ¥ : R" \ {z = 1} — R" ! ist die glatte
Abbildung, die jedem Punkt x € R™ mit z # 1 den Punkt W(x) zuordnet, wobei (¥(x),0)
auf der Gerade N+R(x—N) liegt. Wir definieren die Einschréankung der stereographischen
Projektion auf der Einheitssphire als die Abbildung ¥ : S"~1 — R~} ¥(N) = co und
U(x) = ¥(x), falls x # N.

Satz 14.7. Wir haben die Formel

~ 1

@(y’z)::y’ v(sz)ERnu Z#l

Die Abbildung ¥ : St 5 R st ein Homdomorphismus, dessen Umkehrabbildung ® :
R — S7=1 durch die folgende Formel definiert ist:

2 2 n—1
@(OO):N, @(V>:<1+02V,1—m>, VVER .
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Beweis. Wir suchen nach ¢ € R mit der Eigenschaft, dass t(y,z) + (1 — )N € R*"! x {0}.

Es folgt daraus, dass tz+1—1t = 0. Also t = ﬁ und ¥(y,z) =ty = 11Zy. Um die
Stetigkeit von ¥ zu beweisen, reicht es nach Aufgabe [13.12] die Formel

B (y, 2)| = =\/1_z2=\/1+2 V(y,z) e S\ {N},

1—2 1—2 1—2z’

wobei wir die Gleichung 3* + 2? = 1 benutzt haben. Wenn v € R"~! definieren wir ®(v)
durch die Eigenschaften

o O(v)=t(w,0)+(1-t)N, t>0, o |O(V)]*=1.
Wir setzen die erste Gleichung in die zweite ein und bekommen

P+ 1+t2 -2 =1.

Wir 16sen nach ¢ und finden ¢ = +2v2 und die gewiinschte Formel folgt. Die Abbildung &

ist stetig nach Aufgabe [13.12] weil limy|_o ®(v) = N. O

Definition 14.8. Ein Grofikreis auf S™~! ist die Schnittmenge zwischen eine 2-Ebene «
durch 0 und S™1!.

Aufgabe 14.9. Zeigen Sie, dass ein Grofkreis den Nordpol enthdlt genau dann, wenn er
den Stidpol enthilt.

Wir méchten nun Groflkreise nach der Bogenldnge parametrisieren. Wenn e; und es
eine orthonormale Basis fiir « ist, dann ist es leicht zu sehen, dass

Yal(u) == —sinue; + cosue, VueR

die gewiinschte Parametrisierung liefert. Wenn « nicht in R"~! enthalten ist, nehmen wir
e; auf der Gerade a NR™™!. Dann e, = (e3, €), wobei e > 0. Wenn e = 1, dann e = 0 und
e; = N. Wenn e < 1, dann schreiben wir f; fiir den normierten Vektor mit e3 = esf;. Es

folgt daraus, dass
<e1,f1> :O, €3 = \/1—62.

Also bekommen wir die Formel
Yolu) = (—sinuel—l—\/l—e2cosuf1,ecosu>. (14.1)

Definition 14.10. Es sei M € R” ein Punkt. Die antipodale Abbildung A : R* — R"
mit Mittelpunkt M ist auf folgender Weise definiert. Fiir alle x € R™ ist A(x) der einzige
andere Punkt auf der Gerade durch x und M, der gleichen Abstand zu M wie x besitzt.
Wir setzen A(oco) = oo.

Aufgabe 14.11. Zeigen Sie, dass alle (n — 1)-Sphdren mit Mittelpunkt M invariant durch
A sind. Schreiben Sie anschliefend eine Formel fir A und zeigen Sie, dass A(x) = —x,
falls M = 0.
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Satz 14.12. Die Grofkreise sind diejenige Kreise auf ST, die invariant durch die anti-
podale Abbildung mit Mittelpunkt O sind.

Beweis. Es sei C ein Kreis auf S"~! mit tragender 2-Ebene «. Es sei angenommen, dass C
ein Groflkreis ist. Daher gehort 0 zu a und « ist ein Untervektorraum des R"™. Also x € «
impliziert —x € «a. Nach der obigen Aufgabe ist C invariant durch A. Es sei nun umgekehrt
angenommen, dass C invariant durch A ist. Wir nehmen x € C C «, sodass —x € C C «a.
Da « ein affiner Unterraum ist, enthélt o die Gerade durch x und —x. Da der Ursprung O
ein Punkt auf dieser Gerade ist, folgt es, dass 0 € . Deshalb ist C ein Grofikreis. ]
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15 Inversionen: Definitionen
14.6.

Um die stereographische Projektion besser zu verstehen betrachten wir nun Inversionen in
R"™ oder Kugelspiegelungen, die auch von Steiner eingefithrt wurden.

Definition 15.1. Es sei S, eine (n — 1)-Sphére in R™ mit Mittelpunkt M, und Radius p,.
Die positive, beziehungsweise negative, Inversion an S, ist die Abbildung I : R® — R™,
die auf folgender Weise definiert ist. Fiir alle Punkte x € R™ \ {M,} liegt I=(x) auf der
Gerade M, + R(x — M,,) und

(IF(x) = ML,x = M,) = +p%, (L] (x) = M.,x = M,) = —p?.
SchlieBlich setzen wir I£(0) = oo und I£(c0) = 0.

Inversionen besitzen folgende vier Eigenschaften:

1. Es gilt die Formel

IE(x) — M,|-|x — M,| =p?,  V¥xeR"\{M.,}. (15.1)

2. Die Punkte im Inneren von S, sind im AuBeren von S, abgebildet und umgekehrt.
Wir haben I (x) = x genau dann, wenn x € S,. Die Einschrankung von I auf S,
ist die Identitiit. Wenn A, : R® — R” die antipodale Abbildung mit Mittelpunkt M,
ist, haben wir I (x) = A.(x) genau dann, wenn x € S,.

3. Die Inversionen sind Involutionen. Das heifit, dass I (1 (x)) = x und I (I (x)) = x
fiir alle x € R™. Insbesondere sind I und I bijektiv.

4. Es gilt die Formel I, = I o A,.

Aufgabe 15.2. Beweisen Sie die obigen vier Figenschaften. Leiten Sie eine Formel fiir
die positive und negative Inversion her.
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16 Inversionen: der Hauptsatz
18.6.

Es wird fiir uns am wichtigsten zu verstehen, wohin die Ebenen und die Sphéren durch
Inversionen abgebildet werden. Die Situation wird in dem unten stehenden Hauptsatz iiber
Inversionen geklart.

Satz 16.1. Die Abbildung I : R™ — R™ bildet
(a) jede (erweiterte) k-Ebene o durch M, in sich selbst ab;

(b) jede (erweiterte) k-Ebene o disjunkt von M, auf eine k-Sphire S := I (a) durch M,
ab und umgekehrt. Wenn o die (k + 1)-Ebene, die o und M, enthdlt, ist, sodass, die
Gleichungen o = {x € o/ | (x—M,,u) =d} und S ={x € d | |x—M|= M. —-M|}
fiir irgendwelche u € S" ' Na/, d >0 und M € o/ gelten, dann

p? p:

(c) jede k-Sphire S disjunkt von M auf eine k-Sphire S’ := IX(S) disjunkt von M ab.

Wenn die Sphéire S radial beziiglich M, ist, dann

2
S =+ (S_M)+M.,. 16.2
POtg(M*)( )+ ( )

Wir bekommen ndamlich die Sphdre S' durch eine Streckung mit Zentrum M, und
Faktor +p? /Pots.).-

Das Vorzeichen + (bzg. —) in den Formeln (16.1) und (16.2)) ist mit I} (bzg. I, ) zu

nehmen.

Beweis. Wir durchfiithren den Beweis nur fiir die positive Inversion. Die Leser konnen dann
die Argumente zu der negativen Inversion anpassen. Es sei « eine erweiterte k-Ebene mit
M., € a. Fiir alle x € « gehort der Punkt I (x) auf der Gerade durch M, und x. Diese
Gerade ist in o enthélt, weil a ein affiner Raum ist. Das zeigt (a).

Es sei nun « eine erweiterte k-Ebene mit M, ¢ a und schreiben wir o fiir die erweiterte
(k+1)-Ebene die M, und « enthélt. Nach (a) kénnen wir die Inversion auf o’ einschrénken.
Das heifit, dass ohne Beschrinkung der Allgeminheit o/ = R™ gilt und & = n— 1. In diesem
Fall gibt es u € S" ! und d > so, dass x € a genau dann, wenn (x — M,,u) = d. Wir
miissen jetzt das Bild I;F (a) bestimmen. Erstens bemerken wir, dass M, = I (o0) € I} ().
Dann sei P = M, + du € o der Punkt auf o mit minimalem Abstand zu M,. Wir haben

2
IF(P) =M, + %u. (16.3)
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Es sei nun x € o mit x # oo und x # P. Wir behaupten, dass die Dreiecke A(xPM.,) und
A(IF(P)I}(x)M,) dhnlich sind. Sie besitzen einen gemeinsamen Winkel mit Scheitel M.,
und auflerdem nach ((15.1]) und (|16.3)

x-M. g P - M,

PM.|  dIF(x)— ML L (x) - M|
Es folgt daraus, dass A(I}(P)If(x)M,) ein rechtwinkliges Dreieck ist, wobei die Hypo-
thenuse I (P)M, ist. Nach dem Satz von Thales liegt I (x) auf der (n — 1)-Sphire S
mit Mittelpunkt M = M, + %u. Umgekehrt ist jeder Punkt y € S\ {M.} das Bild von
X € a, wobei x der einzige Schnittpunkt zwischen o und der Gerade durch y und M, ist.
Es bleibt zu zeigen, dass alle moglichen (n — 1)-Sphéren S das Bild von irgendwelcher «
sind. Nach Gleichung hat die gewiinschte «

M — M., p P’
M -M,/|’ ~2IM - M, |
Wir zeigen nun (c). Es sei a die (k + 1)-Ebene, die S enthélt. Erstens nehmen wir an,
dass M, € a. In diesem Fall kénnen wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit £ =n — 1
betrachten. Es sei x € S und nehme man die Gerade durch M, und x. Es sei x’ der weitere
Schnittpunkt zwischen dieser Gerade und S. Nach dem Hilfsatz und der Formel

bekommen wir

u

p3 p:
If(x) - M,| = * = * x' — M,]|.
I () | |x — M,| \Po‘cs(l\/I*)\| |

Die Halbgerade M, + R (x — M,) enthélt I7(x) und enthilt x" genau dann, wenn die
Potenz positiv ist. Es folgt daraus, dass

+ P /

I7(x)—M, = W(X M*)

Also gehort I (x) zu der Sphére &', die durch gegeben ist. Jeder Punkt y € &’ ist
das Bild von x € S, wobei x einer der zwei Schnittpunkte zwischen & und der Gerade
durch M, und y ist. Das zeigt (c), wenn M, € «a. Es sei nun angenommen, dass M, ¢ a.
Es sei §” eine (n — 1)-Sphire 8", so dass S = 8" Na. Wir haben I(S) = I}(S") NI ().
Nach (b) und dem Teil von (c), den wir schon bewiesen haben, ist I (S) die Schnittmenge
zwischen einer (n — 1)-Sphére und einer (k + 1)-Sphére oder zwischen einer (n — 1)-Ebene
und einer (k+ 1)-Sphére. In beiden Fillen ist die Schnittmenge eine k-Sphére nach Hilfsatz
[13.5] SchlieBlich enthilt I} (S) den Punkt M., nicht, weil oo ¢ S. O

Folgerung 16.2. Die stereographische Projektion W : S"' — R ist die Eischrinkung
der positiven Inversion I7 : R® — R™ an der Sphire S, mit Mittelpunkt M, = N und
Radius p, = V2. Insbesondere bildet V Kreise C mit N € C auf Geraden in R™ 1 ab und
Kreise C mit N ¢ C auf Kreise in R

Beweis. Wenn wir M, = N als Mittelpunkt der gesuchten Sphire S, setzen, dann ist R"~!
durch u = —N und d = 1 gegeben. Da M = 0 folgt es aus (16.1)), dass p? = 2, wie
gewiinscht. ]
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17 Satz von Moser: der Bewelis
21.6.

Der Hauptsatz iiber Inversionen erlaubt uns auch zu bestimmen, welche Sphéren invariant
durch Inversionen sind.

Satz 17.1. Eine radiale Sphire S C R™ beziiglich M, ist invariant durch I_ genau dann,

wenn
POtg(M*> = —pz.

Das passiert genau dann, entweder wenn S C S, oder wenn fiir jede 2-Ebene o mit M, € o/
die Kreise SN’ und S, N« sich orthogonal schneiden.

Beweis. Es sei S C R” eine Sphire. Wenn M, € S gilt, ist das Bild von S eine Ebene nach
Satz (16.1]).(b) und deswegen kann S nicht invariant sein. Es sei nun angenommen, dass
Pots(M,) = —p?. Aus folgt es, dass &' = S, also I (S) = S. Es sei nun umgekehrt
angenommen, dass &’ = §. Dann besitzen S und &’ den gleichen Radius p = p’ und den
gleichen Mittelpunkt M = M’. Nach haben wir,

P2

2

Pi
M= —— P (M-M)+M, J=——
( )+ = TPots(ML)|

" Pots(M,)

Also, wenn M # M,, dann folgt es aus der ersten Gleichung, dass Pots(M,) = —p2. Wenn
M = M.,, dann Pots(M,) < 0 und aus der zweiten Gleichung folgt es nochmal, dass
Pots(M,) = —p?. O

Satz 17.2. FEine radiale Sphire S C R™ beziiglich M., die nicht in S, enthalten ist, ist
invariant durch I} genau dann, wenn

POts(M*) = pz

Das passiert genau dann, wenn fir jede 2-Ebene o/ mit M, € o die Kreise S N« und
S. Na' sich orthogonal schneiden.

Beweis. Es sei S C R™ eine Sphiire. Wenn M, € S gilt, ist das Bild von S eine Ebene nach
Satz (16.1]).(b) und deswegen kann S nicht invariant sein. Es sei nun angenommen, dass
Pots(M,) = p?. Aus folgt es, dass &’ = S, also IF(S) = S. Es sei nun umgekehrt
angenommen, dass &’ = §. Dann besitzen S und &’ den gleichen Radius p = p/ und den

gleichen Mittelpunkt M = M. Nach ([16.2)) haben wir,

2

2
M = — P (M—M,)+M, P
PotS(M*)( )+ M., P |Pots(1\/[*)|p

Also, wenn M # M, dann folgt es aus der ersten Gleichung, dass Pots(M,) = p?. Wenn
M = M,, dann Pots(M,) < 0 und aus der zweiten Gleichung folgt es nochmal, dass
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—p* = Pots(M.) = —p?. Das bedeutet, dass p = p, und deshalb S C S, gegen die
Voraussetzung.

Wir beweisen nun die zweite Behauptung. Wenn &’ = S miissen sich die Sphiren S
und S, nach Eigenschaft 2 in der Vorlesung 15 schneiden. Es sei nun « eine 2-Ebene durch
M., die § und S, in Kreisen C und C, schneidet. Es sei x € CNC,. Wenn die Gerade durch
M., und x tangent an C ist, dann gilt nach dem Hilfsatz [13.7}

POtS(M*) = pz

Wenn die Gerade durch M, und x tangent an C ist, dann gibt es genau einen zusatzlichen
Schnittpunkt x # x zwischen solcher Gerade und C, der nicht auf C, liegt. Also |x' —M,| #
p« und nach dem Hilfsatz [13.7}

[Pots(M.)| = pu - X' — M| # pu - pa. O

Aufgabe 17.3. Es sei I7 : R" — R" eine Inversion und S C R"™ eine Sphire, die nicht
radial beziiglich M, ist. Beweisen Sie, dass S invariant durch I} ist, genau dann, wenn
S C 8. Beweisen Sie auch, dass S nicht invariant durch I sein kann.

Aus dem Satz und der Aufgabe haben wir die folgende Charakterisierung der
Hodographen mit Energie h = —1/2.

Folgerung 17.4. Die Hodographen von Losungen des keplerschen Problems mit ¢ # 0 und
h = —1/2 sind genau diejenigen radialen Kreise (bzg. 0) in R3, die invariant durch die
negative Inversion an der Einheitssphire S*> C R? sind.

Um die geometrische Version des Satzes von Moser zu beweisen, reicht es nun zu zei-
gen, dass die negative Inversion an der Einheitssphire S"~2 C R"! und die antipodale
Abbildung A, : 8"t — S"~! durch die stereographische Projektion verkniipft sind.

Satz 17.5. Wir haben das folgende kommutative Diagramm

gn—1 A, gn-1 (17.1)
R L Rl
wobei I : R*™! — R"! die negative Inversion an der Einheitssphéire S"2 C R"! ist.
Die Kommutativitit bedeutet einfach, dass Wo A, =1 o W.

Beweis. Esseix € S" 1. Wennx = N, dann WoA,(N) = ¥U(S) = 0 = I (c0) = I (¥(N)).
Es sei nun angenommen, dass x # N. Der Winkel xNA,(x) is recht nach dem Satz von

Thales. Also ist A(V(x)NW(A,(x)) ein rechtwinkliges Dreieck und 0 ist der Fulpunkt der
Hoéhe auf der Hypothenuse. Wir haben deshalb

17 = |0(x)| - [T(A(x))]-
Da 0 auf der Strecke zwischen W(x) und W(A.(x)) liegt, folgt es aus der Definition der

negativen Inversion, dass I (V(x)) = V(A.(x)), wie gewiinscht. O
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Beweis der ersten Aussage im Satz [T41]. Es sei C ein Kreis in S® und betrachten wir ¢’ =
U(C). Wenn N € C, dann ist C’ eine Gerade in R®. Wenn N ¢ C, dann ist C ein Kreis in
R3. Nach Satz ist C invariant durch A, genau dann, wenn C’ invariant durch I ist.
Nach Satz und der Folgerung sehen wir, dass C ein Grofkreis ist, genau dann
wenn C’ eine Gerade durch 0 ist (falls N € C) oder C der Hodograph, von einer Losung
mit ¢ # 0 und h = —1/2 ist. Da die Geraden durch 0 die Hodographe der Losungen mit
¢ =0 und h = —1/2 sind, ist der Beweis vollstéindig. O

Um die zweite Aussage in dem Satz von Moser zu beweisen, fangen wir an, eine Parame-
trisierung des Geschwindigkeitsvektor v nach der exzentrischen Anomalie zu bestimmen.

Hilfsatz 17.6. Es seir: R — R3 eine (reqularisierte) Lisung des keplerschen Problems
mit Energie h = —1/2 und es sei u : R — R ihre exzentrische Anomalie. Es gilt die Formel

1

v(u) = —(—esinue1+\/1—62008uf1), (17.2)
1 —ecosu

wobei ey, f; € S% mit (e, f;) = 0. Wenn die Exzentrizitit e im offenen Intervall (0,1)

liegt, dann gilt e = € und f; =i-e. Wenn e = 0 aber ¢ # 0 bilden ey, f;, ¢ eine positive

orthonormale Basis.

Beweis. Nach der Kettenregel haben wir v = ug—;. Wir leiten die Kepler-Gleichung ((11.2))
nach t ab, um % mit Hilfe von zu finden:

. 1
V= —.
1 —ecosu

Der Term % gewinnen wir, indem wir die Formeln im Hilfsatz , bzw. im Satz :11.3
nach u ableiten. Die Multiplikation der zwei Termen gibt uns die gewiinschte Formel fiir
v(u). O

Beweis der zweiten Aussage im Satz [14.1] Die Parametrisierung nach der Bogenlénge ei-
nes Grofikreises v : R — 5% ist aus der Formel (14.1) zu lesen. Nach dem Satz

bekommen wir
U(y(u)) = \I/< —sinue; + V1 —e? cosufl,ecosu> = v(u),

wobei die zweite Gleichung aus den Hilfsatz [I7.6] stammt. O
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18 Satz von Osipov-Belbruno fiir h =0
25.6.

Der Satz von Moser stellt eine Verbindung zwischen Bahnen mit negativer Energie und der
sphérischen Geometrie, wo die Groflkreise die selbe Rolle wie die Geraden in der euklidi-
schen Geometrie spielen. Wir sehen nun, dass eine derartige Verbindung zwischen Bahnen
mit Energie null und der euklidischen Geometrie besteht.

Satz 18.1 (Osipov-Belbruno; h = 0). Die positive Inversion I} : R® — R? an der Ein-
heitssphire S* C R3 gibt eine Bijektion zwischen den Hodographen v mit h = 0 un den
Geraden in R®. Wenn v nach w := u/\/i parametrisiert ist, wobei u die exzenlrische
Anomalie darstellt, dann ist die Gerade nach der halben Bogenlinge parametrisiert.

Beweis der ersten Aussage im Satz [I18.1] Nach dem Satz parametrisieren die Hodo-
graphe v mit i = 0 die Bogen B¢, = C;\{0}, wobei C; ein Kreis mit Mittelpunkt M, = Zi-e
und Radius p, = £, falls ¢ # 0. Wenn ¢ = 0, dann ist C, = R - e die erweiterte Gerade
durch 0 in Richtung e. Aus die Formel im Satz ist das Bild von B¢, durch die
Inversion, falls ¢ # 0, die Gerade

I (Be,) :R.e+ii-e
und die Formel gilt auch fiir ¢ = 0. Wenn ¢ € R? und e € S? mit {c,e) = 0 beliebig sind,
bekommen wir alle die méglichen Geraden des R?. Die Geraden durch 0 entsprechen genau
den Hodographen mit ¢ = 0. O

Um die zweite Aussage in dem obigen Satz zu beweisen, miissen wir zuerst die exzen-
trische Anomalie definieren.

Es sei P C « eine Parabel in einer Ebene o C R3 mit Exzentrizititsvektor e, Brenn-
punkt in 0 und Abstand d zwischen Brennpunkt und Leitlinie. Es sei P’ C « die Parabel
mit Periapsis r;, und Exzentrizitdtsvektor e wie die von P aber mit Abstand 1 zwischen
Brennpunkt und Leitlinie.

Definition 18.2. Wenn r € P, definieren wir s € P’ als der Punkt in P’ dessen Lot auf
der Gerade R - e die Parabel P im Punkt r schneidet. Die exzentrische Anomalie © € R
von r ist die Lange des Lots mit Vorzeichen.

Wir nehmen Koordinaten (z,y) — xe + yi - e auf a. Wenn r = (x,y), haben wir
s = (x,u). Wir finden nun die Gleichungen fiir P und P’ mit Hilfe vom Satz Wir
haben z? + y? = (d — x)?, die wir als

d 1,

2 24"
umschreiben. Die Parabel P’ hat Brennpunkt (d/2—1/2,0) und daher (z+1/2—d/2)*+u* =
(1 -2 —1/2+d/2)?. Wir multiplizieren aus und finden

d 1,
T == —-u’.
2 2
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Das heift, dass die Streckung o : R? — R2, o(z,y) = (z,y/v/d) die Parabel P auf die
Parabel P’ und den Punkt r auf den Punkt s bringt. Also, kommen wir zum folgenden
Ergebnis.

Hilfsatz 18.3. Der Punkt r € P ldsst sich als Funktion der exzentrischen Anomalie auf
folgender Weise ausdriicken:

r= (g — %u2>e—|—\/aui-e.

Wir kénnen nun die Kepler-Gleichung fiir die exzentrische Anomalie beweisen.

Satz 18.4. Es seir : R — R? eine reqularisierte Lisung des keplerschen Problems mit
h =0. Wenn u(t) die exzentrische Anomalie des Punktes r(t) ist, gilt
u(t)® 2
—— + —u(t) = t—t 18.1
wobei ty der Periapsisdurchgang darstellt.

Beweis. Wenn ¢ # 0 beschreibt r eine Parabel P mit d = ¢?/u nach der Gleichung (9.5]). Es
sei Q¢ die von der Bahn im Zeitintervall [ty ?] iberstrichene Region. Dann Area(€, ;) =
$(t — to) nach dem Satz[2.3] AuBerdem gilt

Avea(o(Qu ) = YEE (1 — 1) = Y21 — ).
’ c 2 2
Aber die Region o (€2, ;) ist auch die disjunkte Vereinigung des Dreiecks A(rp,,0s) und des

Parabelsektor von P’ zwischen r,;, und s. Das Dreieck hat Flicheinhalt %%u(t) wihrend
das Sektor hat Fldacheninhalt %, wie folgt aus einer direkten Integrierung oder aus dem

Parablesatz von Archimedes. Die Gleichung zwischen der Summe dieser Flidcheninhélte
und dem Flécheinhalt von o(£2, ;) ist genau die Gleichung in (|18.1)). O

Beweis der zweiten Aussage im Satz [18.1] Aus der Kepler-Gleichung gewinnen wir

2/

2 2’
u _
—1-#

u =

Die Kettenregel gibt uns

.dr 2\/;7 (

du u2+§

c .
—ue—l——l-e).

N

)", sodass, wenn w = u/ /L,

02

m

v(w) c . w c.
—ue+—1-e> = <——e+—1-e>.

1
v2(w) - m< N 2 2u

Das ist genau eine Parametrisierung der Gerade R-e+ ﬁi -e mit Geschwindigkeit 1/2. [

Wir haben v? = 4p(u?® +

L (v(w)) =
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19 Satz von Osipov-Belbruno fiir 2~ = 1/2 (Teil I)
28.6.

Wir diskutieren nun die Beziehung zwischen Bahnen mit positiver Energie und der hyper-
bolischen Geometrie. Wir verwenden dafiir die folgende Schreibweise

Ry D:=R" M\ {veR"!|v<1}

Satz 19.1 (Osipov-Belbruno; h = 1/2). Die Einschrinkung der stereographischen Projek-
tion Uy : H3 — R? auf dem hyperbolischen Raum gibt eine Bijektion zwischen den den
Grofhyperbeln in H? und den Hodographen des keplerschen Problems mit h = 1/2. Wenn
die Grofshyperbeln nach der hyperbolischen Bogenlinge parametrist ist, ist der Hodograph
nach nach der exzentrischen Anomalie parametrisiert.

Wir fangen an, den hyperbolischen Raum in beliebiger Dimension zu definieren.

Definition 19.2. Das Minkowski-Produkt M : R™ — R™ ist die symmetrische Bilinearform

M(x1,%2) == (y1,¥2) — 2122, Vx1 = (y1,21), X2 = (y2,22) € R",
wobei (-, -) das Standardskalarprodukt fiir Vektoren des R"~! ist. Fiir alle r € R definieren

wir die Teilmenge

H "= {xeR" | M(x,x) =71}

und setzen H" ! := H" ' N {x € R" | z > 0}.
Aufgabe 19.3. Machen Sie eine Skizze von H'™! fiir beliebige r, wenn n = 2 und 3.

Bemerkung 19.4. Ein Punkt (y, z) gehort zu H* ! genau dann, wenn z? — y* = 1 und
z > 0. Aus dieser Gleichung folgt es, dass N € H"! und dass (y,z) € H"™! genau dann,
wenn (y, z) € H!. AuBerdem, fiir alle x € H*! mit x # N gilt 2 > 1. Wir haben die Kette
von Gleichungen

y<z<y+1 (19.1)

mit Gleichung genau dann, wenn (y, z) = N. Die erste Ungleichung folgt aus 22—y* = 1 > 0
und die zweite aus

1= -y =(+y)z-y) 2 1+0)(z—y) =2z—y,  V(yz)eH"
Definition 19.5. Wir definieren die stereographische Projektion ¥, : H*! — R"! als

~ 1
Uy(x):=¥(x)=v= Y Vx € H" 1\ {N}, Uy (N) := o0.
—z
Satz 19.6. Die Abbildung ¥, : H"~! — R} ist ein wohl definierter Homéomorphismus
dessen Umkehrabbildung ®, : RT™1 — H""! die folgende Formel besitzt

2 2
,(00) = N, <I>1(v):< _vv,1—1_—02>, VveR



Beweis. Wenn v = Wy(x), dann gilt v > 1 aus ((19.1). Die Stetigkeit von ¥; folgt aus
Aufgabe [13.12] weil
Yy V22 —1 B \/ z+1

-1  z-1 z—1
Das Umkehrbild ®;(v) berechnen wir durch die Gleichungen

o t(v,0)+ (1 —t)N=d(v), t<0, o M(Py(v),P1(v)) =—1.

v =

Wir finden zuerst den Wert von ¢:

2
o —(1—t)’=-1, t<0 — t= :
P (L1 = 1, 2
Wir setzen ¢ in die erste Gleichung und erhalten die Formel fiir ®;(v). Die Stetigkeit von
®, folgt aus Aufgabe [13.12, da limjy|o ®1(V) = N. O

Definition 19.7. Eine GroShyperbel ist die Schnittmenge zwischen H"~! und eine 2-Ebene
a durch 0.

Hilfsatz 19.8. Wenn « die tragende Ebene einer Grof$hyperbel ist, gibt es e; € S"2 und
x = (—Ve2 — 1f},e) € H"™! mit der Eigenschaft, dass

O[IR'(el,O)+R‘X, <e1,f1>:().

Der Punkt x und, bis auf Vorzeichen, der Vektor e, sind eindeutig bestimmt von a. Wenn
x # N ist der Vektor f; auch eindeutig.

Beweis. Die Ebene a darf nicht in {z = 0} enthalten sein, da sie den hyperbolischen Raum
schneidet. Daher gibt es bis auf Vorzeichen einen einzigen Vektor e; € S™2 mit (e;,0) € a.
Es sei nun x’ € H"! N a. Wir nehmen x” = x' — M(x/, e1)ey, sodass M (x”,e;) = 0. Wir
berechnen M (x”,x") = —1 — M(x/,e;)? und

Xl/

X 1=
\/1 + M(X/> 81)2
ist der gewiinschte Vektor. ]

Wir bestimmen nun das Bild der GroBhyperbeln durch die stereographische Projektion.
Zu diesem Zweck definieren wir

K'li={x=(w,1) eR" | w< 1}, Srhi=5""n{x=(w,2) eR" | 2 >0}
und drei Abbildungen
FyHY - H G:H"'— K" P:K" ! — S0
wobei
Fi(y,2) = (-y.2), G.2)='/=1), Pw1)=(w,V1I-uw?)

Die Abbildung F} ist eine Drehung um einen glatten Winkel um die z-Achse. Die Abbildung
G gibt der Schnittpunkt zwischen der Halbgerade R*(y’,2) und der Scheibe K"~!. Die
Abbildung P ist die orthogonale Projektion in die z-Richtung auf die Hemisphire S7 '
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Aufgabe 19.9. Beweisen Sie, dass G invertierbar ist mit Umkehrabbildung

G‘l(w,l):<\/1viw2,\/1£w2>, V(w,1) € K"\,

Satz 19.10. Wir haben die Darstellung ¥, = W o Po G o Fy, wobei ¥ : ST — R die
Einschrdinkung der stereographischen Projektion ist.

Beweis. Es sei (y, z) € H*™'. Wir berechnen
2 1
PoGoFl(y,z) :POG(—y,z) :P(—XJ) = (—X, l—y—) = (—X,—),
2
wo wir die Gleichung 3% — 22 = —1 benutzt haben. SchlieBlich gilt

y 1 Iy y
TSR ) 0
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20 Satz von Osipov-Belbruno fiir h = 1/2 (Teil ITI)
2.7.

Um die erste Aussage im Satz zu beweisen, fithren wir die folgende Klasse von Kreise
auf S"~! ein.

Definition 20.1. Ein Kreis C € S™ ! heifit vertikal, wenn C = N S"!, wobei 3 eine
2-Ebene ist, die eine Gerade mit Richtungsvektor N enthélt. Ein vertikaler Halbkreis ist
der Teil eines vertikalen Kreises, der in Sﬁ’l enthalten ist.

Aufgabe 20.2. Beweisen Sie: die Ebene B eines vertikalen Kreises lisst sich als
f=(w,1)+R-(e,0)+R-N, w,e €R" w<l, e €85 (w,e) =0

schreiben. Auflerdem, die Vektoren w und, bis auf Vorzeichen, e, mit den obigen Figen-
schaften werden von (B eindeutig bestimmdt.

Hilfsatz 20.3. Die Abbildung PoGoF; : H*> — S% gibt eine Bijektion zwischen der Menge
der Grofhyperbeln und der Menge der vertikalen Halbkreise.

Beweis. Nach dem Hilfsatz kénnen wir die tragende Ebene einer GroShyperbel ~ als
a=R-(e,0)+R -x

schreiben, wobei e; € S"72, x € H" ! und (y,e;) = 0. Wir haben Fi(y) = Fi(a) N H" !,
wobei Fi(a) =R - (e1,0) + R - Fi(x). Diese Ebene schneidet {z = 1} in der Gerade

g=(WwW+R-e,1)+N, (w,1) = G o Fi(x).

Das bedeutet, dass wir die Menge P o GG o F () erhalten, indem wir die Hemisphére Sﬁ‘l

mit der Ebene
f:=(w,0)+R-(e,0) +R-N

schneiden. Die Korrespondenz o +— (3 ist eine Bijektion, denn die Paaren (e, x) und (e, w)
bestimmen « bzw.  eindeutig und (e;,x) — (e, w) ist eine Bijektion nach Aufgabe
19.9 [

Definition 20.4. Wir definieren F, : S"~1 — S"~! als die Spiegelung an der Hyperebene
{xeR" | z=0}.
Aufgabe 20.5. Schreiben Sie eine Formel fiir Fy und beweisen Sie, dass Fy = Fy o A,.

Hilfsatz 20.6. Die vertikalen Kreise sind diejenige Kreise auf S™, die nicht in {z = 0}
enthalten sind und invariant durch die Abbildung Fy sind.

Beweis. Es sei angenommen, dass C ein Kreis auf S”~! mit tragender Ebene 3 ist, der
nicht in {z = 0} enthalten ist. Wenn (y,z) € f mit z # 0 und Fy(y,z) = (y,—2) € 5,
dann liegt die Gerade (y, z) + R(0,2z) in . Diese Gerade hat N als Richtungsvektor. Es
sei umgekehrt angenommen, dass ( vertikal ist. Mit Hilfe der Darstellung in Aufgabe [20.2]
sieht man direkt, dass § und daher C invariant durch F3 sind. ]
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Hilfsatz 20.7. Wir haben das kommutative Diagramm,

g1 2, gn-1 (20.1)

_ I+ _

Rn—l * Rn—l
wobei I7 : R"™1 — R"™! die Inversion an der Einheitssphire S"~% C R"™! darstellt.
Beweis. Wir beweisen zuerst, dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

Fy

gn—1 L, gn-1 (20.2)

™ A* ™ 7, —
Rnfl R™ 1

wobei A, : R" ! — R™*! die antipodale Abbildung mit Zentrum O ist. In der Tat,

1 1 1
U(Fi(y.2) = ¥(-y.2) = 7 (-¥) = —1—¥ = A(7=2¥) = 4.0 2))
Die Kommutativitdt des Diagramms in (20.1)) folgt, wenn wir die Diagramme ({17.1]) und
(20.2)) nebeneinander setzen und benutzen, dass Fy o A, = Fy und A, o I, = I}:

VoFy=VoF oA, =A,0Vo0A, =A, 0l o¥ =100, O

Folgerung 20.8. Die stereographische Projektion U : S% — R? gibt eine Bijektion zwi-
schen der Menge der vertikalen Halbkreise und der Menge der Hodographe mit Energie
h=1/2.

Beweis. Wir erinnern uns an den Satz[17.2] der besagt, dass die Hodographe v mit Energie
h = 1/2 die Bogen Bc parametrisieren, wobei C invariant durch I} aber nicht in S?
enthalten ist. Die Behauptung folgt dann aus der Zusammenarbeit von Hilfsatz [20.6| und

20.71 [

Beweis der ersten Aussage im Satz [19.1] Die gewiinschte Bijektion ist als Verkettung der
Bijektion im Hilfsatz und der in der folgerung [20.8| gegeben. [
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21 Satz von Osipov-Belbruno fiir h = 1/2 (Teil III)
5.7.

21.1 Das hyperbolische Skalarprodukt

Definition 21.1. Es sei x € H" . Der tangentiale Raum von H" ! in x ist der Vektorraum
T H"! .= {h eR" | M(x,h) = 0}.
Das hyperbolische Skalarprodukt (-, - )i : ToL,H"! x T,H"! — R ist definiert als
(hy, hy)g = M (hy, hy), Vhy, hy, € TLH"

Hilfsatz 21.2. Fir alle x € H"! ist T,H""! ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum
von R™ und das hyperbolische Skalarprodukt ist tatsdchlich ein Skalarprodukt, das heifst

(h,h)i >0, Vhe T,H', h#0.
Beweis. Wenn x = (y, z), dann gehért h = (yy, 2;) zu TyH"™! genau dann, wenn

(y,y1) — 22 =0

und die ist die Gleichung einer Hyperebene. Aus dieser Formel finden wir, dass

L = Yy
z
und deshalb ( >2 - )
Y. 1 'y Y
M(hh)=yi =2t =y ——5— >y -5 =3

und der letzte Term ist positiv, wenn h # 0, wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung
benutzt haben. W

Nach diesem Hilfsatz definieren wir die hyperbolische Norm von h € T, H" ! als

|h|H =\ <h, h>H

Hilfsatz 21.3. Es seix: [ — R" eine Kurve. Wenn x(I) C H"™!, dann gehért der Vektor
x(t) zum Tangentialraum T H" ™" von H"™' in x(t) fir jede t € 1.

Beweis. Wenn x(I) € H"! haben wir M(x(t),x(t)) = —1. Wir leiten diese Gleichung
nach ¢ ab und benutzen die Bilinearitdt und Symmetrie von M, um die Behauptung zu
beweisen. ]

Definition 21.4. Eine Kurve x : I — H" ! ist nach der hyperbolischen Bogenlinge
parametrisiert, genau dann, wenn |X(t)|g»—1 = 1 fiir alle ¢ € I.
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Hilfsatz 21.5. Es sei H" ' N« eine Grofshyperbel, wobei
a=R:(e,0)+R-x, X = (—\/ﬁfl,e), e, fi € "% (e, f)) =0.
Die Kurve v, : R — H" ', wobei fiir alle u € R
Yo(u) := coshux + sinhue; = (sinhue; — \/éi—lcoshufl,ecoshu),
st eine Parametrisierung nach der hyperbolischen Bogenldinge der gegebenen GrofShyperbel.

Beweis. Das Resultat folgt direkt aus der Tatsache, dass e; € S" 2, x € H* ! und
M(x,(e1,0)) = 0. O

21.2 Die exzentrische Anomalie fiir h > 0

Es sei H C «a ein Ast einer Hyperbel in einer Ebene o C R? mit Exzentrizitiitsvektor e,
Brennpunkt in 0 und reellen Halbachse a. Wir schreiben M € « fiir den Schnittpunkt
zwischen den zwei Asymptoten von H. Es sei H' C « der Ast der Hyperbel mit

e =172, & =e, i = Cmin, a =a.
Es folgt daraus, dass M’ = M und wir kénnen den Ast H' bijektiv parametrisieren als
s(u) = M + a(— coshu)é + a(sinh u)i - €, u e R. (21.1)

Definition 21.6. Wenn r € H, definieren wir s € H' als der Punkt in H’ dessen Lot auf
der Gerade R - e die Hyperbel H im Punkt r schneidet. Die exzentrische Anomalie von r
ist die einzige u € R mit s = s(u), wobei die rechte Seite von (21.1]) gegeben ist.

Wir geben nun die Darstellung von r als Funktion von u und die Kepler-Gleichung fiir
u ohne Beweis.

Satz 21.7. Der Punkt r € P lisst sich als Funktion der exzentrischen Anomalie auf
folgender Weise ausdriicken:

r = a(e—coshu)é+a\/e2 — 1sinhui-e.

Diese Formel gilt auch fiir die entartete Hyperbel mit e = 1. Wennr : R — R? eine requ-
larisierte Losung des keplerschen Problems mit h > 0 und u(t) die exzentrische Anomalie
des Punktes r(t) ist, gilt

esinhu(t) —u(t) = \/g(t —tp), (21.2)

wobei ty den Periapsisdurchgang darstellt. Es folgt, daraus, dass die Parametrisierung nach
der exzentrischen Anomalie eines Hodographs v mit h = 1/2 durch die Formel

1
v(u) = —(sinhué —Ve? —1coshui- é)

1 —ecoshu
gegeben ist. ]
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Beweis der zweiten Aussage im Satz [19.1]. Es sei v, : R — H"! eine GroBhyperbel, die
nach der Bogenlidnge parametrisiert ist. Nach dem Hilfsatz haben wir

Yolu) == (sinhue1 —+ve2 —1coshuf], ecoshu).

Hier x = (y,e) und y = —v/e? — 1f;. Wir berechnen dann nach der Definition m

Uy (Yo (u)) ;(sinhuel - \/62——1coshuf1) = v(u),

- 1 —ecoshu

wobei die entsprechende Losung den Exzentrizitdtsvektor und den Drehimpuls
e:=ceq, c=vel—le xfi=y xe

besitzt. [
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22 Das n-Korperproblem
9.7.

22.1 Der allgemeine Fall

Wir betrachten nun n-Korper ry,...,r, im 3-dimensionalen euklidischen Raum mit posi-
tiven Massen my, ..., m,, die sich unter der Wirkung der gegenseitigen Gravitationskraft
bewegen. Also, wir haben das folgende System von Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung, die wir (gravitationales) n-Kdrperproblem nennen,

. Gmym; ,
m;r; = Z—%I‘U, 1= 1,...,77,, (221)
i#i i

wobei G die universelle Gravitationskonstante und m; die Masse von r; sind und wir die
Notation
rij =T =Ty, Ty = |ry]

benutzt haben. Wir bemerken, dass r;; = —rj; und deshalb r;; = 7;;. Unser System wird
wohldefiniert sein, wenn die Kérper verschiedene Lagen im Raum besetzen. Das heifit, dass
der Gesamtvektor r := (ry,...,r,) € R3 zum Komplement der dicken Diagonale gehort:

AC = R¥\ A, zl:{reR%

327&‘]7 I'Z‘:I'j}.
Aufgabe 22.1. Wie kann man die kompakten Mengen von A€ charakterisieren?

Wir benutzen die folgende Notation fiir den Gradient einer Funktion u : R3" — R:

o du o
6%’ ayi’ 8zl

gradu = (grad,u,--- ,grad,u), grad,;u := ( ) eR® Vi=1,...,n,

wobei r; = (2, i, 2;)-

Aufgabe 22.2. Es seien i # j und betrachte man die Funktion r;; : A® — R™. Zeigen Sie,
dass fir alle t =1,...,n

0, wenn{#1,j;
grad,r;; = ¢ Ty, wenn { =i (22.2)

rj, wenn/l=j.

22.2 Das eingeschrinkte n-Korperproblem

Wenn wir beide Seiten der Gleichung (22.1)) durch m; teilen, bekommen wir



Diese Gleichung hat physikalische Bedeutung auch wenn einige der Massen, zum Beispiel

Mprit, .- ., My, die wir Satelliten nennen, viel kleiner als der Massen myq, ..., m,/, die wir
Primdrkérper nennen, sind. In diesem Fall kénnen wir in (22.3) my 4 = ... = m, =

0 setzen. Dann beinflusst ein Satellit die Bewegung eines anderen Satellites oder eines
Primérkorpers nicht. Also 16sen die Priméarkorper das n/-Koérperproblem

2
J#i i

Gmym; . .
mig =3 g =1 (22.4)

wahrend jeder Satellit r; die Gleichung

/

u ij r; — I'j(lf)

B() =F( (),  Flr):=- — |r; —r;(t)[? [r; — 1 ()]

(22.5)

16st. In (22.5) werden die Bahnen ¢ — r;(t) fiir j = 1,...,n’ als bekannten betrachtet und
deshalb ist solche Gleichung nicht autonom, weil ihre rechte Seite explizit von der Zeit ¢
abhéngt. Die Formel fiir die Kraft F auf r; hingt nur von den Priméarkérpern und nicht
von i ab. Deswegen ist es genug den Fall n” = n — 1 (d.h. , es gibt nur einen Satelliten)
zu betrachten. Dieser Fall ist der sogenannte eingeschrdnkte n-Kdérperproblem, wobei oft
zusétzliche Bedingungen auf der Bewegung der n — 1 Primérkorper verlangt werden.

Also, unser Ziel wird das System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu
behandeln. Dafiir werden wir aus diesem System eine einzige Differentialgleichung in einem
hoheren dimensionalen Raum gewinnen und dann auf die Theorie, die wir in Vorlesung 3
und 4 entwickelt haben, zuriickgreifen.

22.3 Konservative Systeme
Wir betrachten nur Systeme zweiter Ordnung der Art

mlf'l = Fl(rl, e ,I'n,I.'l, e ,I"n>

mpt, = F,(ry, ... 00,11, ..., 1)

ein System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung, wobei m; € R*, r; : I — RF
Vektorfunktionen und F; : Z x (RF)® — R* die Kriifte sind und Z eine offene Teilmenge

des (R¥)™ ist. Die Kurven ry,...,r, : I — R? losen dieses Gleichungssystem genau dann,
wenn r := (ry,...,r,) : I — Q die folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung 16st:
M-t =F(r,r), (22.6)

wobei die Tragheit und die Kraft definiert als

mls ... ... Fy(r,v)

M:=1| : . |, F(r,v) = : : (22.7)
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sind. Wir definieren die kinetische Energie des Systems 7' : R3" — [0, +-00] als

n

1 1
T(v) := §yvy§4 => Emiv?.

=1

Wir mochten nun das System ([22.1]) untersuchen durch das Studieren von allgemeineren
Systemen der Art

mzrz = Fi(rl, .. ,I‘n) = - Z szf(r”)f'u, (228)

J#i
wobei v;; die Eintrége einer symmetrischer Matrix v € S(n) sind und f : R — R irgend-
welche Funktion ist. Fiir (22.1)) haben wir v;; = m;m; und f(r) = G/r?.

Definition 22.3. Der lineare Impuls des Systemes ist

n
P = E m;Vv;
i=1

und der Schwerpunkt des Systemes ist

n
1
S = E m;Xq,
m £
=1

wobei m :=mq + ...+ m, die gesamte Masse des Systemes ist.
Hilfsatz 22.4. Der lineare Impuls ist ein erstes Integral fiir (22.8). Deshalb gibt es q € R3
mit p
rg = t— + q.
m

Beweis. Wir berechnen

p= Zmivi == Z Z vig f(rij)tij = — Z vig [ (rij)ti; — Z vig [ (rij)ti (22.9)

i=1 i=1 ji i<j j<i

Wenn wir die Namen der Indizen umtauschen, gewinnen wir

E V'Ljf Tz] rz] E ijf 7“]1 r]z E V’Ljf Tz] rz] E szf rz] rz]

j<t 1<J 1<j 1<j
Also die zwei Summen in (22.9) kiirzen sich ab und die Aussage ist bewiesen. O

Es seien nun r; Losungen von (22.8)). Wir fithren Kurven r; :=r; — rg ein, sodass
p=0 r5=gq

Wir werden auch das Koordinatensystem wéhlen, sodass q = 0. Also rg = 0. Da T, =Ty,
r; = I; und T;; = r;;, 16sen die neuen Kurven immer noch das System (22.8)).
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22.4 Anwendung zum Zweikorperproblem

Wir nehmen n = 2 in (22.1). Nach der obigen Diskussion koénnen wir annehmen, dass
mrg = mir; + mory = 0. Es folgt daraus, dass

m m

ro = ——11'1, r = ——21'2, (2210)

ma my
also ry liegt zu jeder Zeit auf der anderen Seite von ry beziiglich dem Schwerpunkt rg =
0 und ro/ry = my/msg, das heifit, dass das schwerere Korper nidher zum Schwerpunkt
ist. Wir finden also rip = r; —ry = %1‘1 = —mﬂlrQ. Mit Hilfe dieser Formel ist das
Zweikorperproblem dquivalent zu

ms 1 m3 1
P=-G—2_r¢ Fo = —G—L 1. 22.11
1 m2 T‘% 1, 2 mQT% 2 ( )

Also jeder Kérper ist eine Losung des keplerschen Problems mit Konstanten Gm3/m? und
Gm3/m?. Jede Losung bestimmt die andere durch die Formel (22.10). Die Kurven ry und
ro liegen auf der gleichen Ebene oder gleichen Gerade, wenn ¢ = 0, und beschreiben die
selbe Art von Kegelschnitt.

Aufgabe 22.5. Es sei angenommen, dass ry und ro Ellipsen beschreiben, die sich in einem
Punkt beriihren. Finden Sie das Verhdltnis der Massen der zwei Korper als Funktion der
Ezzentrizitit e. Wie schwerer muss der erste Korper als der zweite sein, wenn e =1/2¢

Aufgabe 22.6. Beweisen Sie das dritte Keplergesetz fiir zwei Kérper mit Summe der
Massen gleich m und Abstand gleich a, die sich in Kreisbahnen bewegen. Leiten Sie eine
dhnliche Formel, wenn die Kdrper sich in elliptischen Bahnen bewegen und der minimale
und mazimale Abstand zwischen der Korper sind amin und Gmax-

Aufgabe 22.7. Es sei ry die Sonne und ro die Erde. Wir méchten nun ry, das heifit den
Abstand zwischen der Sonne und dem Schwerpunkt des Zweikorpersystems, berechnen mit
Hilfe der Formel ri = (Gmg)rs/(Gmy). Wir nehmen an, dass die Bahnen Kreis sind.

Die Masse der Erde mal die Gravitationskonstante ldsst sich mit einfachen FExperi-
menten berechnen. Man findet Gmo = 4 - 10"m?3/s%. Der Abstand ro zwischen der Erde
und der Sonne ist ro = 1,5 - 10" m. Diese Grife ist praktisch in zwei Schritte bestimmdt.
Erstmal betrachtet man ein weiteres Planet rs (zum Beispiel Mars) und findet man den
relativen Abstand durch das dritte keplersche Gesetz r9/rs = (p2/p3)?/®, wobei py und ps
die Periode der Planeten sind. Dann berechnet man rs mit Hilfe der Parallaze. Der erste
Wissenschaftler, der 1672 eine befriedigende Vermessung von rs erhielt, war Giovanni Do-
menico Cassini. Da my viel grifer als my ist, haben wir Gm3/m? ~ Gmy. Daher lisst sich
die zweite Gleichung in durch die Gleichung 1o = —Gmléf'g approximieren. Da
die Revolutionszeit der Erde um die Sonne bekannt ist, konnen wir mit Hilfe des dritten
keplerschen Gesetzes finden

Gy — 47?22- 3 _ 472(1,5)% - 1033
P (3-107)2

Also ergibt es sich r; = 4 -10°m = 400 km = %Radius der Sonne.

m?/s* =1,5-10*m?/s*,
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23 Erste Integrale des n-Korperproblem
12.7

Definition 23.1. Es seien ry,...,r, Korper mit konstantem Schwerpunkt rg = 0. Der
Drehimpuls eines Systems (um seinen Schwerpunkt) ist

n
C = E m;r; X Vj.
i=1

Hilfsatz 23.2. Der Drehimpuls ist ein erstes Integral fiir (22.8]).

Beweis. Wir berechnen

c—E m;(F; X vi +1; X V;) = E r; X E Vij [ (i)t

i=1 1=1 j#i

= — Z Z Vijf(rij)ri X IA'l‘j

i=1 j#i

_ Z Z Vzgf rl] I'j

=1 j#i

Zy”f ”)r X T —|—ZVUf ”)r X T
— 7 7 1 J
.7

1<J 1<t Z]
Wenn wir die Namen der Indizen umtauschen, gewinnen wir
Sl sl el

T T T
j<i t i<j Jv i<j v

Es sei U : R — R eine Stammfunktion fiir f und es sei Uij == l/ijf] ory + A® — R fiir
alle 7 # j. Die potentielle Energie des Systems ist
U:A°= R, Ur):=)» Uy
i<j

Aufgabe 23.3. Zeigen Sie, dass das Gravitationspotential aus der Gleichung ([22.1)) die
Gestalt U(r) = —G/r besitzt, sodass

Gm;m;
i<j R

Hilfsatz 23.4. Wir haben gradU(r) = —F(r). Insbesondere ist die Kraft F konservativ
und die Energie

E:A°xR™ =R, E(r,v):=T(v)+U(r)

stellt ein erstes Integral dar.
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Beweis. Wir haben gradU(r) = —F(r) genau dann, wenn grad,U(r) = —F,(r) fiir alle
=1,...,n. Wir berechnen mit Hilfe der Formel (22.2))

grad,U = Z Vz'jgrade(U oryy) = Z vij f(rij)grad,ri; = Z v [ (re;)Fej + Z Vie f (rie)Pe;

i<j i<j £<j i<t
= Z v [ (rej)Fej + Z vej | (re;) e
1291 Jj<t
= v f(rey) e
it
= —Fg(r). []

Aufgabe 23.5. Es seir = (r1,r3) eine Losung des zwei Korpersproblems mit Energie h

und Drehimpuls c. Es seien hy,ci und ho,co die Energien und die Drehimpulsen von ry
und ro, als Lésungen der zwei keplerschen Probleme in (22.11)). Zeigen Sie, dass

2 2
m m
h1:2—22h, hgzg—lzh, h:h1+h2
mi +mj mi + mj
ma ma
c; = —cC, Cy = —C, C=2C] +Coy
m m

Satz 23.6. Es sei f : RT — R und es sei angenommen, dass

lim inf U(r) > —oo.

r—-+o0o

Es seir : [0,ts) — A° eine mazimale Losung von (22.8)), wobei to, € RT U {4+00}. Man
definiere fir alle t € [0,t) die positive Zahl

p(t) = min{ry(t) | i # j}.
Wenn t,, < 400, dann

lim p(t) = 0.

t—=too
Beweis. Fiir alle € > 0 betrachten wir die Mengen M, C A°
M :={r e R |Vi#j, ri >¢€}.
Wir zeigen nun, dass es fiir alle € > 0 und h € R ein ., > 0 existiert, sodass, wenn
(rg,vo) € (M. xR3*)NE~Y(h) und r : [0,%;) — A° die maximale Lésung mit r(0) = ry und

1(0) = vy ist, haben wir die Abschétzung t; > t . Es sei (ro, vo) € (M x R*) N E~'(h).
Wenn r € B, /4(rp), dann |r; — (r;)o| < €/4 fiir alle 4 und

rij = ri — 1| > |(r:)0 — (r;)o] — [ri — (ri)o] — |(rj)o —1x;] > e —€/4 —€/4 =¢€/2.
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Wir haben also gezeigt, dass B 4(ro) C M,/2. Nach Satz gilt

> )\M 6/4 > )\M 6/4
12\ >\ = .
2 \/h —Ming_ () U 2 \/h — minyy, , U

Also wir miissen U auf My mit ¢ = ¢/2 nach unten beschriinken. Nach Voraussettzung
gibt es Cv > 0 mit der Eigenschaft, dass U(r) > —Cy fiir alle r > €. Fir r € M. gilt
ri; > € und daher

Ulr) = wviU(ri) = > —|vyglCo.

1<j 1<J

4
t > ‘/)\TM ¢/ . 0
\/h + Co 3 i Vil

Folgerung 23.7. Wenn r : [0,ty) — A€ eine mazimale Lisung des gravitationellen n-
Korperproblems (22.1)) mit too < +00 ist, dann p(t) — 0 firt — t. ]

Schliefllich

Der obige Satz sagt, dass wenn die maximale Losung nicht fiir alle Zeite definiert ist,
dann der Abstand zwischen zwei der Korper gegen null konvergiert. Wenn n = 2 wissen
wir, dass die Korper kollidieren.

Wir werden sehen, dass genau so fiir n = 3 passiert. Aus dem Satz von Sundman wird
auch folgen, dass wenn alle drei Kérper miteinander Kollidieren, dann muss der Drehimpuls
verschwinden. Das heifit, dass fiir das 3-Kérperproblem mit nicht verschwindendem Dre-
himpuls die Korper nur paarweise kollidieren kann. In diesem Fall konnen wir die Losung
regularisieren und fortsetzen, wie wir fiir das Keplerproblem gemacht haben.

Schlielich, wenn n > 3, ist die Situation ziemlich komplizierter, denn zwei Koérper
gegen unendlich kénnen laufen und gleichzeitig ndher und néher zueinander kommen in
endlicher Zeit ...
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24 Kollisionen in dem n-Korperproblem
16.7.

Wir betrachten nun eine Gleichung der Art M - ¥ = —grad U(r), wobei U : Z — R, Z ein
verallgemeinerter Kegel und U eine p-homogene Funktion.

Definition 24.1. Eine Menge Z C R? heifit verallgemeinerter Kegel, wenn
rc#Z =— VIeR", e

Es sei p € R. Eine Funktion U : #Z — R auf einem verallgemeinerten Kegel heifit p-
homogen, wenn

U(Ar) = \U(r), VAERT, re .

Aufgabe 24.2. Zeigen Sie, dass die Menge A ein verallgemeinerter Kegel ist. Wenn die
Funktion U : Rt — R p-homogen ist, ist auch das Potential U p-homogen. Zeigen Sie,
dass U # 0 p-homogen ist, genau dann, wenn es U; € R\ {0} gibt mit

U(r) = Uyr?, VreR".

Dieses Potential geniigt der Bedingung lim inf,_, | U(r) > —oo vom Satz m genau dann,
wenn pU; > 0. Das Potential U(r) = —G/r ist homogen mit p = —1 und U; = —G.

Hilfsatz 24.3. Es sei U : #Z — R eine p-homogene Funktion auf einem offenen verallge-
meinerten Kegel. Dann, fiir aller € Z und X\ € RT gilt

grad U(\r) = W 'grad U(r), (gradU(r),r) = pU(r). (24.1)

Beweis. Die zwei Identitéten folgen unmittelbar, wenn wir U(Ar) = APU(r) nach r bezi-
ungsweise nach A\ (und A\ = 1 einsetzen) ableiten. O

Folgerung 24.4. Es sei U : # — R eine p-homogene Funktion auf einem offenen ver-
allgemeinerten Kegel mit p # 0 und U(r) # 0 fir alle v € %. Dann ist der Gradient
von U nirgends null und die Gleichung M - ¥ = —grad U keine konstante Losung besitzt.
Insbesondere besitzt das n-Kdorperproblem keine konstante Ldsung.

caption. Wenn der Gradient im Punkt r gleich Null wire, hitten wir 0 = (grad U(r),r) =
pU(r). Also einer zwischen p und U(r) wéare Null. Die Korrespondenz zwischen kritischen

Punkten von U und konstanten Losungen von Mi = —grad U(r) war der Inhalt von
Aufgabe [4.2] O

Fiir homogene Potentiale die Trégheitsmoment
1
I:%— R, I(r) ::§<r,M‘r>, VreZx

spielt eine wichtige Rolle.
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Beispiel 24.5. Fiir ein System von n-Kérpern mit Matrix M gegeben durch (22.7)) haben
wir einfach
I~
i=1

Hilfsatz 24.6 (Lagrange-Jacobi Identitit). Es sei U : Z — R eine p-homogene Potential.
Wenn r eine Lisung von M -t = —grad U(r) mit Energie E(r,v) = h ist, gilt dann

[=2T —pU =2h— (p+2)U = (p+2)T — ph. (24.2)
Beweis. Mit Hilfe der Symmetrie von M haben wir
[=1FM 1)+ 1@, M- i) = (r,M ).
Wenn wir nochmal ableiten, bekommen wir
I= (&M 1)+ (r,M-#) = 27(¢) — (r,grad U(r)) = 2T°(¥) — pU(r).
Das zeigt die erste Identitit. Die anderen zwei folgen aus h =T + U. ]

Mit Hilfe der Tragheitsmoment kénnen wir die maximale Losungen des n-Koérperpro-
blem mit endlichem Lebensdauer besser verstehen. Insbesonder werden wir beweisen, dass
fiir n = 3 sie einer Kollision entsprechen.

Definition 24.7. Eine Losung r : [0,t.) — A€ von ([22.8) erlebt eine totale Kollision,
wenn es q € R? gibt mit

lim r;(t) = q, Vi=1,...,n.

t—too

Hilfsatz 24.8. Wenn eine Losung r : [0,ty) — A€ von (22.8) mit rg = 0 eine totale
Kollision in q erlebt, dann rg = q. Es folgt daraus, dass lim;_; _ I(t) = 0.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus

1 1
r¢ = lim —Zmlrl = Zml lim I‘Z = E m;q = quzq. O

t—otoo N t—too
i=1

Satz 24.9. Es seir : [0,ty) — A® eine maximale Losung von (22.8) mit rs = 0, wobei
vij > 0 und U(r) = Uyr? mit Uy < 0 und p € (—2,0) (zum Beispiel v lost (22.1])). Es sei

angenommen, dass i # j gibt mit

lim 7;;(t) = 0.

t—too
Dann limy_,,_ I(t) = +o0 und

entweder Jim I(t)=0 oder 31 e RT, Vt e [0,ts), I(t)>1. (24.3)
—too
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Im ersten Fall erlebt das System eine totale Kollision, die Lebensdauer to, ist endlich und
](t) ist negativ fiir t groff genug. Im zweiten Fall und unter der zusdtzlichen Voraussetzung
n = 3 gilt die folgende Aussage: Wenn t,, = 400, dann konvergieren ry,ro, T3 gegen
00 € R3; wenn to < 400 gibt es q; € R? und p € RT, sodass

e lim r;(t) =q; = lim r;(?), o Vte[0,ts), 1ul(t)>p, 1Ti(t)>p,
t—too t—too
wobei ¢ # 1, 7.

Beweis. Unter den Voraussetzungen iiber das Potential gilt U(r) < Ulrfj, U, = Vijljl < 0.
Da r;(t) fir t — to gegen Null konvergiert, haben wir auch

lim U(r(t)) < lim Uyrj;(t) = —oo.
t—too

t—=too

Nach der Lagrange-Jacobi Identitét

lim 7(¢) = lim <2h +(p— 2)U(r(t))) = +o00.
Das impliziert, dass entweder I(¢) < 0 fiir ¢ groB genug oder 1(¢) > 0 fiir ¢ groB genug. Im
ersten Fall muss ¢, endlich sein, wie wir jetzt begriinden. Es gibt ¢;, sodass fiir alle ¢ > ¢
die Ungleichungen I(t) > 1 und I(t) < 0 gelten. Der Fundamentalsatz der Analysis liefert

0> I(t)=1I(t))+ /t](T)dT > [(t)+ (t—t)

t1

und wir folgern ¢ < t; — I(t;). Es sei dann I, := limy_,__ I(t). Wenn I, = 0, erlebt das
System eine totale Kollision. Wenn I, > 0, besitzt I eine positive untere Schranke. Die
Alternative ist somit vollstdndig bewiesen.

Es sei nun angenommen, dass n = 3 und I(t) > Iy > 0 fiir alle ¢ € [0,t). Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit seii =1, j =2 und £ = 3. Es sei 1’ := %(mlrl + morsy),
wobeil m’ := m; + msy. Wir haben

/ o mg / o my
r —r3 = — T, r —r;=—Ty,
m m
sodass |1’ —r1| und |r’ — ry| gegen Null konvergieren fiir ¢ — ¢,,. Da 0 = rg gewinnen wir

/

ms m
r'=——rs3, r3=——r (24.4)

m ms

und wir haben die Formel
9, Mg o 2

myrt + maora + T = m'r'®. (24.5)
Es folgt daraus, dass
mi1me 1 1
=1 — o 7"%27 I' = 57’/7,/7’/2 + §m37"§
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sodass |I(t) — I'(t)| gegen Null konvergiert fiir ¢ — t,,. Wir leiten aus (24.4))

lmgm 2 _ I/

/
2 _p_1lmm
2 m 3 2m3

r

her. Es sei nun angenommen, dass t,, = +oo. Dann I(t) — 400, da I(t) — +oco. Wir
haben auch I'(t) — 400 und deshalb r3, 7" — +o0.

Es sei nun angenommen, dass t,, < +00. Aus einem Beweis per Widerspruch folgt es,
dass es ein p > 0 gibt mit r13(¢) > p und r13(¢) > p (sonst liminf, ,;  I(t) = 0). Nach der
Gleichung gewinnen wir

l¥5] < C, C = 77%3(1/13 + V23)p(71pp_1.
Der Fundamentalsatz der Analysis liefert |f3| < C” und deshalb
lr3(t) —r3(t)| < C'|t — 1), Vi, t' € 0,ts).
Da to < 400 sehen wir, dass r3(t) — g3 € R? als t — to. Dann q; = —™qs. O

Aufgabe 24.10. Es sei U(r) = Uyr? mit Uy < 0 und —2 < p < 0. Wir betrachten
eine Losung r : [0,4+00) mit unendlicher Lebensdauer. Zeigen Sie, dass falls h > 0 die
Konfiguration nicht beschrinkt ist. Das heifit, dass fiir jede tg > 0 und p > 0 fiir alle t >t
ein Korper r) existiert mit vy (t) > p.
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25 Totale Kollisionen und homographische Losungen
19.7.

25.1 Der Satz von Sundman

Wir werden nun den folgenden Satz von Sundman iiber totale Kollisionen beweisen.

Satz 25.1 (Sundman, 1912). Es sei U(r) = Uyr? mit U, < 0 und =2 < p < 0. Eine
Losung r : [0,ts) — A von (22.8) beziiglich dem Potential U mit r¢ = 0, die eine totale
Kollision erlebt, besitzt verschwindenden Drehimpuls: ¢ = 0.

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir die folgende Abschétzung.

Hilfsatz 25.2 (Sundmans Ungleichung). Fiir jede Liosung von (22.8) mit U eine p-homogene
Funktion gilt

4 3
2< — I(I +ph). 25.1
&< I+ ph) (25.1)

Beweis. Wir schatzen ab

c= ’Zmzrz X V; Zmz|rl X v < mevl = Z vmir:) (y/miv;) < \/_\/ﬁ

wo wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung benutzt haben. Da (p +2)T =
I + ph nach (24.6)), folgt durch Quadrierung

I—l—ph
p+2°

< A4IT = 41 O

Beweis des Satzes von Sundman. Wir nehmen t; € (0,ts) groB genug, sodass I(t) < 0
und I(t) <1 fiir alle t € (t1,ts). Wir multiplizieren dann die Sundmans Ungleichung nach
—1/1 > 0 und bekommen

. i(phu 112)]

d I 4 L
1 o< ——(phl +11) =
(C og[) - p—|—2(p + 1) dt[ p+2 2

7S
Also gibt es eine Konstante K € R mit
1 4 1. —4ph
2 2
1 _<——( I —I> K<CI+K, (="
clgr s ity A sCit P+ 2
Da I <1 ist log% > (0 und wir schlieflen
A< Cr+ K.
- log%
Wir nehmen dann den Limes der rechten Seite fiir ¢ — ¢, und benutzen dass I(t) — 0,
sodass log ﬁ — 400 und

I(t) + K

t=to  log ﬁ

= 0. ]
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25.2 Homographische Lésungen

In diesem Abschnitt werden wir nur das n-Kérperproblem (moglicherweise eingeschriankte)
betrachten. Die Diskussion lisst sich leicht fiir ein abstraktes Potential der Art U (r) = UyrP
mit U; < 0 und p < 0 anpassen.

Also suchen wir nach Losungen von , die schone geometrische Eigenschaften be-
sitzen und werden stets annehmen, dass alle die Konfigurationen Schwerpunkt in 0 haben.

Definition 25.3. Eine Losung r = (ry,...,r,) : (fto,t1) — A° von (22.3) heifit ho-
mographisch, wenn a = (ai,...,a,) € A° und Abbildungen A : ({p,t;) — R und
Q : (to,t1) = SO(3) existieren, sodass

ri(t) = AMt)Q(t)a,, Vte (to,t1), i=1,...,n. (25.2)
Also bleibt die Losung selbstéhnlich. Eine homographische Losung r ist
e homothetisch, wenn @ konstant ist (0.B.d.A. Q(t) = I);
e cin relatives Gleichgewicht, wenn A konstant ist (0.B.d.A. A(t) = 1);
e chen, wenn eine feste Ebene o (durch 0) existiert, sodass
ri(t) € a, Vit e (to,t1), i=1,...,n.

Wenn wir 0.B.d.A. annehmen, dass o = C x 0 C R? die zy-Ebene ist, dann haben
wir die dquivalente Darstellung

I'Z(t) = z(t)a,-, Vit e (to, t1>, 1=1,...,n, (253)

wobei r;(t),z(t), a; komplexe Zahlen sind und die Multiplikation zwischen z;(t) und
a; komplex ist.

Bemerkung 25.4. Man kann zeigen, dass eine homographische Losung homothetisch ist,
genau dann wenn der gesamte Drehimpuls verschwindet (Aufgabe 7.6 im Buch von Geiges).

Wir fangen an, die homothetische Losungen zu beschreiben.

Definition 25.5. Es seien my,...,m,_1 > 0 und m, > 0. Eine Konfiguration a € A°
heiflit zentral beziiglich der Massen my, ..., m,, wenn es u € R gibt, sodass
ij ~ .
a; = ——a;,, 1=1,...,n. 25.4
H ; azgj J ( )

Wenn m,, > 0, lasst sich diese Bedingung auch als
pM - a = gradU(a) (25.5)

umschreiben. Die Konfiguration a heifit eben, wenn es eine Ebene « gibt, sodass a; € «
firi=1,...,n.
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Bemerkung 25.6. Wenn m,, = 0 und a zentral ist, dann bilden auch die n — 1 Korper
ai,...,a,_ 1 auch eine zentrale Konfiguration.

Bemerkung 25.7. Es sei a € A zentral mit Konstante p. Dann ist der Schwerpunkt
Yo mia; = 0. Aulerdem, fiir alle A € RT und @ € SO(3) ist AQa := (A\Qay, ..., \Qa,)
zentral mit Konstante /A3

Satz 25.8. Es sei a € A°. Die Konfiguration a ist zentral (mit Konstante ) genau dann,
wenn es eine Funktion X : (to,t1) — RT gibt, sodass t — r(t) := A(t)a eine (homotheti-
sche) Lisung von ist. In diesem Fall [6st N\ das 1-dimensionale Keplerproblem mit
Konstante p:

. . ILL
A= v
Beweis. Es sei A : (to,t1) — RT eine Funktion und man definiere r; := Aa;. Wir haben
r; = Aa; und
Gm] N 2 GMj ~
_ Z —5 I = -A Z 7&@'.
J#i ” j# Y

ist M - i = —grad U(r) gleichbedeutend mit

Da es a; mit a; # 0 gibt, sehen wir, dass p konstant ist. Die Behauptung ist bewiesen. [

Satz 25.9. FEs seien die Massen mq, ..., m, positiv. Die Konfiguration a € A€ ist zentral
genau dann, wenn a ein kritischer Punkt der Funktion IU? : A — R ist. In diesem Fall

1st die Konstante | gegeben als

U(a)
H= 5%

Beweis. Wir nehmen das Skalarprodukt beider Seiten von (25.5) mit a, sodass der Hilfsatz
liefert p21(a) = —U(a). Die Symmetrie von M liefert grad I(a) = M-a. Die Gleichung
(25.5) lasst sich durch diese Identitédt und der Formel fiir p dquivalent umschreiben als

—U(a)grad I(a) = 2I(a)grad U(a).

Wir multiplizieren diese Gleichung nach U(a) # 0 und bekommen

0 = I(a)(2U(a)grad U(a) + U*(a)grad I(a) = grad (IU?)(a). O
Folgerung 25.10. FEs seien die Massen my, ..., m, positiv. Dann existiert eine zentrale
Konfiguration beziiglich mq, ..., m,.
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Beweis. Dank des Satzes ist es genug zu zeigen, dass die Funktion /U? ein Minimum
besitzt. Die Funktion ist 0-homogen, da

I(\a)(U(\a))? = N2 I(a)A2U(a)* = I(a)U(a)?, VA eRT ae A

Also kénnen wir die Funktion /U? auf der Menge A§ := {I = 1} N A® minimieren. Auf
dieser Menge TU? = U?. Es sei a, € AS. Dann gibt es € > 0, so dass

Vac A, 3Ji#j, aj; <e = U?a)>Ua,).

Dann
igcf U? = i]\r}/f U?, M :={I=1}N{ry; >e|Vi#j} CAS (25.6)

Da die Menge M! kompakt ist, besitzt U? ein globales Minimum a_ auf M. Nach ( -
ist a_ auch ein globales Minimum fiir U? auf AS.

Die Aufgabe 7.7 in dem Buch von Geiges zeigt, dass alle relative Gleichgewichte eben
sind. Eigentlich gilt das folgende stéirkere Resultat, das wir ohne Beweis angeben.

Satz 25.11. Eine nicht ebene homographische Lésung ist homothetisch. O]

83



26 Ebene homographische Losungen
23.7.

Der néichste Satz zeigt, dass auch die ebenen homographischen Losungen sind durch zen-
trale Konfigurationen charakterisiert.
Wir brauchen dazu den folgenden Hilfsatz.

Hilfsatz 26.1. Fs sei a € A° und p € C, sodass

ij "
n-a; = Z 7%*
it
Dann ist p eine positive reelle Zahl.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass alle die Massen positiv sind, sodass wir
w-grad I(a) = grad U(a). (26.1)

haben. Wir schreiben p = p1 4+ poi und wir miissen ps = 0 zeigen. Fiir alle § € R haben
wir I(e?a) = I(a) und U(e?a) = U(a). Wenn wir diese Identitéiten nach § ableiten und
0 = 0 einsetzen, finden wir

(grad I(a),ia) =0, (grad I(a),ia) = 0.
Wir nehmen das Skalarprodukt der Gleichung mit ia und finden
(uigrad I(a),ia) + (uoi - grad I(a),ia) = (gradU(a),ia) <= ue2I(a)=0.
Da I(a) > 0 folgt es, dass py = 0. O

Satz 26.2. Es sei a € A eine ebene Konfiguration. Die Konfiguration a ist zentral (mit
Konstante 1) genau dann, wenn es eine Funktion z : (tg,t;) — C gibt, sodass r := z(t)a ei-
ne (homographische) ebene Lisung von ist. In diesem Fall lost z das 2-dimensionale
Keplerproblem mit Konstante pu:

Im Fall A\ = 1, dann z(t) = ™', wobei w? = p.

Beweis. Es sei z : (to,t1) — C\ 0 eine komplexe Funktion und man definiere r; := za; so,
dass r; = za; und ¥; = Za;. Wir schreiben z(t) = )\(t)ew(t). Da wir r;; = zay;, r;j; = Aa;j,
r;; = e”a,; haben, folgt

Z%f‘_ Gma‘ewéu_zz%é“
1] T T - 1]
2 Y )\QQ?j 7 \3 a2 v

jA W i gAY
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Daher gilt (22.3) genau dann, wenn

Gm; . 37
pa; = Z ﬁaija Hi= =

AuBlerdem g ist konstant, weil a; # 0 fiir irgenwelche ¢ und die Summe auf der rechten
Seite konstant ist. SchliefSlich ist p reell nach dem Hilfsatz [26.1} [

Je groBer n ist, desto schwieriger ist, die homographische Losungen mit n Korper zu
bestimmen. Fiir n = 2 oder 3 konnen wir aber homographische Losungen und zentrale
Konfigurationen gut beschreiben.

Satz 26.3. Alle Losungen r = (r1,rs) des Zweikirperproblems sind eben homographisch
und alle Konfigurationen a = (ay, as) mit Schwerpunkt in 0 zentral. Alle homographischen
Lésungen r = (ry,re,r3) sind eben. Es sei a = (a;,aq,a3) eine Konfiguration mit Schwer-
punkt in 0. Wenn ay,as,as nicht kollinear sind, dann ist a zentral genau dann, wenn
ai,as,ag die Scheitel eines gleichseitigen Dreiecks sind. Wenn aq,as, as kollinear sind,
und 0.B.d.A. ay zwischen a, und asz liegt, dann gibt es eine einzige p € RT, die nur von
den Massen my, ms, ms aber nicht von der Lage des Korpers abhdngt, mit der Eigenschafft,
dass a zentral ist, genau dann, wenn

Q23 = Paiz.

Also bis auf Ahnlichkeiten gibt es eine einzige kollineare zentrale Konfiguration fir die
gegebenen Massen my, mo, ms3.

Beweis. Es sei r = (ry,ry) eine Losung des Zweikorperproblems (mit mq,me > 0). Wir
konnen annehmen, dass ry = z; und ry = z, komplexe Zahlen sind. Wir wissen, dass
zo(t) = —rlzy. Also setzen wir in z =121, a; ;= 1 und ap := —711. Dann z; = za,
und z, = za,.

Es sei nun r = (ry,ry,r3) eine homographische Losung des (moglicherweise einge-
schrankten) Dreikérperproblem. Wenn r homothetisch ist, ist die Ebene durch ry (), ra(2),
r3(¢) unabhéngig von ¢. Wenn r nicht homothetisch ist, wissen wir aus Satz [25.11] dass r
sowieso eben ist. Man kann auch einen direkten Beweis der Ebenheit im Buch von Geiges
(Theorem 7.1 und Exercise 7.9) finden.

Es seien aj, as, az nicht kollinear. Das bedeutet, dass alle zwei Elemente aus ajo, ass
und ag; linear unabhéngig sind. Aus 23:1 mj;a; = 0 bekommen wir fiir ¢ = 1,2,3

3

0= Z (mj (aj — az-) + mjai) = Z mjaji + ma,;.

j=1 J#
Die Bedingungen (25.4)) sind gleichbedeutend mit
G nu .
0:Zm]<a—3—a>aw, Z:1,2,3.
J#i K
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Da die Vektoren auf der rechten Seite linear unabhéngig sind, folgt es, dass

al, = G—m, Vi # .
]
Also sind die Abstédnde zwischen alle zwei Kérpern gleich.
Es sei nun angenommen, dass a;, a; und ag kollinear sind. Bis auf der Substitution
a, = \a; fiir i = 1,2,3 nehmen wir an, dass a3 = 1 und wir schreiben p := ag3. Wir
identifizieren die drei Korper mit reellen Zahlen 1 < x9 < x3 sodass, x9 = z1 + 1 und
x3 = x1+ (1+ p). Bis auf der Substitution ¢ = /G wird das Gleichungsystem (25.4)) zum

( Hry = meo + s 5
(1+p)
m
plzy +1) = —my + p—j (26.2)
ma mo
1+ (1 + = — - —.
\/L( 1 ( p)) (1+P)2 2

Wir miissen dieses System nach p,x; und p l6sen. Wir haben ein dquivalentes System,
wenn wir die zweite und dritte Gleichung durch ihre Differenz mit der ersten ersetzen:

( Hr1 = Mo + s
(1+p)?
o= —(my +my) + 2 (26.3)
p* (1+p)? '
M(1+P):—m1+m3 m2—m2.

\ (1+p)?° P

Wir setzen p von der zweiten Gleichung in die dritte und nach dem Beseitigen der Nenner
bekommen wir

(M +m2) p° + (3my +2my) p* + (3my +my) p° — (my+3m3) p* — (3ms+2ms) p— (Mg +m3) = 0

Die linke Seite ist ein Polynom P(p) fiinften Grades. Wir haben P(0) < 0 und P(c0) = +o0.
Also gibt es zumindest eine Losung der obigen Gleichung. Wir méchten nun zeigen, dass
diese Losung ist die einzige. Es sei dann per Widerspruch angenommen, dass es pg < py
mit P(py) = 0 = P(p1) gibt. Wir haben P’(0) < 0 und deswegen gibt es ein Minimum ps
im Intervall (0, pg). Das Maximum fiir P auf dem Intervall [ps, p1] ist nicht negativ, also
gibt es einen maximierenden Punkt ps fiir P im Intervall (p, p1) (man nehme p3 = po,
wenn das Maximum gleich Null ist). Dann 0 < P”(p2) und P"(ps) < 0. Aber P"(p) > 0 fiir
alle p € R*, sodass P” eine monoton steigende Funktion ist. Das ergibt den Widerspruch
0 < P"(p2) < P"(p3) <0. O

Bemerkung 26.4. Die homographische Losungen mit drei Kérpern sind nach Lagrange
genannt, wenn die Kérper nicht kollinear sind, und nach Euler genannt, wenn die Kérper
kollinear sind.
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Aufgabe 26.5. Es seien my, mg, mg > 0. Beweisen Sie, dass die Tragheitsmoment I(r) =
% S mir? ldsst sich schreiben als

1 1
I(r) = - Zmimjr?j + §mr§. (26.4)
i#]

Hinweis: 2ml =}, 2m;i > mr? = > i mimyry. Dann ersetzen v = ry; +2(ri, v;) — 7.
Aufgabe 26.6. Es seien aq,as,as drei Korper mit positiven Massen und rs = 0, die
ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlinge a bilden. Finden Sie die Konstante p fir diese
zentrale Konfiguration als Funktion von a und der Summe der Massen m. Finden Sie die
Winkelgeschwindigkeit, wenn die drei Korper sich in einem Gleichgewicht bewegen.
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27 Das eingeschrinkte Dreikérperproblem™
26.7.

Wir méchten nun das eingeschréinkte Dreikérperproblem unter zusétlichen Bedingungen
besser verstehen. Es sei dann m; > my > 0 und m3z = 0 und, um die Notation zu vereinfa-
chen, wihlen wir G = 1. Die Bahnen ¢ +— r;(f) und ¢ — ry(t) 16sen das Zweikorperproblem
und wir annehmen, dass

e die Korper ry und ry sich in Kreisbahnen bewegen;

e der Korper rs sich in der Bewegungsebene von r; und r, befindet und seine Ge-
schwindigkeit tangent zu solcher Ebene zur Zeit ¢ = 0 (dquivalent zu jeder Zeit)
ist.

In diesem Fall reden wir von dem ebenen kreisformig eingeschrankten Dreikorperproblem.
Wir nehmen an, dass die Korper sich in der xy-Ebene bewegen. Wir nehmen r15 = 1 als
Einheit der Lange und m; + my = 1 als Einheit der Masse. Wir wihlen die Anfangszeit
t =0, sodass r;(0) = (—mg,0) und ro = ((1 —my),0). Nach Aufgabe 22.6]ist die Winkel-
geschwindigkeit w = 1. Daher ry(t) = —mge® und ry(t) = (1 — my)e. Wir mdchten nun
die Bewegung in einem Koordinatensystem beschreiben, das auch mit Winkelgeschwindig-
keit 1 dreht. Wenn z; die Ortsvektoren der Kérper in den neuen Koordinaten sind, dann
r;(t) = e'z;. Nach der Definition z; = —my € C und z = 1 — my € C. Also z; und
z; hingen nicht von der Zeit ab. Wir mochten nun die Gleichung fiir r3 in eine
Gleichung fiir z3 umschreiben. Die linke Seite ist

f'g = —€ZtZ3 + 2i6Zt23 + 6“23 = 6”( — Z3 + 216”23 + Zg) .

Die rechte Seite ist

e (z3 — z1) e (z3 — z9) L (1 —my) ms
(1 —my) BT, BT :—”(—A —A)
I By =P~ " e Pl — 2] T
Daher ist (22.5)) dquivalent zu
.. .. 1—mo) . Mo .
z3 = —2iz3 + 23 — (—22)231 — 72232 (27.1)
231 232

Hier stellt der erste Term die Coriolis-Kraft und der zweite Term die Fliehkraft. Wenn wir
die Funktion

1 1 - 1
Us:C\{z1,2:} > R™,  Us(zs) := —(-zg L=y me L m2)) (27.2)
2 231 232 2
definieren, dann lasst sich (27.1) als

umschreiben, wobei selbstverstindlich den Gradient von Us nur beziiglich der Variable zs
genommen ist. Da die lineare Abbildung z — iz3 antisymmetrisch ist, sehen wir, dass die

Gleichung (227.3)) konservativ ist.
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Folgerung 27.1. Die Energie E3 : C\ {z1,22} x C — R definiert als

1
Eg(Zg, V3) = 51}% + U3(Z3)

ist ein erstes Integral fiir die Gleichung (27.3)).

Aufgabe 27.2. Zeigen Sie, dass die additive Konstante in der Formel fiir Us so gewdhlt

1st, dass
2

2z 1 22 1
— Us(z) = (1= my) (% + 2—31) + mQ(g + 2—32) (27.4)

Hinweis: Es ist genug zu zeigen z2 +mo(1 —my) = (1 —my)22, +ma22,. Beweisen Sie diese
Gleichung, indem Sie z = (x,y) schreiben.

Wir mochten nun die kritischen Punkten und die Hillsregionen des Potentialen Us
bestimmen.

Satz 27.3. Ein Punkt z3 ist kritisch fir Us genau dann, wenn zi,Zs,Z3 eine zentrale
Konfiguration sind. Daher besitzt Us fiinf kritische Punkte:

e die eulerschen Punkte Ly, Lo, L3, die kollinear mit z, und zy sind. Der Punkt Ls liegt
links von zy, Ly zwischen z; und zy (und niher zum leichteren Korper mo) und Lo
rechts von zo. Es gilt Us(Ly) < Us(Lg) < Us(L3) und die Punkte sind Sdttel mit der

x- und y-Achse als Hauptachsen:

<8§IU3(L¢) ﬁiyUg(Li)> B <—uz~ 0) 19
8;1U3(L1) 821/[]3([/@) 0 W 7 Y

wobet u;, v; positive reelle Zahlen sind.

o die lagrangeschen Punkte Ly, Ls die jeweils ein gleichseitiges Dreieck mit zq und zs
bilden. Die Punkte Ly, Ls maximieren Us und Us(Ly) = —% = Us(Ls).

Beweis. Aus Aufgabe wissen wir, dass zg ein kritischer Punkt von Uj ist genau dann,
wenn die konstante Bahn z3 eine Losung von ist. Da r3 = e'z3, bedeutet das,
dass ry, 1o, 13 eine ebene homographische Losung geben. Nach Satz[26.2], bilden die Punkte
z1,22,Z3 eine zentrale Konfiguration. Nach Satz bekommen wir dann drei kollineare
Konfigurationen jeweils fiir die Massen 0, my, 1 —ms (das ist Ls), die Massen ms, 0, 1 —my
(das ist Lp) und die Massen msg, 1 — ms,0 (das ist Ly). Wir haben hier keine Zeit, die
weiteren erwihnten Eigenschaften dieser Punkte zu beweisen.

Die nicht kollineare Losungen miissen ein gleichseitiges Dreieck bilden mit Scheitel
in z; und z,. Daher ist z33 = 1 = 233 und wir haben fiir z3 nur zwei mogliche Lagen:
Ly = (1/2 — my,+v/3/2) und Ls = (1/2 — my, —V/3/2). Wir zeigen nun, dass Ly, Ls die
Funktion Uz maximieren. Dank der Formel geniigt es zu zeigen, dass 1 die Funktion
T § + % fiir » € R™ minimiert. Das ist klar, weil die Ableitung der Funktion genau fiir
r = 1 verschwindet und wir haben

lim — 4+ — = 400, lim — + — = 4o0. O



Folgerung 27.4. Wenn my > my besitzt die Hillsregion Us" = {Us < h} mit h € R die
folgenden zusammenhdngenden Komponenten.:

e Fir h < Us(Ly) eine beschrinkte Komponente Ky um zy, eine beschrinkte Kompo-
nente Ky um zs und eine unbeschrinkte Komponente K. Die Mengen K; U {z},
Ky U{zy} und C\ K sind homdomorph zu Scheiben.

o Fir Us(Ly) < h < Us(Ls) eine beschrinkte Komponente Kio um z, und zo und
eine unbeschrinkte Komponente K. Die Mengen Ko U {z1,22} und C\ K, sind
homdomorph zu Scheiben.

o Fiir Us(Ls) < h < Us(L3) eine unbeschrinkte Komponente Koo um zy und zy. Die
Menge C \ Kiano ist homdomorph zu einer Scheibe, die die reelle Achse in einem
Intervall schneidet.

e FirUs(Ls) < h < —3/2 eine unbeschrinkte Komponente Kiso, um z1, 2z, die die gan-
ze reelle Achse enthilt. Die Menge C\ Kqas hat zwei Komponenten, die homdomorph
zu Scheiben sind.

Beweis. Wir geben hier nur eine Idee des Beweises, die die Morse Theorie benutzt. Wir
denken an h als ein Parameter die von —oo bis 400 lduft. Dann benutzen wir das Prinzip,
dass die Hillsregionen Ufh homoéomorph bleiben bislang h keinen der kritischen Werten
Us(L;) trifft. Dasselbe gilt fiir ihr Komplement U = C \ Us".

Fiir z in einer kleinen Umgebung von z; ist Us(z) ungefihr m;/z3; und fiir z in einer
Umgebung von oo ist Us(z) ungefihr %z% Also, wenn h sehr negativ ist U;h die Vereinigung
von kleinen Storungen der Hillsregionen dieser drei Funktionen. Deshalb besitzt U;h fiir
h < Us(L;) die behauptete Gestalt. Da Ly und Ls Maxima sind, ist U;" die Vereinigung
zwei kleine Scheiben um L4 und Ls fiir h = —3/2 — €. Das zeigt die Behauptung fiir
Us(L3) < h < —3/2. Die Behauptung fiir die iibrigen zwei Intervalle folgt es aus der
Tatsache, dass L, Lo, Ls Sattelpunkte fiir U3 sind und dass wir in einer Umgebung solcher
Punkte die Aufgabe [4.5 benutzen konnen. O

Wir wissen, dass kritische Punkten des Potentialen konstante Bahnen ergeben. Die
naturelle Frage in diesem Zusammenhang ist zu verstehen, ob diese Punkte stabil oder
instabil fiir die Dynamik sind, ndmlich ob Bahnen mit geringer Geschwindigkeit, die sich
in einer kleinen Umgebung des kritischen Punkt befinden, werden in der nihe des Punktes
fiir alle Zeiten bleiben.

Satz 27.5. Die Punkte L1, Lo, L3 sind immer instabil. Die Punkte Ly, Ly sind stabil, wenn
27ms(1 — mgy) < 1 und my nicht gleich ein von drei Ausnahmewerten ist. O

Aufgabe 27.6. Wir betrachten hier das Sitnikov-Problem. Das ist ein eingeschrinktes
Dreikorperproblem, wobei my = mo = 1/2, die Primdrkorper sich auf der xy-Ebene bewegen
und der Satellit r3 zur Anfangszeit auf der z-Achse mit einer Geschwindigkeit parallel zu
der z-Richtung ist. Zeigen Sie, dass r3(t) = (0,0,73(t)) fir alle t € R. Das heifit, dass
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der Satellit bleibt fiir jede Zeit auf der z-Achse. Bestimmen Sie die Differentialgleichung
zweiter Ordnung fir rs als Funktion von r(t), dem Abstand der Primdrkérper von 0. Es
sei nun angenommen, dass die Primdrkorper einer Kreisbahn mit Radius r folgen. Zeigen
Sie, dass die Gleichung fiir r3 konservativ ist und bestimmen Sie das zugehorige Potential.
Fiir welche Werte der Energie ist die Bewegung des Satelliten beschrdnkt?
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