27 Das eingeschrinkte Dreikérperproblem™
26.7.

Wir méchten nun das eingeschréinkte Dreikérperproblem unter zusétlichen Bedingungen
besser verstehen. Es sei dann m; > my > 0 und m3z = 0 und, um die Notation zu vereinfa-
chen, wihlen wir G = 1. Die Bahnen ¢ +— r;(f) und ¢ — ry(t) 16sen das Zweikorperproblem
und wir annehmen, dass

e die Korper ry und ry sich in Kreisbahnen bewegen;

e der Korper rs sich in der Bewegungsebene von r; und r, befindet und seine Ge-
schwindigkeit tangent zu solcher Ebene zur Zeit ¢ = 0 (dquivalent zu jeder Zeit)
ist.

In diesem Fall reden wir von dem ebenen kreisformig eingeschrankten Dreikorperproblem.
Wir nehmen an, dass die Korper sich in der xy-Ebene bewegen. Wir nehmen r15 = 1 als
Einheit der Lange und m; + my = 1 als Einheit der Masse. Wir wihlen die Anfangszeit
t =0, sodass r;(0) = (—mg,0) und ro = ((1 —my),0). Nach Aufgabe 22.6]ist die Winkel-
geschwindigkeit w = 1. Daher ry(t) = —mge® und ry(t) = (1 — my)e. Wir mdchten nun
die Bewegung in einem Koordinatensystem beschreiben, das auch mit Winkelgeschwindig-
keit 1 dreht. Wenn z; die Ortsvektoren der Kérper in den neuen Koordinaten sind, dann
r;(t) = e'z;. Nach der Definition z; = —my € C und z = 1 — my € C. Also z; und
z; hingen nicht von der Zeit ab. Wir mochten nun die Gleichung fiir r3 in eine
Gleichung fiir z3 umschreiben. Die linke Seite ist

f'g = —€ZtZ3 + 2i6Zt23 + 6“23 = 6”( — Z3 + 216”23 + Zg) .

Die rechte Seite ist

e (z3 — z1) e (z3 — z9) L (1 —my) ms
(1 —my) BT, BT :—”(—A —A)
I By =P~ " e Pl — 2] T
Daher ist (22.5)) dquivalent zu
.. .. 1—mo) . Mo .
z3 = —2iz3 + 23 — (—22)231 — 72232 (27.1)
231 232

Hier stellt der erste Term die Coriolis-Kraft und der zweite Term die Fliehkraft. Wenn wir
die Funktion

1 1 - 1
Us:C\{z1,2:} > R™,  Us(zs) := —(-zg L=y me L m2)) (27.2)
2 231 232 2
definieren, dann lasst sich (27.1) als

umschreiben, wobei selbstverstindlich den Gradient von Us nur beziiglich der Variable zs
genommen ist. Da die lineare Abbildung z — iz3 antisymmetrisch ist, sehen wir, dass die

Gleichung (227.3)) konservativ ist.
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Folgerung 27.1. Die Energie E3 : C\ {z1,22} x C — R definiert als

1
Eg(Zg, V3) = 51}% + U3(Z3)

ist ein erstes Integral fiir die Gleichung (27.3)).

Aufgabe 27.2. Zeigen Sie, dass die additive Konstante in der Formel fiir Us so gewdhlt

1st, dass
2

2z 1 22 1
— Us(z) = (1= my) (% + 2—31) + mQ(g + 2—32) (27.4)

Hinweis: Es ist genug zu zeigen z2 +mo(1 —my) = (1 —my)22, +ma22,. Beweisen Sie diese
Gleichung, indem Sie z = (x,y) schreiben.

Wir mochten nun die kritischen Punkten und die Hillsregionen des Potentialen Us
bestimmen.

Satz 27.3. Ein Punkt z3 ist kritisch fir Us genau dann, wenn zi,Zs,Z3 eine zentrale
Konfiguration sind. Daher besitzt Us fiinf kritische Punkte:

e die eulerschen Punkte Ly, Lo, L3, die kollinear mit z, und zy sind. Der Punkt Ls liegt
links von zy, Ly zwischen z; und zy (und niher zum leichteren Korper mo) und Lo
rechts von zo. Es gilt Us(Ly) < Us(Lg) < Us(L3) und die Punkte sind Sdttel mit der

x- und y-Achse als Hauptachsen:

<8§IU3(L¢) ﬁiyUg(Li)> B <—uz~ 0) 19
8;1U3(L1) 821/[]3([/@) 0 W 7 Y

wobet u;, v; positive reelle Zahlen sind.

o die lagrangeschen Punkte Ly, Ls die jeweils ein gleichseitiges Dreieck mit zq und zs
bilden. Die Punkte Ly, Ls maximieren Us und Us(Ly) = —% = Us(Ls).

Beweis. Aus Aufgabe wissen wir, dass zg ein kritischer Punkt von Uj ist genau dann,
wenn die konstante Bahn z3 eine Losung von ist. Da r3 = e'z3, bedeutet das,
dass ry, 1o, 13 eine ebene homographische Losung geben. Nach Satz[26.2], bilden die Punkte
z1,22,Z3 eine zentrale Konfiguration. Nach Satz bekommen wir dann drei kollineare
Konfigurationen jeweils fiir die Massen 0, my, 1 —ms (das ist Ls), die Massen ms, 0, 1 —my
(das ist Lp) und die Massen msg, 1 — ms,0 (das ist Ly). Wir haben hier keine Zeit, die
weiteren erwihnten Eigenschaften dieser Punkte zu beweisen.

Die nicht kollineare Losungen miissen ein gleichseitiges Dreieck bilden mit Scheitel
in z; und z,. Daher ist z33 = 1 = 233 und wir haben fiir z3 nur zwei mogliche Lagen:
Ly = (1/2 — my,+v/3/2) und Ls = (1/2 — my, —V/3/2). Wir zeigen nun, dass Ly, Ls die
Funktion Uz maximieren. Dank der Formel geniigt es zu zeigen, dass 1 die Funktion
T § + % fiir » € R™ minimiert. Das ist klar, weil die Ableitung der Funktion genau fiir
r = 1 verschwindet und wir haben

lim — 4+ — = 400, lim — + — = 4o0. O



Folgerung 27.4. Wenn my > my besitzt die Hillsregion Us" = {Us < h} mit h € R die
folgenden zusammenhdngenden Komponenten.:

e Fir h < Us(Ly) eine beschrinkte Komponente Ky um zy, eine beschrinkte Kompo-
nente Ky um zs und eine unbeschrinkte Komponente K. Die Mengen K; U {z},
Ky U{zy} und C\ K sind homdomorph zu Scheiben.

o Fir Us(Ly) < h < Us(Ls) eine beschrinkte Komponente Kio um z, und zo und
eine unbeschrinkte Komponente K. Die Mengen Ko U {z1,22} und C\ K, sind
homdomorph zu Scheiben.

o Fiir Us(Ls) < h < Us(L3) eine unbeschrinkte Komponente Koo um zy und zy. Die
Menge C \ Kiano ist homdomorph zu einer Scheibe, die die reelle Achse in einem
Intervall schneidet.

e FirUs(Ls) < h < —3/2 eine unbeschrinkte Komponente Kiso, um z1, 2z, die die gan-
ze reelle Achse enthilt. Die Menge C\ Kqas hat zwei Komponenten, die homdomorph
zu Scheiben sind.

Beweis. Wir geben hier nur eine Idee des Beweises, die die Morse Theorie benutzt. Wir
denken an h als ein Parameter die von —oo bis 400 lduft. Dann benutzen wir das Prinzip,
dass die Hillsregionen Ufh homoéomorph bleiben bislang h keinen der kritischen Werten
Us(L;) trifft. Dasselbe gilt fiir ihr Komplement U = C \ Us".

Fiir z in einer kleinen Umgebung von z; ist Us(z) ungefihr m;/z3; und fiir z in einer
Umgebung von oo ist Us(z) ungefihr %z% Also, wenn h sehr negativ ist U;h die Vereinigung
von kleinen Storungen der Hillsregionen dieser drei Funktionen. Deshalb besitzt U;h fiir
h < Us(L;) die behauptete Gestalt. Da Ly und Ls Maxima sind, ist U;" die Vereinigung
zwei kleine Scheiben um L4 und Ls fiir h = —3/2 — €. Das zeigt die Behauptung fiir
Us(L3) < h < —3/2. Die Behauptung fiir die iibrigen zwei Intervalle folgt es aus der
Tatsache, dass L, Lo, Ls Sattelpunkte fiir U3 sind und dass wir in einer Umgebung solcher
Punkte die Aufgabe [4.5 benutzen konnen. O

Wir wissen, dass kritische Punkten des Potentialen konstante Bahnen ergeben. Die
naturelle Frage in diesem Zusammenhang ist zu verstehen, ob diese Punkte stabil oder
instabil fiir die Dynamik sind, ndmlich ob Bahnen mit geringer Geschwindigkeit, die sich
in einer kleinen Umgebung des kritischen Punkt befinden, werden in der nihe des Punktes
fiir alle Zeiten bleiben.

Satz 27.5. Die Punkte L1, Lo, L3 sind immer instabil. Die Punkte Ly, Ly sind stabil, wenn
27ms(1 — mgy) < 1 und my nicht gleich ein von drei Ausnahmewerten ist. O

Aufgabe 27.6. Wir betrachten hier das Sitnikov-Problem. Das ist ein eingeschrinktes
Dreikorperproblem, wobei my = mo = 1/2, die Primdrkorper sich auf der xy-Ebene bewegen
und der Satellit r3 zur Anfangszeit auf der z-Achse mit einer Geschwindigkeit parallel zu
der z-Richtung ist. Zeigen Sie, dass r3(t) = (0,0,73(t)) fir alle t € R. Das heifit, dass
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der Satellit bleibt fiir jede Zeit auf der z-Achse. Bestimmen Sie die Differentialgleichung
zweiter Ordnung fir rs als Funktion von r(t), dem Abstand der Primdrkérper von 0. Es
sei nun angenommen, dass die Primdrkorper einer Kreisbahn mit Radius r folgen. Zeigen
Sie, dass die Gleichung fiir r3 konservativ ist und bestimmen Sie das zugehorige Potential.
Fiir welche Werte der Energie ist die Bewegung des Satelliten beschrdnkt?

91



