4 Konservative Krafte und zentrale Krafte
26.4.

Wir fithren nun eine besondere Klasse von Kréiften F, die ein erstes Integral besitzen, das
ein besseres Verhalten der Losungskurven von ¥ = F(r, I) garantiert.

4.1 Konservative Krifte
Definition 4.1. Eine Kraft F : Z x R* — R* heifit konservativ, wenn
F(r,v) = A(r,v) v —grad U(r), (4.1)

wobei U : #Z — R eine Funktion, das sogenannte Potential, und A : ZxR¥ — A(k) ein Feld
von antisymmetrischen Matrizen sind. Die zugehérige Energiefunktion F : Z x R¥ — R
ist definiert als

E(r,v) = %’V‘Q + Ul(r).

Aufgabe 4.2. Es sei F : Z x R¥ — R* eine konservative Kraft. Es seiry ein Punkt in %
und r : R — Z eine konstante Kurve r(t) = ro. Finden Sie hinreichende und notwendige
Bedingungen auf vy, so dass r eine Losung von ¥ = F(r, 1) ist.

Satz 4.3. Wenn F : Z x R¥ — R* eine konservative Kraft ist, ist dann die zugehérige
Energiefunktion ein erstes Integral fir die Gleichung ¥ = F(r,T).

Beweis. Wir rechnen

aed B(r,v) = (£71)).

v
Dabher,

(grad E(r,v), <F(: V))> = (gradU(r),v) + (v,A(r,v) - v —grad U(r)) = (v, A(r,v) - v)
und der letzte Term verschwindet, denn A(r,v) ist antisymmetrisch. Die Aussage folgt
jetzt aus Satz [3.14] O

Fiir konservative Kriifte sind dann die Niveaumenge E~'(h) invariant fiir jede h € R.
Genauere Informationen gewinnen wir, wenn wir die sogenannten Hillsregionen betrachten.
Die sind definiert als

Ush .= {re Q| U()<h}, heR.

Satz 4.4. Es seien F eine konservative Kraft und (v, vo) € Z x RE. Es gilt
Trowo(t) € USEEOVO e [ o,
Insbesondere, wenn h € R und US" eine zusammenhingende Komponente von US" ist, ist
(U x R) N E~'(h)

eine invariante Menge.
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Beweis. Die erste Aussage folgt aus E(ro, vo) = 5|vo|*+U(ro) > U(ry). Es sei nun (ro, vo) €
(Ush x R*) N E7'(h) und betrachte man die maximale Losung Tgve) @ Lrove) — Z.
Fiir alle t € Iy ve) gilt E(T(rgv0)(t): T(rovo)(t)) = h und die erste Aussage impliziert daher
T'(rovo)(t) € US". Fiir alle T € I(y, v, verbindet dann die Kurve t — Ty, vo)(t), t € [0,7] den
Punkt ro mit dem Punkt r(y, vy (7') innerhalb US". Es folgt daraus, dass I, v,)(T) € US"
wie gewiinscht. O

Die Existenz der Energiefunktion impliziert die folgenden zwei verbesserten Versionen
der Sétze und [3.10] Insbesonder sollte man den ersten Satz hier unten mit Aufgabe
3.19| verglichen werden.

Satz 4.5. Es sei Ty vy) : L(rgve) — Z die mazimale Lisung von mit Anfang ro und
Anfangtangentenvektor vo. Es sei angenommen, dass sup Iy, vy, < +oo. Dann, fiir alle
kompakten Teilmengen K wvon % existiert tg € Iivyv,) 50, dass Twyve)(t) ¢ K fir alle
t € (ti,sup Iwyvy)). Bine dhnliche Aussage gilt, wenn inf Iy, v ) > —o0.

Beweis. Wir setzen h := E(rg, vo) und fiir jede kompakte Menge K C % definieren wir
K' = (K xR¥)n E~!(h).

Wir zeigen, dass auch K’ C R¥ x R* kompakt ist. Es reicht zu beweisen, dass K’ abge-
schlossen und beschrinkt ist. Die Menge K’ ist abgeschlossen, weil K x R*¥ und E~1(h)
abgeschlossen sind. Zu zeigen, dass auch beschréankt ist, finden wir positive Konstanten
(4, Cy, sodass, wenn (r,v) € K’, dann r < (4 und v < Cy. Da nach Definition r € K gilt,
ist die Existenz von C; unmittelbar. Nach der Definition von £ bekommen wir

v=1+/2(h—=U(r)) < ,/2(h - ngnU) =: .

Nach Satz [3.9) gibt es eine Zeit txr € Ly ve) Mit (Tirgvo)(t), Frove) (t)) ¢ K’ fiir alle Zeiten
t € (trr,sup L vg))- Da (Xirgvo)(t)s Tirovo)(t)) € E71(R) folgt, dass Iy, vy (t) ¢ K. Wir
konnen tx := tx nehmen und der Satz ist bewiesen. O

Satz 4.6. Es sei (ro,vo) € # X R* mit h := E(rg,vo). Wir nehmen an, dass der ab-
geschlossene Ball B,(rq) mit Mittelpunkt ro € Q und Radius a in % enthalten ist. Dann
gilt

1 a
Tagwy) O [=6,8), 1= —
o V2 h — min U
B (ro)

Beweis. Wenn Iy, vo)(t) € Ba(ro) fiir alle t € I(y,v) N [0,400) dann [0,400) C Iy ve)
nach dem Satz (4.5)). Es sei dann angenommen, dass

T := inf {t € [(ro,VO) N [O, —|—OO) | I‘(rO,VO)(t) §§ Ba(ro)} € [(r07V0) N (0, —i—OO).
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Dann [Ty, ve)(T') — ro| = a und r(yy.ve)(t) € Ba(ro) fiir jede t € [0, 7). Nach dem Funda-
mentalsatz der Integralrechnung folgt

T T
a:mexﬂ—mmmxmh{A mmm@m4s[:ummxmw

_ /0 ' V2B = U (g (1)
§T\/§\/h— min U(r). O

r€Ba(ro)

Wir lassen nun fiir wenige Augenblicke die Welt der konservativen Kréfte und fokussie-
ren uns auf eine Klasse von Kréften, die uns helfen, das keplersche Problem zu l6sen.

4.2 Zentralkrifte
Wir betrachten eine Kraft F : R? — R3 der Art

wobei f : R3 — R eine Funktion ist. Also, die Kraft F ist entlang der Verbindungslinie
zwischen 0 und dem Korper im Punkt r gerichtet.

Definition 4.7. Der Drehimpuls um 0 ist die Vektorfunktion
c:R® x R?, c(r,v) =r xv.

Wenn r : [ — R3 eine Kurve ist, ldsst sich ihr Drehimpuls auf folgender Weise schreiben:
c(t) =c(r(t),r(t)) = r(t) x £(t).

Aufgabe 4.8. Nach Satz konnen wir ein Koordinatensystem so wdhlen, dass Es sei
t — r(t) = (z(t),y(t),0) eine Kurve, die in der Ebene {z = 0} enthalten ist und seien
t— (r(t),0(t)) die Polarkoordinaten fir die Kurve t — (x(t),y(t)). Es gilt die Formel

c=(0,0,7%0).

Satz 4.9. Es sei (r,v) ein Element von R3, x R®. Es gilt
() (er)=0, (i) v={v,i)i+

X T, (1ii) v* = (v,T)

Es sei nunt: I — R3 eine Kurve und setze man v :=t. Dann

R . CXT
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Lésung. Da r x v senkrecht zu r und v ist, folgt es, dass (c,r) = 0. Die Formel (i7) ist
klar, wenn r und v parallel sind. Falls sie nicht parallel sind, bilden r, ¢, ¢ X I eine positive
orthonormale Basis des R®. Wir berechnen die Koeffizienten von v in dieser Basis

1 1

A\ _ _ L _ - _°
(v,¢) =0, (V,cxr>—cr<v,(r><v)><r> CT(rxv,rxv} -

Die Formel (i7i) folgt nun unmittelbar aus (i), weil r und ¢ x r. Fiir (iv) berechnen wir

1 1 1 2ry
(v,8) = L(i,r) = =4 d_27

A T M

Formel (v) folgt aus (i) und (iv):

72 r2 dt

Aufgabe 4.10. Es seir: [ — R eine Kurve mit ¢(t) = 0 fiir allet € I. Dann

CXT 7rr—17r d(r) i
= =T

r

Satz 4.11. Der Drehimpuls c ist ein erstes Integral fir ¢ = F(r), wenn F zentral ist.
Auflerdem, wenn eine Ldsung r einen Drehimpuls ¢ # 0 besitzt, liegt dann r auf der
Ebene, die senkrecht zu c ist und durch O lduft. Wenn r einen Drehimpuls ¢ = 0 besitzt,
liegt v auf einer Halbgerade aus 0. Das heifit, dass es uy € S? gibt mit der Figenschaft
r =ruy und i = — f(rug).

Beweis. Wir benutzen Satz B.14}

A%

div)C - (F(r)) =vxv+4+rxFr)=0— f(r)r xr=0.

Es sei nun ¢ + r(t) eine Losung von i = F(r) mit c(f) = co. Wenn ¢y # 0, gehort r zur
Ebene {s € R?® | (s,cq) = 0} nach Satz (1) Wenn ¢y = 0, haben wir r = 0 nach Satz
.9 (iii). Also £ = uy € S?, wie gewiinscht. O

Satz 4.12 (Zweites keplersches Gesetz). Es seir eine Lisung von ¥ = F(r), wobei F eine
Zentralkraft ist. Der Vektor r tberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fldiche.

Beweis. Die Aussage ist klar, wenn ¢ = 0. Wenn ¢ # 0, wahlen wir ein Koordinatensystem
so, dass ¢ = (0,0,¢) mit ¢ > 0. Dann r = (z,%,0) und ¢ = r20. Insbesondere ist # eine
monoton wachsende Funktion der Zeit t. Es seien t; < ¢ beliebig mit 6(t2) — 0(t1) < 27
und man definiere €, 4, = {sr(t) | s € [0,1], t € [t1,t2]}. Nach dem Satz [2.3| gilt

1 [ c
Area(chw) = 5/ cdt = 5 . (tg — t1>

t1

Also, der Fliacheinhalt von €2, ;, hingt von ¢; oder t; nur durch ihre Differenz ab. O
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