3 Gewohnliche Differentialgleichungen
23.4.

3.1 Differentialgleichungen erster Ordnung
3.1.1 Fundamentalsitze

Definition 3.1. Es sei 2 C R? eine offene Menge und V :  — R? eine Vektorfunktion.
Eine Kurve x : (a,b) — 2 ist eine Losung der Differentialgleichung

% = V(x), (3.1)

wenn x(t) = V(x(t)) fur alle t € (a,b) gilt. In diesem Fall heifit x eine Integralkurve von
V. Wir nennen 2 den Phasenraum, die Punkte xo € 2 Phasen und die Funktion V ein
Vektorfeld.

Aufgabe 3.2. Es sei V : Q — R? ein Vektorfeld. Es seixq ein Punkt in Q und x : R — Q
eine konstante Kurve x(t) = xq. Finden Sie hinreichende und notwendige Bedingungen auf
Xo, o dass x eine Losung von x = V(x) ist.

Satz* (Transformationsregel fiir Vektorfelder). Es seien Q C RY offen, V : Q — R? ein
Vektorfeld und X : Q' — Q eine Abbildung mit der Figenschaft, dass dwX : R — R4
invertierbar fiir alle x' € €V ist. Es sei dann V' : Q' — R? das Vektorfeld

V/(x) = <dx/X>_1 V(X (). (3.2)

Wenn x' : I — Q' eine Integralkurve von V' (mit Anfang x, € Q' zur Zeit ty) ist, gibt
x:=Xox': I —Q eine Integralkurve von V (mit Anfang xo := X(xq) zur Zeit to). O

Aufgabe*. Es sei p : Rt x R — R?% die Polarkoordinatenabbildung, die im Abschnitt
eingefiihrt wurde. Schreiben Sie die transformierten Vektorfelder fiir die folgenden
Vektorfelder auf R% = C*\ 0:

z, i-z.

Aufgabe 3.3. Es seix : (a,b) — Q) eine Integralkurve von V und fir jede ty € R betrachte
man die Kurve mit Parametrisierung X' : (a + to,b + ty) = Q, die als xX'(t) = x(t — to)
definiert ist. Zeigen Sie, dass auch x' eine Integralkurve von 'V ist.

Definition 3.4. Es seien xo € © und ¢y € R gegeben. Wir sagen, dass x : (a,b) — Q
eine Integralkurve von V mit Anfang xq zur Zeit t, ist, falls a < ty < b und x(ty) = %o
zusatzlich gelten.

Satz 3.5 (Lokal eindeutig Losbarkeit). Fir alle Punkte xo € 2 und to € R existiert eine
Lésung x : (a,b) — Q von mit Anfang xo zur Zeit to. Wenn x' = (a/,0') — U eine
andere Liosung mit Anfang xo zur Zeit to ist, dann x(t) = x/'(t) fir alle t im Intervall
(a,b) N (a', V). O
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Aufgabe 3.6. Es sei x : (a,b) — Q eine Ldsung mit Anfang xo zur Zeit to. Es seien
ty € (a,b) und x" : (a',0') — Q eine Losung mit Anfang x(t1) zur Zeit 0. Zeigen Sie, dass
es eine Losung X" : (a,b) U (@' +t1,b' +t1) — Q mit Anfang xo zur Zeit ty existiert.

Losung. Wir definieren

X'(t—t) Vte(ad+t,b+1).

) - { x(f) V1€ (ab),

Die Kurve x” ist wohl definiert, wenn die zwei Definitionen iiber die Schnittmenge (a, b) N
(a'+t1,V +t1) tibereinstimmen. Da 0 € (o', V') ist, folgt t1 € (a'+¢1, 0 +1t1) und X' (¢, —t1) =
x'(0) = x(t1). Dat — x(t) und t — x'(t —t;) beide Losungen mit gleichem Anfang zur Zeit
t1 sind, leiten wir aus Satz[3.5|her, dass x'(t—t;) = x(¢) fiir alle t € (a,b)N(a'+t1,0'+t1). O

Satz 3.7 (Maximale Losungen sind eindeutig). Fir alle xo € Q existiert eindeutig eine
mazimale Lisung Xx, @ Ix, — R von mit Anfang xo zur Zeit 0, wobei Iy, C R ein
offenes (maglicherweise auf einer oder beiden Seiten unendliches) Intervall ist. Das heifit,
dass I C Iy, fir alle Losungen x : I — ) der obigen DG mit Anfang xo zur Zeit 0 gilt. [

Aufgabe 3.8. Bestimmen Sie die mazimale Lisung von @ = 1 + x* mit Anfang einem
beliebigen xy € R. Was ist I,,?

Wann ist dann I, endlich oder unendlich? Die folgenden zwei Sétze geben eine Antwort
zu dieser Frage.

Satz 3.9 (Losungen von endlicher Lebensdauer verlassen jede kompakte Menge). Es sei
angenommen, dass sup Iy, < +00. Dann, fir alle kompakten Teilmengen K von ) gibt es
ti € Iy, S0, dass Xx,(t) ¢ K fir alle t € (tg,sup Ix,). Fine dhnliche Aussage gilt, wenn
inf I, > —00. [

Satz 3.10 (Minimale Zeit fiir das Verlassen eines Balls). Es sei angenommen, dass der
abgeschlossene Ball Ba(xo) mat Mittelpunkt xq € € und Radius a > 0 in ) enthalten ist.
Dann gilt

a
max V()] <

xEBa(x0)

Lo D [-0,8, &§:= 0, +od].

Beweis. Wenn Xy, (t) € By(xo) fiir alle t € I, N[0, 4+00) dann [0, +00) C I, nach Satz
(3.9). Es sei dann angenommen, dass
T :=inf {t € Iy N[0, +00) | Xx,(t) & Ba(x0)} € Ix, N (0, +00).

Dann [X,, (T) —Xo| = a und x,,(t) € B,(xo) fiir jede t € [0, T]. Nach dem Fundamentalsatz

der Integralrechnung folgt
T T T
/0 )’(xo(t)dt'gfo yxxo(t)\dt:/o |V (xx, (1)) |dt

<T max |V(x)|. O

X€Ba(x0)

a= ‘XXO(T) - XXO(O)’ =
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3.1.2 Invariante Mengen

Von zentraler Bedeutung in der Unstersuchung von einer Differentialgleichung sind ihre
invarianten Mengen.

Definition 3.11. Wir sagen, dass M C () eine invariante Menge fiir die Differentialglei-
chung x = V(x) ist, wenn x,(t) € M fiir alle xo € M und alle t € I, gilt.

Satz 3.12. FEs sei M eine invariante Menge fiir x = V(x). Die folgenden zwei Aussagen
sind dquivalent:

(Z) Vxg € M, [Xo =R, (ZZ) A6y > 0, Vxg € M, Ixo D) (—5]\/[,5]\/[)

Beweis. Wir zeigen durch Widerspruch, dass (i) eine Folgerung von (i) ist. Es sei dann
angenommen, dass es Xo € M existiert mit sup Iy, < +oo (der Fall inf I, > —oo ist
dhnlich). Es sei t; € I, mit

t1 > sup Iy, — O
und setze man X; := Xy, (t1). Wir wenden Aufgabe mit X = Xy, und X’ = X, an und
gewinnen eine Losung x” : I, U (I, + t1) —  mit Anfang xq zur Zeit 0. Da M invariant
ist, folgt es, dass x; € M und daher

Is, +t1 D [=0n + t1, 00r + ]

Aber 6y + t; > sup Iy, impliziert, dass sup (IXO U (Ix, + tl)) > sup Iy,. Diese letzte Un-
gleichung widerspricht die Maximalitdt von X, . ]

Definition 3.13. Eine Vektorfunktion f : Q — R? heifit erstes Integral (oder Konstante
der Bewegung), wenn fiir alle Integralkurven x : I — €2 von V die folgende Gleichung gilt:
d(f o x)
dt
Das heifit, dass f konstant entlang der Integralkurven von V ist oder auch dass die Menge
f~1(y) C Q invariant fiir alle y € R? ist.

Satz 3.14. Fine Vektorfunktion £ : Q — RY ist ein erstes Integral fir V : Q@ — R? genau
dann, wenn

(H)=0, Vtel (3.3)

dif - V(x) =0, Vx e . (3.4)
Wenn £ = (fi1,..., for) ldsst sich diese Bedingung als
(grad f;(x), V(x)) = 0, VxeQ, i=1,...,d. (3.5)

schreiben.

Beweis. Nach der Kettenregel und die Gleichung x = V(x) ist die Bedingung gleich-
bedeutend mit (grad f(x(t)), V(x(¢))) = 0 fiir alle t € I. Da fiir alle x, € €2 gibt es eine
Losung von x = V(x), die durch x, lduft, die dquivalenz zwischen ({3.3) und (3.4)) folgt. O

Aufgabe 3.15. Es sei V : R? — R? definiert als V(x,y) = (—y, ). Skizzieren Sie das
Vektorfeld V. Besitzt das Vektorfeld ein erstes Integral? Schreiben Sie eine explizite Losung
mit beliebigem Anfang in der komplexen Notation.
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3.2 Gleichungen zweiter Ordnung

Definition 3.16. Es sei Z C R” eine offene Menge des R* und F : # x R*¥ — R eine
Vektorfunktion, die wir Kraft nennen. Eine Kurve r : (a,b) — Z ist eine Losung der
Differentialgleichung

I =F(r, 1), (3.6)

wenn ¥(t) = F(r(t),r(t)) fiir alle ¢t € (a,b) gilt. In diesem Fall sagen wir auch, dass der
Kérper r sich unter die Kraft F bewegt. Es seien nun (rg,vy) € Z x RF und t, € (a,b)
gegeben. Wenn 0 € [ und r(0) = rg, ¥(0) = vy zusétzlich gelten, sagen wir, dass r
Anfangspunkt ry € Z und Anfangstangentenvektor vy € R¥ zur Zeit t, besitzt.

Satz* (Transformationsregel fiir Krifte). Es sei Z C R* offen, F : # x R* — RF eine
Vektorfunktion und R : #' — % eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass duR. : RF — RF
fiir alle ¥’ € #' invertierbar ist. Es sei dann F' : Z' x R¥ — R* die Vektorfunktion

1

F(r,v') = (dr,R)_ : (F(R(r'),dr,R-v/) . df,R[v',v/]>, (3.7)

wobei die i-te Koordinate von d2RI[v',v'] € R* die Zahl

2RV, V] = Z OR (r' )y
r ’ e oriory

ist. Wenn ein Korper v’ : I — %' sich unter der Kraft F' (mit Anfang (r),v{) € #' x R*)
bewegt, bewegt sich dann der Kéorper r := Ror' : I — # unter der Kraft F (mit Anfang
(R(rf),dpy R - v() € Z x RF).

Aufgabe*. FEs sei p: Rt x R — R? die Polarkoordinatenabbildung, die in Aufgabe
eingefiihrt wurde. Schreiben Sie die transformierte Kraft fir die folgenden Krifte auf R3, :

~

z, i-z.

Aufgabe 3.17. Es seir : (a,b) = Z eine Lisung von ¥ = F(r), also die Kraft F hingt
nicht von t ab. Fir jede ty € R betrachte man die Kurven v’ : (a + to,b + ty) — Z und
v’ (—a+ty,—b+1ty) = Z, die als v'(t) = r(t —to) und r’"(t) = r(—t — ty) definiert sind.
Zeigen Sie, dass auch v’ und v" sich unter der Kraft F bewegen.

Satz 3.18. Ein Korper v : I — X bewegt sich unter der Kraft F genau dann, wenn
x:=(r,1): [ = Q:=% x R*, eine Integralkurve des folgenden Vektorfelds ist:

\%

V Qo RFxRFV (i) = (F(r,v)) Y (r,v) € Q.

Beweis. Es sei (r,v) : I — Q eine Kurve. Die Gleichung (r,v) = V(r,v) kann man als
ein System r = v, v = F(r,v) umschreiben. Dieses System ist dquivalent zum System
v =71, ¥ = F(r,r), wie gewiinscht. O
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Mit Hilfe von Satz kann man die Resultate aus den Sétzen [3.5] 3.9 und
die Definition von ersten Integralen zu den Gleichungen zweiter Ordnung entsprechend
anpassen.

Aufgabe 3.19. Finden Sie alle mazimale Losungen der Gleichung 7 = %7'”3, r € R. Zei-
gen Sie, dass sup I, v < +00, falls (ro,v0) € R x RT. In diesem Fall finden Sie eine
kompakte Menge K, vy) C R und eine Folge t; — sup I(yy ), 50dass 1(gu0)(ti) € Krgug)-
Wiederspricht dieses Beispiel Satz |3.9? Was ist der Limes der Folge 7(ry ) (ti) ?
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