17 Satz von Moser: der Bewelis
21.6.

Der Hauptsatz iiber Inversionen erlaubt uns auch zu bestimmen, welche Sphéren invariant
durch Inversionen sind.

Satz 17.1. Eine radiale Sphire S C R™ beziiglich M, ist invariant durch I_ genau dann,

wenn
POtg(M*> = —pz.

Das passiert genau dann, entweder wenn S C S, oder wenn fiir jede 2-Ebene o mit M, € o/
die Kreise SN’ und S, N« sich orthogonal schneiden.

Beweis. Es sei S C R” eine Sphire. Wenn M, € S gilt, ist das Bild von S eine Ebene nach
Satz (16.1]).(b) und deswegen kann S nicht invariant sein. Es sei nun angenommen, dass
Pots(M,) = —p?. Aus folgt es, dass &' = S, also I (S) = S. Es sei nun umgekehrt
angenommen, dass &’ = §. Dann besitzen S und &’ den gleichen Radius p = p’ und den
gleichen Mittelpunkt M = M’. Nach haben wir,
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M= —— P (M-M)+M, J=——
( )+ = TPots(ML)|

" Pots(M,)

Also, wenn M # M,, dann folgt es aus der ersten Gleichung, dass Pots(M,) = —p2. Wenn
M = M.,, dann Pots(M,) < 0 und aus der zweiten Gleichung folgt es nochmal, dass
Pots(M,) = —p?. O

Satz 17.2. FEine radiale Sphire S C R™ beziiglich M., die nicht in S, enthalten ist, ist
invariant durch I} genau dann, wenn

POts(M*) = pz

Das passiert genau dann, wenn fir jede 2-Ebene o/ mit M, € o die Kreise S N« und
S. Na' sich orthogonal schneiden.

Beweis. Es sei S C R™ eine Sphiire. Wenn M, € S gilt, ist das Bild von S eine Ebene nach
Satz (16.1]).(b) und deswegen kann S nicht invariant sein. Es sei nun angenommen, dass
Pots(M,) = p?. Aus folgt es, dass &’ = S, also IF(S) = S. Es sei nun umgekehrt
angenommen, dass &’ = §. Dann besitzen S und &’ den gleichen Radius p = p/ und den

gleichen Mittelpunkt M = M. Nach ([16.2)) haben wir,

2

2
M = — P (M—M,)+M, P
PotS(M*)( )+ M., P |Pots(1\/[*)|p

Also, wenn M # M, dann folgt es aus der ersten Gleichung, dass Pots(M,) = p?. Wenn
M = M,, dann Pots(M,) < 0 und aus der zweiten Gleichung folgt es nochmal, dass
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—p* = Pots(M.) = —p?. Das bedeutet, dass p = p, und deshalb S C S, gegen die
Voraussetzung.

Wir beweisen nun die zweite Behauptung. Wenn &’ = S miissen sich die Sphiren S
und S, nach Eigenschaft 2 in der Vorlesung 15 schneiden. Es sei nun « eine 2-Ebene durch
M., die § und S, in Kreisen C und C, schneidet. Es sei x € CNC,. Wenn die Gerade durch
M., und x tangent an C ist, dann gilt nach dem Hilfsatz [13.7}

POtS(M*) = pz

Wenn die Gerade durch M, und x tangent an C ist, dann gibt es genau einen zusatzlichen
Schnittpunkt x # x zwischen solcher Gerade und C, der nicht auf C, liegt. Also |x' —M,| #
p« und nach dem Hilfsatz [13.7}

[Pots(M.)| = pu - X' — M| # pu - pa. O

Aufgabe 17.3. Es sei I7 : R" — R" eine Inversion und S C R"™ eine Sphire, die nicht
radial beziiglich M, ist. Beweisen Sie, dass S invariant durch I} ist, genau dann, wenn
S C 8. Beweisen Sie auch, dass S nicht invariant durch I sein kann.

Aus dem Satz und der Aufgabe haben wir die folgende Charakterisierung der
Hodographen mit Energie h = —1/2.

Folgerung 17.4. Die Hodographen von Losungen des keplerschen Problems mit ¢ # 0 und
h = —1/2 sind genau diejenigen radialen Kreise (bzg. 0) in R3, die invariant durch die
negative Inversion an der Einheitssphire S*> C R? sind.

Um die geometrische Version des Satzes von Moser zu beweisen, reicht es nun zu zei-
gen, dass die negative Inversion an der Einheitssphire S"~2 C R"! und die antipodale
Abbildung A, : 8"t — S"~! durch die stereographische Projektion verkniipft sind.

Satz 17.5. Wir haben das folgende kommutative Diagramm

gn—1 A, gn-1 (17.1)
R L Rl
wobei I : R*™! — R"! die negative Inversion an der Einheitssphéire S"2 C R"! ist.
Die Kommutativitit bedeutet einfach, dass Wo A, =1 o W.

Beweis. Esseix € S" 1. Wennx = N, dann WoA,(N) = ¥U(S) = 0 = I (c0) = I (¥(N)).
Es sei nun angenommen, dass x # N. Der Winkel xNA,(x) is recht nach dem Satz von

Thales. Also ist A(V(x)NW(A,(x)) ein rechtwinkliges Dreieck und 0 ist der Fulpunkt der
Hoéhe auf der Hypothenuse. Wir haben deshalb

17 = |0(x)| - [T(A(x))]-
Da 0 auf der Strecke zwischen W(x) und W(A.(x)) liegt, folgt es aus der Definition der

negativen Inversion, dass I (V(x)) = V(A.(x)), wie gewiinscht. O
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Beweis der ersten Aussage im Satz [T41]. Es sei C ein Kreis in S® und betrachten wir ¢’ =
U(C). Wenn N € C, dann ist C’ eine Gerade in R®. Wenn N ¢ C, dann ist C ein Kreis in
R3. Nach Satz ist C invariant durch A, genau dann, wenn C’ invariant durch I ist.
Nach Satz und der Folgerung sehen wir, dass C ein Grofkreis ist, genau dann
wenn C’ eine Gerade durch 0 ist (falls N € C) oder C der Hodograph, von einer Losung
mit ¢ # 0 und h = —1/2 ist. Da die Geraden durch 0 die Hodographe der Losungen mit
¢ =0 und h = —1/2 sind, ist der Beweis vollstéindig. O

Um die zweite Aussage in dem Satz von Moser zu beweisen, fangen wir an, eine Parame-
trisierung des Geschwindigkeitsvektor v nach der exzentrischen Anomalie zu bestimmen.

Hilfsatz 17.6. Es seir: R — R3 eine (reqularisierte) Lisung des keplerschen Problems
mit Energie h = —1/2 und es sei u : R — R ihre exzentrische Anomalie. Es gilt die Formel

1

v(u) = —(—esinue1+\/1—62008uf1), (17.2)
1 —ecosu

wobei ey, f; € S% mit (e, f;) = 0. Wenn die Exzentrizitit e im offenen Intervall (0,1)

liegt, dann gilt e = € und f; =i-e. Wenn e = 0 aber ¢ # 0 bilden ey, f;, ¢ eine positive

orthonormale Basis.

Beweis. Nach der Kettenregel haben wir v = ug—;. Wir leiten die Kepler-Gleichung ((11.2))
nach t ab, um % mit Hilfe von zu finden:

. 1
V= —.
1 —ecosu

Der Term % gewinnen wir, indem wir die Formeln im Hilfsatz , bzw. im Satz :11.3
nach u ableiten. Die Multiplikation der zwei Termen gibt uns die gewiinschte Formel fiir
v(u). O

Beweis der zweiten Aussage im Satz [14.1] Die Parametrisierung nach der Bogenlénge ei-
nes Grofikreises v : R — 5% ist aus der Formel (14.1) zu lesen. Nach dem Satz

bekommen wir
U(y(u)) = \I/< —sinue; + V1 —e? cosufl,ecosu> = v(u),

wobei die zweite Gleichung aus den Hilfsatz [I7.6] stammt. O
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