25 Totale Kollisionen und homographische Losungen
19.7.

25.1 Der Satz von Sundman

Wir werden nun den folgenden Satz von Sundman iiber totale Kollisionen beweisen.

Satz 25.1 (Sundman, 1912). Es sei U(r) = Uyr? mit U, < 0 und =2 < p < 0. Eine
Losung r : [0,ts) — A von (22.8) beziiglich dem Potential U mit r¢ = 0, die eine totale
Kollision erlebt, besitzt verschwindenden Drehimpuls: ¢ = 0.

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir die folgende Abschétzung.

Hilfsatz 25.2 (Sundmans Ungleichung). Fiir jede Liosung von (22.8) mit U eine p-homogene
Funktion gilt

4 3
2< — I(I +ph). 25.1
&< I+ ph) (25.1)

Beweis. Wir schatzen ab

c= ’Zmzrz X V; Zmz|rl X v < mevl = Z vmir:) (y/miv;) < \/_\/ﬁ

wo wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung benutzt haben. Da (p +2)T =
I + ph nach (24.6)), folgt durch Quadrierung

I—l—ph
p+2°

< A4IT = 41 O

Beweis des Satzes von Sundman. Wir nehmen t; € (0,ts) groB genug, sodass I(t) < 0
und I(t) <1 fiir alle t € (t1,ts). Wir multiplizieren dann die Sundmans Ungleichung nach
—1/1 > 0 und bekommen

. i(phu 112)]

d I 4 L
1 o< ——(phl +11) =
(C og[) - p—|—2(p + 1) dt[ p+2 2

7S
Also gibt es eine Konstante K € R mit
1 4 1. —4ph
2 2
1 _<——( I —I> K<CI+K, (="
clgr s ity A sCit P+ 2
Da I <1 ist log% > (0 und wir schlieflen
A< Cr+ K.
- log%
Wir nehmen dann den Limes der rechten Seite fiir ¢ — ¢, und benutzen dass I(t) — 0,
sodass log ﬁ — 400 und

I(t) + K

t=to  log ﬁ

= 0. ]
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25.2 Homographische Lésungen

In diesem Abschnitt werden wir nur das n-Kérperproblem (moglicherweise eingeschriankte)
betrachten. Die Diskussion lisst sich leicht fiir ein abstraktes Potential der Art U (r) = UyrP
mit U; < 0 und p < 0 anpassen.

Also suchen wir nach Losungen von , die schone geometrische Eigenschaften be-
sitzen und werden stets annehmen, dass alle die Konfigurationen Schwerpunkt in 0 haben.

Definition 25.3. Eine Losung r = (ry,...,r,) : (fto,t1) — A° von (22.3) heifit ho-
mographisch, wenn a = (ai,...,a,) € A° und Abbildungen A : ({p,t;) — R und
Q : (to,t1) = SO(3) existieren, sodass

ri(t) = AMt)Q(t)a,, Vte (to,t1), i=1,...,n. (25.2)
Also bleibt die Losung selbstéhnlich. Eine homographische Losung r ist
e homothetisch, wenn @ konstant ist (0.B.d.A. Q(t) = I);
e cin relatives Gleichgewicht, wenn A konstant ist (0.B.d.A. A(t) = 1);
e chen, wenn eine feste Ebene o (durch 0) existiert, sodass
ri(t) € a, Vit e (to,t1), i=1,...,n.

Wenn wir 0.B.d.A. annehmen, dass o = C x 0 C R? die zy-Ebene ist, dann haben
wir die dquivalente Darstellung

I'Z(t) = z(t)a,-, Vit e (to, t1>, 1=1,...,n, (253)

wobei r;(t),z(t), a; komplexe Zahlen sind und die Multiplikation zwischen z;(t) und
a; komplex ist.

Bemerkung 25.4. Man kann zeigen, dass eine homographische Losung homothetisch ist,
genau dann wenn der gesamte Drehimpuls verschwindet (Aufgabe 7.6 im Buch von Geiges).

Wir fangen an, die homothetische Losungen zu beschreiben.

Definition 25.5. Es seien my,...,m,_1 > 0 und m, > 0. Eine Konfiguration a € A°
heiflit zentral beziiglich der Massen my, ..., m,, wenn es u € R gibt, sodass
ij ~ .
a; = ——a;,, 1=1,...,n. 25.4
H ; azgj J ( )

Wenn m,, > 0, lasst sich diese Bedingung auch als
pM - a = gradU(a) (25.5)

umschreiben. Die Konfiguration a heifit eben, wenn es eine Ebene « gibt, sodass a; € «
firi=1,...,n.
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Bemerkung 25.6. Wenn m,, = 0 und a zentral ist, dann bilden auch die n — 1 Korper
ai,...,a,_ 1 auch eine zentrale Konfiguration.

Bemerkung 25.7. Es sei a € A zentral mit Konstante p. Dann ist der Schwerpunkt
Yo mia; = 0. Aulerdem, fiir alle A € RT und @ € SO(3) ist AQa := (A\Qay, ..., \Qa,)
zentral mit Konstante /A3

Satz 25.8. Es sei a € A°. Die Konfiguration a ist zentral (mit Konstante ) genau dann,
wenn es eine Funktion X : (to,t1) — RT gibt, sodass t — r(t) := A(t)a eine (homotheti-
sche) Lisung von ist. In diesem Fall [6st N\ das 1-dimensionale Keplerproblem mit
Konstante p:

. . ILL
A= v
Beweis. Es sei A : (to,t1) — RT eine Funktion und man definiere r; := Aa;. Wir haben
r; = Aa; und
Gm] N 2 GMj ~
_ Z —5 I = -A Z 7&@'.
J#i ” j# Y

ist M - i = —grad U(r) gleichbedeutend mit

Da es a; mit a; # 0 gibt, sehen wir, dass p konstant ist. Die Behauptung ist bewiesen. [

Satz 25.9. FEs seien die Massen mq, ..., m, positiv. Die Konfiguration a € A€ ist zentral
genau dann, wenn a ein kritischer Punkt der Funktion IU? : A — R ist. In diesem Fall

1st die Konstante | gegeben als

U(a)
H= 5%

Beweis. Wir nehmen das Skalarprodukt beider Seiten von (25.5) mit a, sodass der Hilfsatz
liefert p21(a) = —U(a). Die Symmetrie von M liefert grad I(a) = M-a. Die Gleichung
(25.5) lasst sich durch diese Identitédt und der Formel fiir p dquivalent umschreiben als

—U(a)grad I(a) = 2I(a)grad U(a).

Wir multiplizieren diese Gleichung nach U(a) # 0 und bekommen

0 = I(a)(2U(a)grad U(a) + U*(a)grad I(a) = grad (IU?)(a). O
Folgerung 25.10. FEs seien die Massen my, ..., m, positiv. Dann existiert eine zentrale
Konfiguration beziiglich mq, ..., m,.
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Beweis. Dank des Satzes ist es genug zu zeigen, dass die Funktion /U? ein Minimum
besitzt. Die Funktion ist 0-homogen, da

I(\a)(U(\a))? = N2 I(a)A2U(a)* = I(a)U(a)?, VA eRT ae A

Also kénnen wir die Funktion /U? auf der Menge A§ := {I = 1} N A® minimieren. Auf
dieser Menge TU? = U?. Es sei a, € AS. Dann gibt es € > 0, so dass

Vac A, 3Ji#j, aj; <e = U?a)>Ua,).

Dann
igcf U? = i]\r}/f U?, M :={I=1}N{ry; >e|Vi#j} CAS (25.6)

Da die Menge M! kompakt ist, besitzt U? ein globales Minimum a_ auf M. Nach ( -
ist a_ auch ein globales Minimum fiir U? auf AS.

Die Aufgabe 7.7 in dem Buch von Geiges zeigt, dass alle relative Gleichgewichte eben
sind. Eigentlich gilt das folgende stéirkere Resultat, das wir ohne Beweis angeben.

Satz 25.11. Eine nicht ebene homographische Lésung ist homothetisch. O]
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