8 Kegelschnitte
17.5.

In disem Kapitel definieren wir die Kegelschnitte, also die Parabel, die Ellipse und die
Hyperbel.

Es sei a C R? eine Ebene. Es seien eine Gerade ¢ C « und einen Punkt B € a'\ ¢,
gegeben. Die Parabel P mit Brennpunkt B und Leitlinie ¢ ist die Menge der Punkte r € «,
fiir die

|r — B| = Abstand(r, ¢), (8.1)

gilt, wobei Abstand(r,¢) die Linge des Lotes auf ¢ durch r ist. Wir bemerken, dass P in
der zusammenhéngenden Komponente von « \ ¢ enthalten ist, die auch B enthélt. Wenn
r zur anderen Komponente gehort, schneidet die Strecke zwischen B und r die Gerade /¢
und r kann nicht erfiillen.

Der Punkt P auf der Parabel mit minimalen Abstand von B heifit Periapsis. Wir setzen
d := Abstand(B,¢) = 2|P — B| und e € a N S? fiir den Normalenvektor von ¢, die in die
Halbebene, die P nicht enthilt, gerichtet ist. Also ¢ := {r € a | (r — de,e) = 0} und
Pc{rea| (r—dee) <0}

Es seien zwei Punkte By, By € v und eine positive Zahl a mit |By — By| # 2a. Wir
definieren ¢ := %|B2 — B[ und e := £ > 0. Falls [B; — By| < 2a ist die Ellipse £ mit
Brennpunkten B; und B, und grofler Halbachse a die Menge der Punkte r € «, fiir die die
folgende Gleichung gilt:

lr — By| + |r — By = 2a. (8.2)

Der Punkt M = %(Bl + B5) heiBt Mittelpunkt der Ellipse. Wir setzen A := B; — Bo.
Der Punkt P € £ mit kleinstem Abstand von By heifit Periapsis (beziiglich B,). Es gilt
IP—By=(1-¢€ea=a—c¢, |P-—M|=q, |B,—M|=c
Falls |By — By| > 2a ist der By nidhere Ast ‘H der Hyperbel mit Brennpunkten B; und
B, und reeller Halbachse a die Menge der Punkte r € «, fiir die die folgende Gleichung
gilt:
r — By| — |r — By| = 2a. (8.3)
Der Punkt M := %(Bl + B,) heifit Mittelpunkt der Hyperbel. Wir setzen A := B, — B;.
Der Punkt P € H mit kleinstem Abstand von B; heifit Periapsis (beziiglich B;). Es gilt
IP—-By|=(e—1a=c—a, |P—M|=a, |B; — M| = c Die Asymptote der Hyperbel
sind die zwei Geraden auf o, die durch M laufen und ein Winkel # mit A bilden, wobei
1

cosf = —=.
e

Wir schreiben nun die Gleichung von einem Kegelschnitt in R? mit Brennpunkt in 0.

Satz 8.1. Es seien o C R? eine Ebene durch 0, e ein Punkt in o und d € RT. Die Menge

K(e,d):={reca|r+(er)=d} (8.4)
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definiert einen Kegelschnitt mit Brennpunkt in 0. Wenn e # 0, gilt

K(e,d) = {r € o | r = e-Abstand(r,(), (r—%¢,&) <0}, (:={reca|(r—%eé) =0}.
Wir nennen ¢ die Leitlinie von K(e,d). Auflerdem:

o fiire =1 ist K(e,d) eine Parabel mit Leitlinie { und Brennpunkt B = 0.

o fiir e # 1 ist K(e,d) eine Ellipse mit A := By und 0 = Bs, falls e < 1, und der
zu 0 nahere Ast einer Hyperbel mit 0 = By und A = B, falls e > 1. Es gibt eine

Bigektion zwischen (e,d) und (A, a), wobei a # A/2 die groffe (bzw. reelle) Halbachse
des Kegelschnittes ist:

( 2
d=aft- |

a4 — d “ 4a?

e A

92d = ——, falls e <1, (8.5)

A—_ e e — 2a

1—e2”’ A

+—, falls e>1,
2a

Es gilt zusdtzlich eine Bijektion zwischen (e,a) und (A, d):

—2ae, fall <1,
d—all— e, A—{ 0o Jolls e (8.6)
+2ae, falls e > 1.

Wenn e # 0 und f € R der Winkel zwischen der Halbegerade Rte und v ist, lisst sich
K(e,d) in den entsprechenden Polarkoordinaten auf o\ {0} als

K@A%zﬂﬁﬁéR*XR‘r:Tiggg} (8.7)

schreiben. Falls e > 1 gehort der Winkel f zum Intervall ( — arccos(—e '), arccos(—e™))
bis auf Vielfachen von 2m.

Beweis. Die Aussage ist unmittelbar fiir e = 1, weil die Gleichung (8.1)) zum
r=—(r—de,e) = —(e,r) +d,

wird, wie gewiinscht. Es seien nun A € o« und a € RT. Wenn A < 2a gilt, lautet die
Gleichung (8.2) fiir eine Ellipse mit Brennpunkten 0 und A und grofle Halbachse a

r—A|=2a—r.

(8.8)

Wir bemerken, dass [r — A| > r — A > r — 2a. Daher quadrieren wir (8.8)) und bekommen
die dquivalenten Gleichungen

r—AP = (2a—7)* & r*=2(r,A)+A*=4a*—dar+r* & dar+(-2A,r) = 4a* — A%,
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Wir teilen die letzte Gleichung durch 4a und bekommen die Formel in mit Hilfe der
Substitution . Wenn A > 2a gilt, lautet die Gleichung mit B; = 0,B; = A und
reeller Halbachse a

r—A|=2a+r. (8.9)

Da beide Seiten positiv sind, quadrieren wir und bekommen die dquivalenten Glei-
chungen

r— AP =Q2a+7r)? & 12=2(r,A)+A*=4a*+4dar +1* & dar+ (2A,r) = A —4a>.

Wir teilen die letzte Gleichung durch 4a und bekommen die Formel in mit Hilfe der
Substitution (8.5]).

Wenn r € o haben d — (e,r) = e(% — (r,&)) = —e(r — %, &). Das heifit, dass K(e,d)
in der Halbebene enthalten ist, wo (r — gé, é) negativ ist. Aber fiir r in dieser Halbebene
ist r = d — (e, r) dquivalent zu r = e - Abstand(r, (), weil —(r — &, &) = Abstand(r,¢). O

32



