24 Kollisionen in dem n-Korperproblem
16.7.

Wir betrachten nun eine Gleichung der Art M - ¥ = —grad U(r), wobei U : Z — R, Z ein
verallgemeinerter Kegel und U eine p-homogene Funktion.

Definition 24.1. Eine Menge Z C R? heifit verallgemeinerter Kegel, wenn
rc#Z =— VIeR", e

Es sei p € R. Eine Funktion U : #Z — R auf einem verallgemeinerten Kegel heifit p-
homogen, wenn

U(Ar) = \U(r), VAERT, re .

Aufgabe 24.2. Zeigen Sie, dass die Menge A ein verallgemeinerter Kegel ist. Wenn die
Funktion U : Rt — R p-homogen ist, ist auch das Potential U p-homogen. Zeigen Sie,
dass U # 0 p-homogen ist, genau dann, wenn es U; € R\ {0} gibt mit

U(r) = Uyr?, VreR".

Dieses Potential geniigt der Bedingung lim inf,_, | U(r) > —oo vom Satz m genau dann,
wenn pU; > 0. Das Potential U(r) = —G/r ist homogen mit p = —1 und U; = —G.

Hilfsatz 24.3. Es sei U : #Z — R eine p-homogene Funktion auf einem offenen verallge-
meinerten Kegel. Dann, fiir aller € Z und X\ € RT gilt

grad U(\r) = W 'grad U(r), (gradU(r),r) = pU(r). (24.1)

Beweis. Die zwei Identitéten folgen unmittelbar, wenn wir U(Ar) = APU(r) nach r bezi-
ungsweise nach A\ (und A\ = 1 einsetzen) ableiten. O

Folgerung 24.4. Es sei U : # — R eine p-homogene Funktion auf einem offenen ver-
allgemeinerten Kegel mit p # 0 und U(r) # 0 fir alle v € %. Dann ist der Gradient
von U nirgends null und die Gleichung M - ¥ = —grad U keine konstante Losung besitzt.
Insbesondere besitzt das n-Kdorperproblem keine konstante Ldsung.

caption. Wenn der Gradient im Punkt r gleich Null wire, hitten wir 0 = (grad U(r),r) =
pU(r). Also einer zwischen p und U(r) wéare Null. Die Korrespondenz zwischen kritischen

Punkten von U und konstanten Losungen von Mi = —grad U(r) war der Inhalt von
Aufgabe [4.2] O

Fiir homogene Potentiale die Trégheitsmoment
1
I:%— R, I(r) ::§<r,M‘r>, VreZx

spielt eine wichtige Rolle.
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Beispiel 24.5. Fiir ein System von n-Kérpern mit Matrix M gegeben durch (22.7)) haben
wir einfach
I~
i=1

Hilfsatz 24.6 (Lagrange-Jacobi Identitit). Es sei U : Z — R eine p-homogene Potential.
Wenn r eine Lisung von M -t = —grad U(r) mit Energie E(r,v) = h ist, gilt dann

[=2T —pU =2h— (p+2)U = (p+2)T — ph. (24.2)
Beweis. Mit Hilfe der Symmetrie von M haben wir
[=1FM 1)+ 1@, M- i) = (r,M ).
Wenn wir nochmal ableiten, bekommen wir
I= (&M 1)+ (r,M-#) = 27(¢) — (r,grad U(r)) = 2T°(¥) — pU(r).
Das zeigt die erste Identitit. Die anderen zwei folgen aus h =T + U. ]

Mit Hilfe der Tragheitsmoment kénnen wir die maximale Losungen des n-Koérperpro-
blem mit endlichem Lebensdauer besser verstehen. Insbesonder werden wir beweisen, dass
fiir n = 3 sie einer Kollision entsprechen.

Definition 24.7. Eine Losung r : [0,t.) — A€ von ([22.8) erlebt eine totale Kollision,
wenn es q € R? gibt mit

lim r;(t) = q, Vi=1,...,n.

t—too

Hilfsatz 24.8. Wenn eine Losung r : [0,ty) — A€ von (22.8) mit rg = 0 eine totale
Kollision in q erlebt, dann rg = q. Es folgt daraus, dass lim;_; _ I(t) = 0.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus

1 1
r¢ = lim —Zmlrl = Zml lim I‘Z = E m;q = quzq. O

t—otoo N t—too
i=1

Satz 24.9. Es seir : [0,ty) — A® eine maximale Losung von (22.8) mit rs = 0, wobei
vij > 0 und U(r) = Uyr? mit Uy < 0 und p € (—2,0) (zum Beispiel v lost (22.1])). Es sei

angenommen, dass i # j gibt mit

lim 7;;(t) = 0.

t—too
Dann limy_,,_ I(t) = +o0 und

entweder Jim I(t)=0 oder 31 e RT, Vt e [0,ts), I(t)>1. (24.3)
—too
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Im ersten Fall erlebt das System eine totale Kollision, die Lebensdauer to, ist endlich und
](t) ist negativ fiir t groff genug. Im zweiten Fall und unter der zusdtzlichen Voraussetzung
n = 3 gilt die folgende Aussage: Wenn t,, = 400, dann konvergieren ry,ro, T3 gegen
00 € R3; wenn to < 400 gibt es q; € R? und p € RT, sodass

e lim r;(t) =q; = lim r;(?), o Vte[0,ts), 1ul(t)>p, 1Ti(t)>p,
t—too t—too
wobei ¢ # 1, 7.

Beweis. Unter den Voraussetzungen iiber das Potential gilt U(r) < Ulrfj, U, = Vijljl < 0.
Da r;(t) fir t — to gegen Null konvergiert, haben wir auch

lim U(r(t)) < lim Uyrj;(t) = —oo.
t—too

t—=too

Nach der Lagrange-Jacobi Identitét

lim 7(¢) = lim <2h +(p— 2)U(r(t))) = +o00.
Das impliziert, dass entweder I(¢) < 0 fiir ¢ groB genug oder 1(¢) > 0 fiir ¢ groB genug. Im
ersten Fall muss ¢, endlich sein, wie wir jetzt begriinden. Es gibt ¢;, sodass fiir alle ¢ > ¢
die Ungleichungen I(t) > 1 und I(t) < 0 gelten. Der Fundamentalsatz der Analysis liefert

0> I(t)=1I(t))+ /t](T)dT > [(t)+ (t—t)

t1

und wir folgern ¢ < t; — I(t;). Es sei dann I, := limy_,__ I(t). Wenn I, = 0, erlebt das
System eine totale Kollision. Wenn I, > 0, besitzt I eine positive untere Schranke. Die
Alternative ist somit vollstdndig bewiesen.

Es sei nun angenommen, dass n = 3 und I(t) > Iy > 0 fiir alle ¢ € [0,t). Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit seii =1, j =2 und £ = 3. Es sei 1’ := %(mlrl + morsy),
wobeil m’ := m; + msy. Wir haben

/ o mg / o my
r —r3 = — T, r —r;=—Ty,
m m
sodass |1’ —r1| und |r’ — ry| gegen Null konvergieren fiir ¢ — ¢,,. Da 0 = rg gewinnen wir

/

ms m
r'=——rs3, r3=——r (24.4)

m ms

und wir haben die Formel
9, Mg o 2

myrt + maora + T = m'r'®. (24.5)
Es folgt daraus, dass
mi1me 1 1
=1 — o 7"%27 I' = 57’/7,/7’/2 + §m37"§
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sodass |I(t) — I'(t)| gegen Null konvergiert fiir ¢ — t,,. Wir leiten aus (24.4))

lmgm 2 _ I/

/
2 _p_1lmm
2 m 3 2m3

r

her. Es sei nun angenommen, dass t,, = +oo. Dann I(t) — 400, da I(t) — +oco. Wir
haben auch I'(t) — 400 und deshalb r3, 7" — +o0.

Es sei nun angenommen, dass t,, < +00. Aus einem Beweis per Widerspruch folgt es,
dass es ein p > 0 gibt mit r13(¢) > p und r13(¢) > p (sonst liminf, ,;  I(t) = 0). Nach der
Gleichung gewinnen wir

l¥5] < C, C = 77%3(1/13 + V23)p(71pp_1.
Der Fundamentalsatz der Analysis liefert |f3| < C” und deshalb
lr3(t) —r3(t)| < C'|t — 1), Vi, t' € 0,ts).
Da to < 400 sehen wir, dass r3(t) — g3 € R? als t — to. Dann q; = —™qs. O

Aufgabe 24.10. Es sei U(r) = Uyr? mit Uy < 0 und —2 < p < 0. Wir betrachten
eine Losung r : [0,4+00) mit unendlicher Lebensdauer. Zeigen Sie, dass falls h > 0 die
Konfiguration nicht beschrinkt ist. Das heifit, dass fiir jede tg > 0 und p > 0 fiir alle t >t
ein Korper r) existiert mit vy (t) > p.
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