23 Erste Integrale des n-Korperproblem
12.7

Definition 23.1. Es seien ry,...,r, Korper mit konstantem Schwerpunkt rg = 0. Der
Drehimpuls eines Systems (um seinen Schwerpunkt) ist

n
C = E m;r; X Vj.
i=1

Hilfsatz 23.2. Der Drehimpuls ist ein erstes Integral fiir (22.8]).

Beweis. Wir berechnen
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Wenn wir die Namen der Indizen umtauschen, gewinnen wir
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Es sei U : R — R eine Stammfunktion fiir f und es sei Uij == l/ijf] ory + A® — R fiir
alle 7 # j. Die potentielle Energie des Systems ist
U:A°= R, Ur):=)» Uy
i<j

Aufgabe 23.3. Zeigen Sie, dass das Gravitationspotential aus der Gleichung ([22.1)) die
Gestalt U(r) = —G/r besitzt, sodass

Gm;m;
i<j R

Hilfsatz 23.4. Wir haben gradU(r) = —F(r). Insbesondere ist die Kraft F konservativ
und die Energie

E:A°xR™ =R, E(r,v):=T(v)+U(r)

stellt ein erstes Integral dar.
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Beweis. Wir haben gradU(r) = —F(r) genau dann, wenn grad,U(r) = —F,(r) fiir alle
=1,...,n. Wir berechnen mit Hilfe der Formel (22.2))

grad,U = Z Vz'jgrade(U oryy) = Z vij f(rij)grad,ri; = Z v [ (re;)Fej + Z Vie f (rie)Pe;

i<j i<j £<j i<t
= Z v [ (rej)Fej + Z vej | (re;) e
1291 Jj<t
= v f(rey) e
it
= —Fg(r). []

Aufgabe 23.5. Es seir = (r1,r3) eine Losung des zwei Korpersproblems mit Energie h

und Drehimpuls c. Es seien hy,ci und ho,co die Energien und die Drehimpulsen von ry
und ro, als Lésungen der zwei keplerschen Probleme in (22.11)). Zeigen Sie, dass

2 2
m m
h1:2—22h, hgzg—lzh, h:h1+h2
mi +mj mi + mj
ma ma
c; = —cC, Cy = —C, C=2C] +Coy
m m

Satz 23.6. Es sei f : RT — R und es sei angenommen, dass

lim inf U(r) > —oo.

r—-+o0o

Es seir : [0,ts) — A° eine mazimale Losung von (22.8)), wobei to, € RT U {4+00}. Man
definiere fir alle t € [0,t) die positive Zahl

p(t) = min{ry(t) | i # j}.
Wenn t,, < 400, dann

lim p(t) = 0.

t—=too
Beweis. Fiir alle € > 0 betrachten wir die Mengen M, C A°
M :={r e R |Vi#j, ri >¢€}.
Wir zeigen nun, dass es fiir alle € > 0 und h € R ein ., > 0 existiert, sodass, wenn
(rg,vo) € (M. xR3*)NE~Y(h) und r : [0,%;) — A° die maximale Lésung mit r(0) = ry und

1(0) = vy ist, haben wir die Abschétzung t; > t . Es sei (ro, vo) € (M x R*) N E~'(h).
Wenn r € B, /4(rp), dann |r; — (r;)o| < €/4 fiir alle 4 und

rij = ri — 1| > |(r:)0 — (r;)o] — [ri — (ri)o] — |(rj)o —1x;] > e —€/4 —€/4 =¢€/2.
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Wir haben also gezeigt, dass B 4(ro) C M,/2. Nach Satz gilt

> )\M 6/4 > )\M 6/4
12\ >\ = .
2 \/h —Ming_ () U 2 \/h — minyy, , U

Also wir miissen U auf My mit ¢ = ¢/2 nach unten beschriinken. Nach Voraussettzung
gibt es Cv > 0 mit der Eigenschaft, dass U(r) > —Cy fiir alle r > €. Fir r € M. gilt
ri; > € und daher

Ulr) = wviU(ri) = > —|vyglCo.

1<j 1<J

4
t > ‘/)\TM ¢/ . 0
\/h + Co 3 i Vil

Folgerung 23.7. Wenn r : [0,ty) — A€ eine mazimale Lisung des gravitationellen n-
Korperproblems (22.1)) mit too < +00 ist, dann p(t) — 0 firt — t. ]

Schliefllich

Der obige Satz sagt, dass wenn die maximale Losung nicht fiir alle Zeite definiert ist,
dann der Abstand zwischen zwei der Korper gegen null konvergiert. Wenn n = 2 wissen
wir, dass die Korper kollidieren.

Wir werden sehen, dass genau so fiir n = 3 passiert. Aus dem Satz von Sundman wird
auch folgen, dass wenn alle drei Kérper miteinander Kollidieren, dann muss der Drehimpuls
verschwinden. Das heifit, dass fiir das 3-Kérperproblem mit nicht verschwindendem Dre-
himpuls die Korper nur paarweise kollidieren kann. In diesem Fall konnen wir die Losung
regularisieren und fortsetzen, wie wir fiir das Keplerproblem gemacht haben.

Schlielich, wenn n > 3, ist die Situation ziemlich komplizierter, denn zwei Koérper
gegen unendlich kénnen laufen und gleichzeitig ndher und néher zueinander kommen in
endlicher Zeit ...
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