14 Satz von Moser: die Aussage
11.6

Wir stellen nun die Aussage des Satzes von Moser vor, den wir in der nédchsten vier Vorle-
sungen beweisen werden.

Satz 14.1 (Moser). Die stereographische Projektion U : S3 — R® bildet eine Bijektion
zwischen den Grofkreisen v auf S* und den Hodographen v der Losungen r des keplerschen
Problems mit h = —1/2. Wenn ~ nach der Bogenlinge parametrisiert ist, wird v.= W o~y
nach der exzentrischen Anomalie u parametrisiert.

Bemerkung 14.2. Man kann den Wert h = —1/2 mit einem beliebigen negativen Wert
h substituieren. In diesem Fall muss man den Radius p der Sphére im Definitionsbereich
von ¥ wihlen, sodass p?> = —==, und die Hodographen durch s := —*

~on \/ﬁu

Wir erkldren nun alle die Begriffen in dem obigen Satz.

Definition 14.3. Eine Kurve x : I — R" ist nach der Bogenldnge parametrisiert, wenn
|x(t)] =1 fiir alle ¢ € 1.

Aufgabe 14.4. FEs sei x(t) = r(cost,sint) mit t € R eine Parametrisierung des Kreises
mit Radius v in R%. Ist x nach der Bogenlinge parametrisiert? Wie kann man eine Um-
parametrisierung s — t(s) wahlen, sodass s — x(t(s)) nach der Bogenlinge parametrisiert
wird?

Definition 14.5. Es sei S~ ! die Einheitssphére in R und identifizieren R” = R"~! x R.
Wir schreiben x = (y, z) fiir die Punkte in x € R", wobei y € R"! und z € R. Dann
N = (0,1) € S" ! und S = (0,—1) € S™! stellen die Nord- und Siidpol dar. Es sei nun
R mit R* ! x {0} identifiziert.

Definition 14.6. Die stereographische Projektion ¥ : R" \ {z = 1} — R" ! ist die glatte
Abbildung, die jedem Punkt x € R™ mit z # 1 den Punkt W(x) zuordnet, wobei (¥(x),0)
auf der Gerade N+R(x—N) liegt. Wir definieren die Einschréankung der stereographischen
Projektion auf der Einheitssphire als die Abbildung ¥ : S"~1 — R~} ¥(N) = co und
U(x) = ¥(x), falls x # N.

Satz 14.7. Wir haben die Formel
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Die Abbildung ¥ : St 5 R st ein Homdomorphismus, dessen Umkehrabbildung ® :
R — S7=1 durch die folgende Formel definiert ist:

2 2 n—1
@(OO):N, @(V>:<1+02V,1—m>, VVER .
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Beweis. Wir suchen nach ¢ € R mit der Eigenschaft, dass t(y,z) + (1 — )N € R*"! x {0}.

Es folgt daraus, dass tz+1—1t = 0. Also t = ﬁ und ¥(y,z) =ty = 11Zy. Um die
Stetigkeit von ¥ zu beweisen, reicht es nach Aufgabe [13.12] die Formel

B (y, 2)| = =\/1_z2=\/1+2 V(y,z) e S\ {N},

1—2 1—2 1—2z’

wobei wir die Gleichung 3* + 2? = 1 benutzt haben. Wenn v € R"~! definieren wir ®(v)
durch die Eigenschaften

o O(v)=t(w,0)+(1-t)N, t>0, o |O(V)]*=1.
Wir setzen die erste Gleichung in die zweite ein und bekommen

P+ 1+t2 -2 =1.

Wir 16sen nach ¢ und finden ¢ = +2v2 und die gewiinschte Formel folgt. Die Abbildung &

ist stetig nach Aufgabe [13.12] weil limy|_o ®(v) = N. O

Definition 14.8. Ein Grofikreis auf S™~! ist die Schnittmenge zwischen eine 2-Ebene «
durch 0 und S™1!.

Aufgabe 14.9. Zeigen Sie, dass ein Grofkreis den Nordpol enthdlt genau dann, wenn er
den Stidpol enthilt.

Wir méchten nun Groflkreise nach der Bogenldnge parametrisieren. Wenn e; und es
eine orthonormale Basis fiir « ist, dann ist es leicht zu sehen, dass

Yal(u) == —sinue; + cosue, VueR

die gewiinschte Parametrisierung liefert. Wenn « nicht in R"~! enthalten ist, nehmen wir
e; auf der Gerade a NR™™!. Dann e, = (e3, €), wobei e > 0. Wenn e = 1, dann e = 0 und
e; = N. Wenn e < 1, dann schreiben wir f; fiir den normierten Vektor mit e3 = esf;. Es

folgt daraus, dass
<e1,f1> :O, €3 = \/1—62.

Also bekommen wir die Formel
Yolu) = (—sinuel—l—\/l—e2cosuf1,ecosu>. (14.1)

Definition 14.10. Es sei M € R” ein Punkt. Die antipodale Abbildung A : R* — R"
mit Mittelpunkt M ist auf folgender Weise definiert. Fiir alle x € R™ ist A(x) der einzige
andere Punkt auf der Gerade durch x und M, der gleichen Abstand zu M wie x besitzt.
Wir setzen A(oco) = oo.

Aufgabe 14.11. Zeigen Sie, dass alle (n — 1)-Sphdren mit Mittelpunkt M invariant durch
A sind. Schreiben Sie anschliefend eine Formel fir A und zeigen Sie, dass A(x) = —x,
falls M = 0.
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Satz 14.12. Die Grofkreise sind diejenige Kreise auf ST, die invariant durch die anti-
podale Abbildung mit Mittelpunkt O sind.

Beweis. Es sei C ein Kreis auf S"~! mit tragender 2-Ebene «. Es sei angenommen, dass C
ein Groflkreis ist. Daher gehort 0 zu a und « ist ein Untervektorraum des R"™. Also x € «
impliziert —x € «a. Nach der obigen Aufgabe ist C invariant durch A. Es sei nun umgekehrt
angenommen, dass C invariant durch A ist. Wir nehmen x € C C «, sodass —x € C C «a.
Da « ein affiner Unterraum ist, enthélt o die Gerade durch x und —x. Da der Ursprung O
ein Punkt auf dieser Gerade ist, folgt es, dass 0 € . Deshalb ist C ein Grofikreis. ]
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