5 Konservative zentrale Krifte
3.5.

5.1 Klassifizierung

Satz 5.1. Eine Zentralkraft ist konservativ genau dann, wenn f nur von dem Abstand r
von 0 abhdngt. Das heifst, dass es eine Funktion f:RT = R mit f= f or gibt. In diesem
Fall lisst sich auch das Potential U : R3 — R als U = Uor schretben, wobei die Funktion
U:RT — R durch die Gleichung

v .

dr =/
bis auf einer additiven Konstante bestimmt wird.

Beweis. Es sei angenommen, dass F = —grad U. Dann die Rotation von F verschwindet
0=rotF = —rot(f(r)f') = —grad f x r — f(r)rott = —grad f x 1,

wo wir benutzt haben, dass die Rotation von r verschwindet, weil ¥ = gradr. Es folgt
daraus, dass grad f parallel zum r ist. Es seien nun rg, r; zwei Punkte in R mit brg = bry.
Es existiert dann eine Kurve r : [0,1] — {r = 7o} mit r(0) = ro und r(1) = r;. Wir
leiten die Gleichung (r(¢),r(t)) = rZ nach ¢ ab und bekommen (r,r) = 0. Nach dem
Fundamentalsatz der Integralrechnung

s = flw) = X2 = [ qgnad i), 5003t = 0

denn grad f parallel zu r ist. i

Es sei umgekehrt angenommen, dass f = f or und es sei U definiert durch ‘Cii—(r] = f.
Dann

~ . dU
F:—(for)r:—(Eor>gradr——grad(Uor) O

Aufgabe 5.2. Es sei F : R — R? cine konservative Zentralkraft und Q € O(3) eine
orthogonale Matriz. Zeigen Sie, dass v : I — R3 eine Lisung von t = F(r) ist, genau
dann wenn Q -r : [ — R3, eine Lisung von ¥ = F(r) ist.

Explizite Losungen von ¥ = F(r), wobei F eine konservative Zentralkraft ist, sind nur
fiir wenige Potentiale U : Rt — R bekannt. Einer der beriihmten Fillen ist der Folgende.

Example 5.3 (Der isotrope harmonische Oszillator). Es sei U(r) = Lw?r2, wobei w > 0.

2
In diesem Fall lautet die Gleichung # = F(r)
i = —w’r,

sodass die rechte Seite auf dem ganzen R? glatt ist (keine Singularitit in 0). Wir suchen
nach Losungen, die in der zy-Ebene definiert sind. Also sind Funktionen z und y zu finden,
die die Gleichungen
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erfilllen. Eine Losung mit beliebigem Anfang (x(0),y(0)) = (zo,%) und (2(0),y(0)) =
(vE,vy) ist durch die Formeln

T Yy

Vo . Vo .
x(t) = xo coswt + — sin wt, y(t) = yo coswt + — sin wt
w w

gegeben. Insbesondere sind die maximalen Losungen fiir alle reellen Zeiten definiert und
besitzen eine Periode 27/w, die daher unabhéngig von den Anfangswerten ist. Aus der
Periodizitét folgt, dass ein ty € R gibt, wo ¢ +— x?(t) + y*(t) ihren Maximum erhélt. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit, kann man to = 0 und (xg,y9) = (a,0), wobei a > 0,
annehmen. Nach der Definition von ¢, stehen (zg,yo) und (v, v§) senkrecht zueinander.
Daher (vf,vg) = (0,bw) mit b € R. Bis auf der Umparametrisierung ¢ — —t¢ haben wir

b > 0. Die obigen Gleichung nehmen daher eine einfachere Gestalt

(200) = (gt

Die Kurve (z,y) parametrisiert eine Ellipse mit Halbachsen a und b gegen den Uhrzeiger-
sinn.

Aufgabe 5.4. Es sei r eine Lisung von ¥ = —w?r mit Energie h > 0 und Drehimpuls
(0,0,¢) mit ¢ € R. Zeigen Sie, dass h > w|c| und dass die Halbachsen der Ellipse durch
die Formel

1

75 (VA -+ wld + Vi = wle])

gegeben sind.

5.2 Reduzierung zu einer Dimension

Satz 5.5. Es seir: I — R3 eine Losung von ¥ = —f(r)t in der Ebene {z = 0}, so dass
c = (0,0,¢), fir c € R. Wenn (r,0) die Polarkoordinaten von v sind und das effektive

Potential U, : Rt — R als ,

U,(r) := < + U(r)

212
definiert wird, gilt .
. dU.
F=— (r)
dr (5.1)
.C

Insbesondere, bewegt sich r unter einer konservativen Kraft mit entsprechender Energie
E.:R" xR = R und es gilt E.(r,7) = E(r,T).

Beweis. Die zweite Gleichung in (j5.1)) folgt aus Aufgabe . Fiir die erste Gleichung kann
man entweder Aufgabe benutzen oder wie folgendes argumentieren. Man berechne nach

Satz [4.9} (iii)

2

Bl = 3 (74 5) +00) = 52 +00) = Bu(rr).
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Da E ein erstes Integral ist, liefert das Ableiten nach t der obigen Gleichung

ozf@+i?)

r

Wenn #(ty) + dgc (r(to)) # 0 fur irgendwelche ¢, € I gelten wiirde, gébe es ein offenes

Intervall J C I mit ¢ty € J und 7(t) = 0, fiir alle ¢ € J. Insbesondere, dgf (r(t)) # 0, denn

#(t) = 0. Aulerdem, r(¢) = 7o und wir kénnen zweimal die Identitét (r(¢),r(¢)) = r2 nach
t ableiten und bekommen

0= (#,r) + (r,1).

Wir setzen die Gleichung i = — f(r)# und die Formel in Satz (iii) ein und finden den
Widerspruch

. c? du,

0= t)) — =—(r(t)). O]

fr(e) - 1 = G )
Aufgabe 5.6. Es sei F eine konservative Zentralkraft und ro € RT. Es existiert eine
Losung r von ¥ = F(r), die sich in einem Kreis um 0 mit Radius ro bewegt, genau dann,

wenn f(ro) < 0. In diesem Fall ist die Winkelgeschwindigkeit konstant und die Periode
lautet

To
T(T’O) =27 = .
f(ro)
Satz*. Es sei F eine konservative Zentralkraft undr : I — R3 eine Lisung von ¥ = —F(r)

in der Ebene {z =0} mit c = (0,0,¢) und ¢ #0. Wenn t:J — I die Inversefunktion von
0: 1 — R ist, definieren wir

1
(¢)

:J = RY 0) =
s:J —RT, s(0) mr
Wenn U, : R* — R gegeben durch (j'c(s) =152+ c%f](l/s) ist, haben wir

. Yoel

~—

d’s _dﬁ (s)
dez ds
Insbesondere bewegt sich s unter einer konservativen Kraft mit entsprechender Energie
~ ~ 2 ~
E.:R" xR >R, zug%pig+m@y

Es gilt E.(s, ds) = C%E’C(r, 7).

Eine Losung r : I — R™ der ersten Gleichung in stellt die Bewegung einer Punkt-
masse in R* unter einer konservativen Kraft dar. Wenn eine solche Lésung gegeben ist,
gewinnen wir die einzige Losung 0y, : I — R der zweiten Gleichung mit Anfang 6y zur Zeit

tg € I durch Integrierung

t
1
ego(t)—60+0/ de, Vtel.

to

Daher studieren wir jetzt genauer konservative Krifte auf RT.
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5.3 Konservative Krifte auf R™: maximale Lésungen
Es sei nun U : Rt — R und betrachten wir die Gleichung

, dU
P= —E(T).

In diesem Fall sind die Niveaumengen EF~'(h) in RT x R enthalten und man kann ein
qualitatives Verstdndnis der Geometrie der Bahnen vom Skizzieren dieser Mengen schon
gewinnen, denn sie invariant sind.

Aufgabe*. Skizzieren Sie die Mengen E~1(h) fiir die Potentiale

1 6 1 1 1
Ul(r):§7°2+117’—610g7’+;, UQ(r):ﬁ—;, Ug(r):—'f’—;

Hiweis: zeichnen Sie den Graph des Potentiales, indem Sie seine Ableitung berechnen.

Was die Dynamik angeht stellen wir hier unten zwei Resultate vor. Das erste gibt uns
eine Bedingung, fiir die alle die maximalen Losungen fiir alle reellen Zeiten definiert sind.

Satz 5.7. Es sei angenommen, dass

(i) limsupU(r) = +oo

r—0

und man nehme (ri,v1) € RT x R. Die Bahn 1, .,y ist nach unten von einer positiven
Zahl beschrdankt. Wenn zusdtzlich

(1) liminf Utr) > —00

r—++oo T

gilt, haben wir I, .,y = R. Wenn statt (i1), die Bedingung

(17) limsup U(r) = +o0

r—-+00

zusammen mit (i) gilt, ist v(,, »,) nach oben von einer positiven Zahl beschrdnkt und daher
folgt I, v,y = R auch in diesem Fall.

Beweis. Es sei zuerst nur die Bedingung (i) angenommen. Dann gilt

Rt xR= | J  ([ro,+o0) x R) N E~'(h).

heR, T0¢U§h

Das ist klar, denn fir jedes (ry,v1) € Rt x R mit h := E(ry,v;) gibt es ein ry € (0, ;) mit
U(ro) > h, also rg ¢ U=". AuBerdem ist jede Menge ([ro, +00) x R) NE~!(h) invariant. Um
solche Aussage zu beweisen, nehmen wir (r1,v1) € ([ro, +00) x R) N E~*(h) und es sei U="
die zusammenhiingende Komponente von US"_ die r; enthélt. Wir haben U=" C [rq, +00),
denn ry ¢ US". Die Aussage folgt dann aus Satz . Es sei nun die Bedingung (ii) zusétzlich
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angenommen. Um die gewiinschte Behauptung zu beweisen, bleibt es wegen des Satzes
nur zu zeigen, dass es fiir alle (rg,h) € R™ x R ein 6,,, > 0 gibt mit

[(T1,v1) D) (_5(r0,h)7(5(r0,h)) V(rl,vl) € ([7’0, —i—OO) X R) N E_l(h).
Nach (ii) gibt es C(y,,) > 0 mit
U(r)—h

3 > _C(’r‘o,h)7 Vr € [400).

r

Es sei nun (ry,v1) € (r1,v1) € ([ro, +00) x R) N E~!(k). Wir haben, dass

BTI,TO/Q(H) C [ro/2,2r]
und aus der obigen Ungleichung folgt
h—U(r) < 4Cqomrs, V1 € Byy—ry2(r1).
Nach Satz (4.6]) wissen wir, dass I, .,y D [—0, 0], wobei
1 —10/2 - r—1r1/2 1

ﬁ\/h —  min )U B \/5\/ 4C (g7 - 4\/50(7‘07}1)'

Brl 77”0/2(7‘1

0=

Also die Behauptung ist bewiesen mit 6, 1) := (4v2C(o.n)) -
Es sei nun die Bedingung (i7i) statt (i7) angenommen. Wie im ersten Teil des Beweises
folgt es, dass
R xR= | J ((0,r2] xR)NE~"(h)
heR, ragUsh
und jede Menge in der Vereinigung ist invariant. Das impliziert, dass alle die Bahnen
T(r,0) auch beschrinkt von oben sind. Die Gleichung I, ,,) ist nun eine Folgerung von

Satz [4.5 O

Folgerung 5.8. Es sei F eine konservative Zentralkraft mit Potential U : Rt — R. Es sei
angenommen, dass
(i)' limsupr2U(r) > 0
r—0
und man nehme (r1,vy) € R3 xR mit ¢ # 0 und zugehdrender mazimaler Lisung Ty, v,).-
Dann ist |v(, v,)| nach unten von einer positiven Zahl beschrinkt. Wenn zusdtzlich

U(r)

(it)" liminf > —00.
r—+400 T

gilt, haben wir I, v,y = R. Wenn statt (i)', die Bedingung

(#33) limsup U(r) = 400

r—-+00

zusammen mit (i) gilt, ist vz, v,)| nach oben von einer positiven Zahl beschrinkt und daher
folgt Irx, v,y = R auch in diesem Fall.
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Beweis. Die Behauptungen folgen aus Satz 5.7, wenn wir zeigen, dass (i)', (#)" und (i)’
jeweils (), (i1) und (i4i) fiir das effektive Potential U.(r) = % + U(r) implizieren. Die
Bedingungen (ii) und (7i7) sind klar, weil

2
c
-}
r o0 212
Nach (i)’ existiert eine Folge (r;) C€ R mit r; — 0 und 72U (r;) > —1c2. Das impliziert
N . A4 2r2U(ry) . A=c2)2
Jm Uelri) = lim —— == 2> lim — 55— = +oo,
so dass limsup, o Ue(r) = +0c. O

Aufgabe 5.9. Es sei o € R und U,,U; : RY — R die Funktionen U} (r) = r® und
(707 (r) = —r®. Bestimmen Sie hinreichende Bedingungen fiir o, so dass alle die mazima-
len Lisungen der entsprechenden Gleichung ¥ = Fl(r) (bzw. ¥ = ¥, (r)) fiir alle Zeiten
definiert sind. Sind die von Ihnen bestimmten Bedingungen auch notwendig?
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