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Differentialgeometrie 1
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Aufgaben Serie 9, 11.12.2017

Man ordne dem Kriimmungstensor R einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) den folgenden Tensor S zu:

S(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) + g(R(X, Z)Y,W).

Beweisen Sie aus den Symmetrien von R, dass S symmetrisch in X und W
ist, d.h.
S(X,)Y,Z,W)=SW,Y, Z, X).

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und () Normalkoordi-
naten um p € M mit z*(p) = 0. Wir definieren fiir alle Indizes i, j, k, [

Pie(@) = 3 g (@) ().

Zeigen Sie mittels der geodéatischen Gleichung, dass fiir alle Indizes i, j, k, [

(i) T5(0) =0, (i) T7,(0) + T ;(0) +T7;(0) =0,

ij,l

k
34,0

wobei I', () = 8, T'F;(z). Dann sind (i) und (i) &quivalent zu
(i)’ Tyx(0) =0, (i1)" Tujk,1(0) + Tuig 5 (0) + Tjik,i(0) = 0.
Nach der Definition der Christoffelsymbole haben wir:
2Tk = Gki,j + Gjkyi — Yij,k-
Benutzen Sie diese Formel um zu zeigen, dass
(i) gijk = Ljri(z) + Trij ().
Folgern Sie daraus, dass fiir alle Indizes i, j, k
9ij,k(0) =0 (%)
gilt.

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (z*) Normalkoordi-
naten um p € M mit x%(p) = 0. Wir definieren fiir alle Indizes i, j, k,

o oy 0
Rijui(z) = Q(R(ami 527 ) B W)
Zeigen Sie aus (i) und der Definition des Kriimmungstensors, dass

(iv) Rijri(0) = Tjrr,i(0) — Liga 5 (0).
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Folgern Sie aus (ii)’ und (iv), dass
(V) Rijkl(o) + Rik:jl(o) = 3ijl,i(0)-

Kombinieren Sie (v) mit Aufgabe 1 um zu zeigen, dass I';;;(0) = I';;; £(0).
Die Formel (ii)’ liefert dann

(vi) Tiji,i(0) 4+ Tjgi;(0) + Criji(0) = 0.
Leiten Sie (iii) nach % ab, um die Formel
(vii) Tijk,(0) = gijka(0)
mittels (vi) zu gewinnen. Schliefilich, beweisen Sie mittels (v) die Formel

9ij.k1(0) = —é (Rlijk(o) + leik(o)) : (%)

Es seien wie oben (z?) Normalkoordinaten um p mit z(p) = 0. Wir haben
die Taylor-Entwicklung von ¢ im 0 in der Variabel z:

o | o
% ki k1,1
gz (v,v) = Zgij(O)v vl + Z Gij.k(0)z v’ —|—§ Z 9ij 1 (0)xz"z vt +. ..
i3 1,9,k ,3,k,1
Zeigen Sie aus (%) and (**), dass

, 1 o
gz (v,0) = Z(U’L)2 ~3 Z Riijr(0)xFalvind + ...

i i,7,k,l
Folgern Sie aus der Antisymmetrie des Kriimmungstensors, dass
. 1 . . _ _
gz (v,v) = z:(vl)2 —3 Z R (0)(xFvd — 2907 (zlvf — o) + ...

i I<i,k<j

Wenn M Dimension 2 hat, dann Rj201(0) = K(0), wobel K die Gau$-
Kriimmung ist. Wenn (z,y) die Normalkoordinaten kennzeichnen, gewinne
man aus der obigen Formel die Entwicklung

K(0
g(g;7y)(U7U) = ’U(%‘ + U; - #(QUQ - l"Uy)2 + e
Es sei \/g := v/det g = \/g11922 — g12921. Beweisen Sie die Entwicklung
K(0
Vo(z,y) =1- %(:ﬂ +) + ...

Es sei B(r) := {(z,y) € R? | 2% + y? < r?} der geodiitische Ball um p € M
in Normalkoordinaten. Der Flicheinhalt von B(r) ist definiert als

A(r) := V9(z,y)dzdy.
B(r)
Beweisen Sie, dass die Gauf-Kriimmung sich als der Limes

2 _
K(0) = lim 127”'7;4(7’).
> mwr

schreiben ldsst. Hinweis: Benutzen Sie die Integration in Polarkoordinaten

r 2
/ o(z,y)dzdy = / s(/ (s cos b, ssin 0)d9> ds, V¢:B(r) =R
B(r) 0 0



