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9-1 Man ordne dem Krümmungstensor R einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) den folgenden Tensor S zu:

S(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ) + g(R(X,Z)Y,W ).

Beweisen Sie aus den Symmetrien von R, dass S symmetrisch in X und W
ist, d.h.

S(X,Y, Z,W ) = S(W,Y,Z,X).

9-2 Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (xi) Normalkoordi-
naten um p ∈M mit xi(p) = 0. Wir definieren für alle Indizes i, j, k, l

Γijk(x) =

n∑
m=1

gkm(x)Γmij (x).

Zeigen Sie mittels der geodätischen Gleichung, dass für alle Indizes i, j, k, l

(i) Γkij(0) = 0, (ii) Γkij,l(0) + Γkli,j(0) + Γkjl,i(0) = 0,

wobei Γkij,l(x) = ∂xlΓkij(x). Dann sind (i) und (ii) äquivalent zu

(i)′ Γijk(0) = 0, (ii)′ Γijk,l(0) + Γlik,j(0) + Γjlk,i(0) = 0.

Nach der Definition der Christoffelsymbole haben wir:

2Γijk = gki,j + gjk,i − gij,k.

Benutzen Sie diese Formel um zu zeigen, dass

(iii) gij,k = Γjki(x) + Γkij(x).

Folgern Sie daraus, dass für alle Indizes i, j, k

gij,k(0) = 0 (?)

gilt.

9-3 Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (xi) Normalkoordi-
naten um p ∈M mit xi(p) = 0. Wir definieren für alle Indizes i, j, k, l

Rijkl(x) = g
(
R
(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
∂
∂xk ,

∂
∂xl

)
.

Zeigen Sie aus (i) und der Definition des Krümmungstensors, dass

(iv) Rijkl(0) = Γjkl,i(0)− Γikl,j(0).



Folgern Sie aus (ii)’ und (iv), dass

(v) Rijkl(0) +Rikjl(0) = 3Γjkl,i(0).

Kombinieren Sie (v) mit Aufgabe 1 um zu zeigen, dass Γijk,l(0) = Γijl,k(0).
Die Formel (ii)’ liefert dann

(vi) Γijk,l(0) + Γjki,j(0) + Γkij,l(0) = 0.

Leiten Sie (iii) nach ∂
∂xl ab, um die Formel

(vii) Γijk,l(0) = gij,kl(0)

mittels (vi) zu gewinnen. Schließlich, beweisen Sie mittels (v) die Formel

gij,kl(0) = −1

3

(
Rlijk(0) +Rljik(0)

)
. (??)

9-4 Es seien wie oben (xi) Normalkoordinaten um p mit xi(p) = 0. Wir haben
die Taylor-Entwicklung von g im 0 in der Variabel x:

gx(v, v) =
∑
i,j

gij(0)vivj +
∑
i,j,k

gij,k(0)xkvivj +
1

2

∑
i,j,k,l

gij,kl(0)xkxlvivj + . . .

Zeigen Sie aus (?) and (??), dass

gx(v, v) =
∑
i

(vi)2 − 1

3

∑
i,j,k,l

Rlijk(0)xkxlvivj + . . .

Folgern Sie aus der Antisymmetrie des Krümmungstensors, dass

gx(v, v) =
∑
i

(vi)2 − 1

3

∑
l<i,k<j

Rlijk(0)(xkvj − xjvk)(xlvi − xivl) + . . .

9-5 Wenn M Dimension 2 hat, dann R1221(0) = K(0), wobei K die Gauß-
Krümmung ist. Wenn (x, y) die Normalkoordinaten kennzeichnen, gewinne
man aus der obigen Formel die Entwicklung

g(x,y)(v, v) = v2x + v2y −
K(0)

3
(yvx − xvy)2 + . . . .

Es sei
√
g :=

√
det g =

√
g11g22 − g12g21. Beweisen Sie die Entwicklung

√
g(x, y) = 1− K(0)

6
(x2 + y2) + . . .

Es sei B(r) := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ r2} der geodätische Ball um p ∈M
in Normalkoordinaten. Der Flächeinhalt von B(r) ist definiert als

A(r) :=

∫
B(r)

√
g(x, y)dxdy.

Beweisen Sie, dass die Gauß-Krümmung sich als der Limes

K(0) = lim
r→0

12
πr2 −A(r)

πr4
.

schreiben lässt. Hinweis: Benutzen Sie die Integration in Polarkoordinaten∫
B(r)

ϕ(x, y)dxdy =

∫ r

0

s
(∫ 2π

0

ϕ(s cos θ, s sin θ)dθ
)

ds, ∀ϕ : B(r)→ R.


