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8-1 Es sei S~ ! := {z € R" | |z| = 1} die Einheitssphiire und gg»-1 die Rie-
mannsche Metrik auf S"~!, die von der Euklidischen Metrik gg» des R™

induziert wird. Fiir jeden Punkt P € R" definieren wir Polarkoordinaten
um P durch den Diffeomorphismus

®p: (0,+00) x S — R™\ {P}, Op(r,&) =r-&+ P.
Finden Sie eine Inverse fiir ® p und zeigen Sie, dass
Phgpn = dr? + 1r2ggn-1.
Hinweis: TeS™ ™" = {X € R™ | gge(X,€) = 0}
8-2 Fiir jeden P € R™ sei die Inversion Ip : R” \ {P} — R™\ {P} um die

Einheitssphire mit Mittelpunkt P auf folgender Weise definiert: Ip(z) ist
der einzige Punkt auf der Halbgerade (0, +00) - (z — P) mit der Eigenschaft

|Ip(z) — P|-|z — P| =1.

Priifen Sie die folgenden Formeln fiir /p beziiglich der euklidischen Koor-
dinaten und beziiglich der Polarkoordinaten um P:

z—P

= |Z — P| + P, IP(T7§) = (r_l?g)'

Ip(z)

Benutzen Sie die letzte Formel um zu Beweisen
Ibgre = |2 — P|_4an.

8-3 Essei Ip : R"\ {P} — R™\ {P} die oben eigefiihrte Inversion. Beweise Sie:

(a) Wenn L eine Gerade durch P ist, dann gilt Ip(L\ {P}) = L\ {P};

(b) Wenn C' ein Kreis mit P € C ist, dann ist L := Ip(C \ {P}) eine
Gerade mit P ¢ L;

(¢) Wenn C ein Kreis mit P ¢ C ist, dann ist C' := Ip(C) auch ein Kreis
mit P ¢ C".

Hinweis: Sie kénnen P = O und n = 3 annehmen (Warum?).

8-4 Gekennzeichnen Sie einen Punkt des R™ als z = (z,y) € R"™! x R und
setzen e, := (0,1), B™ := {z € R" | |2| < 1}. Definieren Sie die Abbildung
f:B™ — R™ als die Verkettung

f(2) =1, (5(z=1)).

(a) Zeigen Sie, dass f(B™) = H™, wobei H" = {z € R™ | y > 0}, gilt und
dass f ein Diffeomorphismus mit seinem Bild ist.
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(b) Geben Sie eine Formel fiir f~!: H" — B™ an und beweisen, dass
_ 4an ) gRrn

Ty« FIR™ — Jx
U (@) = 5

Es sei gyn := S ggrn die Riemannsche metrik auf H", die in der obigen
Aufgabe aufgetaucht ist. Zeigen Sie, dass die untenstehenden Diffeomor-
phismen fo 2,0, Io : H" — H™ (wobei ag > 0 und zo € R"!) Isometrien
von (H™, ggn) sind:

z

Fagsol2) = a0+ (20,0),  0(2) = (~ep), Io(2) = [

Es sei f: R®™ — H™ der Diffeomorphismus
f(z) = (z,e"), Vz=(r,w) e R"=R" ! xR.
Beweisen Sie, dass
frggn = dw? + e 2 gpn
gilt. Insbesondere ist f*ggn eine verzerrte Metrik. Schluifolgern Sie daraus,
dass fiir alle a,b > 0 und xy € R" die parametrisierte Halbgerade

t i (20, ae)

eine geodetische Linie ist.

Es sei L die Halbgerade L := {x = 0,y > 0} und fiir jede xo,z; € R*~!
mit zo # x1 sei Cyy 4, C R™ ein Halbkreis, der durch (x¢,0) und (x1,0)
lauft und steht dort zur Hyperebene {y = 0} senkrecht. Finden Sie eine

Isometrie f : H" — H™ von gy mit f(L) = Cy, 4, . Hinweis: Suchen Sie
nach einer f der Art

f(2) = Iay,0)(2) + (23,0),

wobei x9, 23 € R"™! durch die folgenden Bedingungen zu bestimmen sind:

Schlufifolgern Sie daraus, dass eine nach der Bogenldnge parametrisierte
Kurve ¢: (a,b) = H™ eine geodéitische Linie fiir gg» darstellt, genau dann
wenn die Spur von c in irgendwelchem Halbkreis Cy, ., enthalten ist.

Zwei Riemannsche Metriken g1, g2 auf M heiflen konform, wenn sie die
gleichen Winkel bestimmen, d.h. fiir alle x € M gilt

gl(/qu}) _ 92(u7v)
luli - o)1 Jul2|v]2’

Vu,v€Tp,M, wu,v+#0.

Schlufifolgern Sie daraus, dass g1(u,v) = 0 genau dann wenn go(u,v) = 0.
Zeigen Sie, dass g1, g2 konform sind, genau dann wenn es eine positive
Funktion A : M — (0, 400) gibt, fiir die go = Agy.

Hinweis: Um die Existenz von A zu zeigen, nehmen Sie u,v € T, M mit
lult = |v|1 =1 und g1(u,v) = 0 und beweisen Sie, dass p = |v|2/|ulz =1
durch das Berechnen des Winkels zwischen u+ v und u — v.



