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Es seien M; und My Mannigfaltigkeiten und betrachte man die Projektio-
nen m; : My X My — M; fir ¢ = 1,2. Fur alle p = (p1,p2) € My x Mo
definiere man eine lineare Abbildung 7, : T,(My x My) — Tp,, My & Ty, M,

7p(X) 1= (d(m)p(X), d(m), (X)), VX € T,(M, x My).

Man beweise, dass 7, ein Isomorphismus ist, indem man eine Umkehrab-
bildung fiir 7, bildet.

Es sei M eine Mannigfaltigkeit, die nicht unbedingt orienterbar ist. Zeigen
Sie, dass ihr Tangentialbiindel T'M eine orientierbare Mannigfaltigkeit ist.

Sei J die Abbildung des R*, die in der Standardbasis eq, es, €3, e4 des R*
gegeben ist durch J(e1) = ea, J(e2) = —eq, J(e3) = ey, J(e4) = —e3, bzw.
durch die Matrixdarstellung

0 -1 0 O
1 0 0 O
0 0 0 -1
0 0 1 0

Zeigen Sie, dass die Einschrinkung des Vektorfeldes x € R* — J(z) € R*
auf die 3-dimensionale Sphére S® = {z € R%;||z||?> = 1} tangential ist und
ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf S* definiert.

(Diese Konstruktion lifit sich auf jede S?"~! mit n > 1 diber-tragen)

Essein € Nund A : S™ — S™ die Antipodenabbildung, d.h. A(z) = —z,
fiir alle x € S™. Weiter sei p : S™ — RP"™ die Standardprojektion. Zeigen
Sie, dass A ein Diffeomorphismus von S™ darstellt und dass, wenn V ein
Vektorfeld auf S™ ist, dann die folgenden zwei Bedingungen dquivalent sind:

(a) Es gilt dA;(V(z)) = V(A(z)), Vo € S™;
(b) Es gibt ein Vectorfeld W auf RP™ mit dp,(V (x)) = W(p(x)), Vo € S™.

Folgern Sie daraus, dass RP? ein nirgends verschwindendes Vektorfeld hat.

Es sei f : My — Ms eine glatte Abbildung. Wir sagen, dass zwei Vektorfel-
der X; auf M; und X5 auf My f-verwandt sind, wenn

dfp(X1) = Xo(f(p)),  Vp€ M.

Zeigen Sie, dass, wenn X; und Xs, beziechungsweise Y7 und Y5, f-verwandt
sind, dann auch [X7, X5] und [Y7,Y3] f-verwandt sind.
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Es sei M7 eine Untermannigfaltigkeit von Ms und X7, Y7 zwei Vektorfelder
auf M;. Es sei p ein Punkt auf M;, U eine Umgebung von p in Ms und Xo,
Y, zwei Vektorfelder auf U, fiir die

Xa(q) = Xa(q),  Yalg) =Mi(g),  VgeUnNM.
Schluffolgern Sie, dass
(X1, Y1](p) = [X2, Y2|(p).

Es seien p = X(p) = Yi_; Xi(p) 52 und p = Y (p) = Y1, Yi(p) 52, zwei

Ox;’

Vektorfelder auf R™, wobei die X; und Y; glatte reelle Funktionen auf R™
sind. Zeigen Sie, dass

n 9 - Y; X
[XvY]:Z[X’Y]iaz , wobei [X,Y]; 1:Z<Xﬂ'£j—ngj)'

i—1 i j=1
Fiir jedes H € Mg(n,n) definiere man das Vektorfeld Xy auf Mg(n,n) als
Xp(A):=A-H e TyMg(n,n), VA € Mg(n,n),

wobei der Punkt - das Matrixprodukt gekennzeichnet und man die Iden-
tifizierung T4 Mgr(n,n) = Mg(n,n) benutzt hat. Zeigen Sie, dass fiir alle
Hq.,H; € MR(TL,’II) gilt

[XH17XH2] = XH1®H27

wobei die Matrix H; ©® Hy := H; - Hy, — Hy - H; der Kommutator zwischen
Hy und Hs ist.

Aus der Vorlesung wissen wir, dass, wenn H antisymmetrisch ist, dann
XH|so(n) sich auf ein Vektorfeld auf SO(n) beschriankt. Auf dhnlicher Wei-
se, wenn H spurlos ist, dann Xp|gy(n) sich auf ein Vektorfeld auf SL(n)
beschrinkt (man siehe Aufgabe 4-5). Man bemerke, dass die Vektorrdume
der antisymmetrischen (bzw. spurlosen) Matrizen durch das Kommutator-
produkt (Hy, Hy) — H; © Hs geschlossen sind.

Schliefllich sei ASym(3) der Vektorraum von antisymmetrischen Matrizen
in Mg(3,3) und betrachte man die lineare Abbildung C : R® — ASym(3)
gegeben durch

0 —x —y
Cwvy=[z 0 —z |, Yo = (x,y,2) € R3.
Yy oz 0

Zeigen Sie, dass C(u x v) = C(u) ® C(v), Yu,v € R3, wobei x das Vektor-
produkt ist.



