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3-1 Sei ¢ : [0,a] — R? eine geschlossene Kurve deren Kriimmung & iiberall
positiv ist und setze man & := max;co,q] £(t). Beweisen Sie, dass:

(a) Die Umlaufzahl n. positiv ist und die folgende Aquivalenz gilt:
ne=1 = ¢ ist einfach. (1)

(b) Die Liinge L(c) nach unten beschriinkt werden kann als

2mn,

L(c) > — (2)

K

und es ein ¢ € [0, a] gibt mit der Eigenschaft

21N,
t) = .
k(t) (o)
(¢) Aus (1) und (2) die folgenden zwei Implikationen sich herleiten lassen:
2
(i) ¢ ist einfach = L(c) > fw,
R
4
(ii) ¢ ist nicht einfach = L(c) > -,
R

3-2 Es sei ¢ : I — R? eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve mit
Kriimmung # : I — [0,00). Man definiere das Tangentenbild e; : I — R3
durch die Gleichung e;(s) = ¢(s), fiir alle s € I. Zeigen Sie, dass:

(a) Die Spur von e; in der Einheitskugel S? enthalten ist;

(b) Die Kurve e; regulir ist genau dann wenn x iiberall positiv ist. In
diesem Fall priifen Sie die folgende Formel fiir die Kriimmung x; der

Kurve e;:
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wobei 7 die Torsion von ¢ ist. Folgern Sie aus dieser Gleichung und
Aufgabe 2-3, dass 7/k konstant ist genau dann, wenn die Spur des
Tangentenbildes eine Kreislinie ist. Wann ist die Spur ein Grof3kreis?

3-3 Eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R3 mit positiver
Kriimmung heifit Bischungslinie wenn 7/k : I — R die konstante Funktion
ist. Zeigen Sie, dass ¢ eine Boschungslinie ist genau dann, wenn es u € S2
gibt, so dass {(e1,u) : I — R die konstante Funktion ist. In diesem Fall, gilt

’
— =cota,
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wobei « der Winkel zwischen e; und u ist.



3-4

3-5

Es sei ¢ : [a,b] — R? einer nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
positiver Kriimmung. Es sei weiter angenommen, dass ¢ geschlossen ist.
Zeigen Sie, dass fiir jedes u € S? gilt

b
/ (e1(s),u)ds = 0.
Folgern Sie daraus, dass:

(a) Die Spur von e; in der Halbkugel H(u) := {P € S? | (P,u) > 0} ent-
halten ist, genau dann, wenn die Spur von c in einer zu u orthogonalen
Ebene enthalten ist.

(b) Eine Boschungslinie darf geschlossen nur dann sein, wenn sie eben ist.

Es sei ¢ : [0,L] — R? eine nach der Bogenlinge s parametrisierte, ebene,
einfach geschlossene, streng konvexe Kurve. O.B.d.A. nehmen wir an, dass
x> 0 und ez(0) = (1,0). Es sei nun v : [0,27] — R? die Parametrisierung
des Einheitskreises v(p) := (cosy,sinp). Zeigen Sie, dass es eine glatte
streng wachsende Funktion ¢ : [0, L] — [0, 27] gibt mit der Eigenschaft

ea(s) =v(p(s)),  ¢(0)=0,  @(L)=2m

Es sei nun auch mit ¢ : [0,27] — R? die Umparametrisierung der Kurve
nach ¢ gekennzeichnet. Es sei angenommen, dass der Ursprung O in der
beschrinkten Komponente von R? \ ¢([0, 27]) liegt, d.h. (O — ¢, e2) > 0.

(a) Beweisen Sie, dass fiir jedes ¢ € [0,27], ein Punkt P € R? auf der
Tangente t(¢) an ¢ im Punkt ¢(y) liegt genau dann, wenn

(v(), P) = a(y),

wobei a : [0,27] — (0,+00) der Abstand zwischen der Gerade t und
dem Ursprung O darstellt.

(b) Zeigen Sie, dass {(c(p), Jv(¢)) = a(p) und (c'(¢), Jv(p)) = 0 und
folgern Sie daraus, dass

c(p) = d'(p)v(p) + alp) Ju(p).

(c) Herleiten Sie die Formel |c/(¢)| = a(p) + a” () = k() und folgern
Sie daraus, dass

L(e) = / " a(p)dp.

(d) Fiir jedes ¢ € [0, 27| zeigen Sie, dass die Tangenten t(p) und t(27 — ¢)
parallel sind und den Abstand b(p) := a(p) + a(27m — ¢) besitzen.
Folgern Sie daraus, dass

(e) Wir sagen, dass ¢ konstante Breite' b besitzt, wenn der Abstand zwi-
schen parallelen Tangenten an ¢ immer gleich b ist. Stellen Sie fest,
dass die Lénge einer solchen Kurve gegeben ist durch:

L(c) = wb.

1Es gibt viele Kurven konstanter Breite (nicht nur den Kreis), z.B. die Reuleaux-Polygone.



