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Es sei ¢ : [a,b] — R"™ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve und
B, (M) der geschlossene Ball mit Mittelpunkt M € R™ und Radius r > 0:

B,(M):={z eR"| |zt — M| <r}.

Man nehme an, dass ¢ in B,(M) enthalten ist und dass ein sy € (a,b)
existiert mit der Eigenschaft

le(sg) — M| = max_|c(s) — M]|.
s€[a,b]

Zeigen Sie, dass

c(sg) — M

(¢(s0), c(s0) — M) =0, m>

S <é(50)a -
Folgern Sie daraus, dass die erste Kriitmmung in sg mindestens 1/r ist:

< K1(s0)-

Es sei ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
Kriimmung « > 0 und Torsion 7, wobei 7(s) # 0 fiir alle s € I. Fiir jedes
M € R? bildet man die Funktion
1
fu I =R, fu(s) = 5‘0(8) — M.

Fiir jedes so € I definiert man den Mittelpunkt m(sg) € R der Schmieg-
kugel von ¢ in ¢(sg) als den einzigen Punkt des R?, fiir den

d* fm(so)
dsk

(so) =0, firk=1,2,3
und der Schmiegradius ist definert als r(sg) := |c(so) — m(sg)]-
(a) Aus der obigen Gleichung folgern Sie, dass
{c(s0) = m(s0), é(s0)) =0,
(c(s0) —m(s0),E(s0)) +1 =0, (1)
{c(s0) — m(sg), € (s0)) = 0.
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(b) Die Kurve m : I — R3 der Mittelpunkte heifit Evolute der Kurve c.
Nach Ableitung nach sq in der ersten und zweiten Gleichung in (1)
zeigen Sie, dass der Tangentenvektor von m parallel zum Binormalen-
vektor von c ist.

(c) Betrachten Sie den folgenden Ausdruck fiir alle s € T
m(s) = c(s) + a1(s)e1(s) + ai(s)ea(s) + asz(s)es(s),
wobei aq, g, a3 : I — R reelle Funktionen sind und (eq, ez, e3) das
begleitende 3-Bein von c ist. Zeigen Sie, dass
1 k(s)
= O = — = -
041(5) ) QQ(S) K(S)’ 043(5) T(S)H2(S)
Herleiten Sie daraus die folgende Formel fiir den Schmiegradius
1 ;2
() = Fl)
K2(s)  T2(s)Kr%(s)
(d) Es sei nun angenommen, dass £(s) # 0 fiir alle s € I. Fiir alle p > 0

zeigen Sie, dass die Kurve ¢ auf einer Kugel mit Radius 7 liegt, genau
dann, wenn

Vs € 1.

P2 = 1 i2(s) s
26 T Eeme el

Hinweis: Berechnen Sie die Ableitung von s — |[m(s) — ¢(s)|?.

Es sei ¢ : I — R3 eine regulire Kurve mit Kriimmung x > 0 und Torsion
7, die auf einem Kugel lauft. Zeigen Sie, dass x konstant ist, genau dann,
wenn c¢ ebene ist. Um welche Kurve handelt es sich in diesem Fall?

Betrachten Sie die Kurve von Viviani

v: [-2m, 27 — R?, v(t) = (1 + cost,sint, 2sin(t/2)).
Zeigen Sie, dass v die Schnittmenge zwischen einer Kugel (Mittelpunkt der
Ursprung und Radius 2) und einem Zylinder (mit Gleichung (z —1)2 4% =

1) ist. Skizzieren Sie die Kurve und finden Sie die Kriimmung und Torsion
fir t = 0.

Es sei ¢ : I — R3 eine Raumkurve, fiir die ¢/ und ¢” in jedem Punkt linear
unabhéngig sind.

(a) Die Gerade s € R + c(tg) + sea(to) € R3 heiBt die Normale an ¢ in
to. Zeigen Sie:
Wenn alle Normalen der Kurve ¢ durch einen festen Punkt gehen,
dann ist ¢ Teil einer Kreislinie.

(b) Die Ebene (s1,s2) € R? — ¢(tg) + s1e1(to) + s2e2(to) heiBt Schmiege-
bene an c in ty. Zeigen Sie:
Wenn alle die Schmiegebenen der Kurve ¢ durch einen festen Punkt
gehen, dann ist ¢ eine ebene Kurve.

(c) Die Gerade s € R — c(to) + ses(to) € R? heifit die Binormale an ¢ in
to. Zeigen Sie, dass es keinen festen Punkt des R? gibt, durch den alle
Binormalen der Kurve ¢ gehen.



