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Leipzig, Wintersemester 2017/18
Dr. Gabriele Benedetti Prof. Dr. Hans-Bert Rademacher
Aufgaben Serie 14, 29.01.2018

Es sei M eine kompakte Fliche ohne Rand eingebettet in R3. Zeigen Sie,
dass es einen Punkt p € M mit K(p) > 0 gibt.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion 8 : M — [0,+00), B(z) = 3|z[2,

wobei | -| den Betrag eines Vektors des R® kennzeichnet. Es seip € M ein
Mazimum von B (Warum existiert es?). Zeigen Sie, dass

I(X, X)),
p[?
(Man benutze Flichenkurven, die durch p laufen, und die Aufgabe 2-1).

(X, X), > . VYXeT,M

Es sei M eine kompakte zusammenhéngende Fliche ohne Rand eingebet-
tet in R3. Zeigen Sie, dass, wenn M nicht diffeomorph zu S? ist, es dann
drei Punkte p_, po, p4+ auf M mit den folgenden Eigenschaften gibt:

K(p,) <0, K(pO) =0, K(er) > 0.

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, die diffeomorph zu S?
ist. Eine Kurve c auf M heif}t einfach geschlossen, wenn c eine Abbildung
¢: la,b] = M mit den folgenden Eigenschaften ist:

C(a) = C(b)v C/(CL) = Cl(b) C|[a,b) injektiv.

Zeigen Sie, dass, wenn die GauB-Kriimmung von M positiv ist, dann zwei
verschiedene einfach geschlossene Geodétische ¢q, co auf M sich schneiden.

Es sei (M, g) eine 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine ge-
schlossene Kurve ¢ auf M heifit einfaches geodétisches n-Eck, wenn ¢ die
Verkettung von n Stiicken von Geodétischen ist und ebenso der Rand
von einer Teilmenge B von M ist, wobei B hom6omorph zu einer Scheibe
ist. Beweisen Sie, dass, wenn K < 0 {iberall ist, es dann kein einfaches
geodétisches 1- oder 2-Eck gibt.

Es sei (M, g) eine 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, wobei
M diffeomorph zum Zylinder {(x,y,2) € R? |2% + y? = 1} ist. Zeigen Sie,
dass, wenn K < 0, die folgenden Aussagen wahr sind.

(a) Der Rand ist einer Scheibe keine einfach geschlossene Geodétische.

(b) Zwei einfach geschlossene Geodétischen miissen sich schneiden.

Gegeben ist eine Metrik auf einer Fliache, deren Darstellung beziiglich der
Koordinaten (u,v) € U C R? die folgende Gestalt hat:

I:((l) a2<3,v>)'
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Es sei ry(u,v) die geodétische Kriimmung der v-Linie, die durch den
Punkt (u,v) geht. Zeigen Sie, dass

v _ Oua(u,v)

R, 0) Dol v)
g\ v ) :

’ K(uv) = - a(u,v)

a(u,v)
Es sei M C R? das Paraboloid mit der Parametrisierung
f:(0,+00) x [0,27] — R3, f(u,v) = (ucosw,usinv, u?).

Fiir jedes r > 0 sei die Region M, := {(u,v) € (0,+00) x [0,27] | u <7}
gegeben.

(a) Berechnen Sie die geodétische Kritmmung des Randes von M, und

das Integral
/ Kgds.
OM,

(b) Berechnen Sie die Euler-Charakteristik von M,..

(c) Leiten Sie aus der GauB-Bonnet Formel das Integral | A KdA her.
Bestimmen Sie seinen Limes fiir » — +o0.

(d) Es sei nun v : M — S? die GauB-Abbildung. Bestimmen Sie die
Bildmenge v(M) C S? und berechnen Sie ihren Flicheninhalt.

Es sei M C R3 eine Fliche mit GauB-Abbildung v : M — S2. Zeigen

Sie, dass fiir die geodétische Kriimmung einer reguldren Flichenkurve

=M (" (1) /(1))
_ C y Ve(t) X c
)= P

gilt.

Sei ¢ : I — R? eine abgeschlossene regulire Kurve mit x > 0 und sei
n: I — S? das Normalensphérischenbild von c. Es sei , die geodétische
Kriimmung von n, wenn sie als Flichenkurve auf S? betrachtet wird.

(a) Zeigen Sie, dass
- KT — KT

kg = 3
2

(w2 +72)
wobei 7 die Torsion von ¢ ist und der Punkt - die Ableitung nach dem
Bogenelement s. von ¢ kennzeichnet.

/Kgdsn =0,
I

wobei s, das Bogenelement von n ist.

(b) Zeigen Sie, dass

Hinweis: Wechseln Sie die Integrationsvariablen von sy zu s. mittels
der Transformationsformel fiir das Integral. Benutzen Sie anschlie-
Bend die Gleichung

KT — KT

K2 4727

d T

arctan (1 + —) =

Se K

(c) Seinunn: I — S? einfach geschlossen. Beweisen Sie, dass n dann die
Sphire S? in zwei Regionen mit gleichem Flicheninhalt teilt.



