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Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und man definiere

Essei R C (V*)®* der Untervektorraum dessen Elemente R den folgenden
Symmetrien geniigen:

(7’) R(’Ul,’l}g,'l)37’04) = _R(U27’U17037U4)7
(“) R(’Ul,’l}g,vg,v4) = *R(”Ul,'UQ,”Uzl,Ug),

(43) R(v1,v2,vs,v4) + R(vs,v1,v2,v4) + R(ve,v3,v1,v4) = 0.

Zeigen Sie, dass

2(,,2
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Hinweis: Wenn (e;) eine Basis von V ist, miissen Sie herausfinden, wie
viele von den reellen Zahlen R(e;,e;, ek, e;) Sie frei wihlen kénnen, um R
zu bestimmen. Aus den antisymmetrischen Bedingungen (i) und (i) folgt,
dass es hochstens w . w solche Zahlen geben kann. Sei nun den
Index 1 fest. Zeigen Sie, dass fiir jede Menge {i,j,k} die Eigenschaft (iii)
eine neue Bedingung fir die Zahlen R(e;, ej, ey, e;) liefert genau dann,
wenn 1, j, k alle verschieden sind. Wie viele solche 3-elementigen Mengen
{3,4,k} gibt es fiir jedes 1?

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : M — R eine
glatte Funktion. Man definiere den Gradienten von ¢ beziiglich g als das
einzige Vektorfeld Vi € X (M), fiir das g(V,v) = dp(v) fir allev € TM
gilt. Es sei g, = ¢*?g und V, V¥ der Levi-Civita Zusammenhang fiir g
bzw. g,. Zeigen Sie, dass fur alle v € TM und X € X(M) gilt

VEX =V, X + (dgo(v)X +dp(X)v — g(o, X)w).

Es seien (M, gar) und (N, gn) zwei Riemannschen Mannigfaltigkeiten und
man betrachte das Produkt (M x N, gas + gn). Es seien VM VN yMxN
die entsprechenden Levi-Civita Zusammenhénge. Zeigen Sie, dass fiir alle
Xy, Yy € X(M), XN, YN € X(N),

VYNYy = VY, Y, VI NYN = VE Yy,

Vi NYy =0, VENyy =o.

Hinweis: Benutzen Sie Koordinatenvektorfelder und die Koszul Formel.



Folgern Sie daraus, dass

Ryxn(Xa Yn)Z =0, Ryuxn(Xam,Ym)Zn =0, Ruxn(Xn,Yn)Zy =0,
Ky v (X, Yr) = K (X, Yr), Kuxnv(Xn,Yn) = Kn(Xn, Yn).

12-4 Es sei A € Mg(3,3) eine 3 x 3-Matrix mit Spalten A!, A2, A3. Wir be-
trachten die Matrix der Kofaktoren A* € Mg(3,3) von A deren Spalten

(A*)1:A2><A3, (A*)Q:ASXAI7 (A*)3=A1XA2
sind. Zeigen Sie, dass
(Au) x (Av) = A% (u x v), Vu,v € R

Hinweis: FEs ist genug, die Gleichung fiir Koordinatenvektoren zu zeigen.

12-5 Es sei S C R3 ein regulires Flichenstiick in R? mit Gauf-Abbildung
v:S > R3 Esseipe Sund X,Y € T,S C R? zwei Vektoren mit der
Eigenschaft, dass (X, Y, ) eine positive orthonormale Basis des R? bilden.
Zeigen Sie, dass die GauB-Kriimmung die folgende Gestalt besitzt:

K = (v,dv(X) x dv(Y)).

12-6 Es sei ¢ : R® — R eine glatte Funktion und a eine reelle Zahl. Es sei
angenommen, dass die Faser ¢=!(a) := {p € R | ¢(p) = a} nicht leer
ist und dass Vo (p) # 0 fiir alle p € p~1(a). Zeigen Sie, dass die GauB-
Abbildung v : ¢~ 1(a) — R3 sich dann als

vV = 7V<,0
IVl

schreiben ldsst. Weiter Sei H(p) die Hesse-Matrix von ¢. Die i-te Spalte
von H(p) ist nédmlich definiert als der Vektor Vp , V. Zeigen Sie mittels
Aufagen 4 und 5, dass die GauB-Kriimmung der Fliche ¢~1(a) sich als

_ Ve H(p)* Vg

K
[Velt

schreiben lasst.

12-7 Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen und

2 2 2
_ 3| T Y T
Ea,b,c_{(x7y7z)€R |a72+b72+672_1}
ein Ellipsoid. Geben Sie eine Formel fiir die Gauf-Kriimmung von E, j . in
einem beliebigen Punkt (x,y, z) € E, .. an. Was ist die Gauf-Kriimmung

in den Scheitelpunkten?



