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10-1 Fiir jede A € Mg(n,n) betrachten Sie die Exponentialmatrix

exp(A) = T
k=0
Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften fiir alle A, B € Mg(n,n):

(i) exp(A) konvergiert;
(ii) es gilt exp(A)T = exp(AT);
(iii) wenn B invertierbar ist, dann exp(BAB™!) = exp(A);
) falls [A, B] =0, dann exp(A + B) = exp(A) exp(B);
(v) exp(A) ist invertierbar mit exp(A4)~! = exp(—A);
)

(iv

(vi) wenn v € R™\ {0} ein Eigenvektor von A mit Elgenwert A ist, dann
ist v auch ein Eigenvektor von exp(A) mit Eigenwert e*

(vii) es gilt det(exp(A)) = eSPur(4);
(viii) die Abbildung A — exp(A) ist glatt (sogar reell analytisch).

10-2 Es sei die Heisenberg Gruppe H C GL3(R) definiert durch

1 ay; az
H=<A=| 0 1 a3 ai,a9,a3 € R
0 0 1

Zeigen Sie, dass H eine Untergruppe von GL3(R) ist. Die Abbildung
A — (a1, az,as) liefert eine globale Karte auf H. Schreiben Sie die Pro-
duktabbildung (A, B) — A - B beziiglich dieser Karte. Ist die Heisenberg
Gruppe kommutativ? Zeigen Sie, dass

0 rT X2
TeH =<K X = 0 0 =x3 T1,22,23 € R
0 0 0

Berechnen Sie die Lie-Klammer von zwei Vektoren in TrH nach der Iden-
tifizierung TeH =2 R3, X > (z1, 22, 73).

10-3 Es sei G eine Lie-Gruppe und X € g ein linksinvariantes Vektorfeld mit
FluB t — (®% : G — G), t € R.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle g,h € G und ¢ € R gilt
9% (h) = 2% (gh).

Hinweis: Zeigen Sie, dass beide Seiten Losungen des Anfangswertpro-
blemes ¢(t) = X (c(t)), ¢(0) = gh sind.



10-4

10-5

(b) Es sei expy : R — G definiert als expy(t) = ®%(e) fiir alle t € R.
Beweisen Sie, dass, wenn R, : G — G die rechte Multiplikation durch
irgendwelches g € G kennzeichnet, dann

Py =R VteR.

expx (t)»

(c) Zeigen Sie, dass expy : R — G eine 1-Parameter-Untergruppe von G
ist, ndmlich dass exp ein Homomorphismus ist:

expy (s) expx (t) = expx (s + 1), Vs,t €R.

Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Fiir jedes g € G liefert die
Konjugation
C,:G— G, Cy(h) =g thg

einen Homomorphismus C, : G — G. Man definiere die adjunkte Darstel-
lung als
Ad: G — GL(g), Ady = d.Cy,

wobei GL(g) die Gruppe der invertierbaren linearen Endomorphismen von
g ist. Man definiere

ad:g —gl(g), adx =d.Ad(X), VXeg,

wobei gl(g) der Vektorraum der Endomorphismen von g ist. Beweisen Sie
die folgenden Aussagen.

(a) Fir alle X,Y € g gilt
adx (V) = [X,Y].
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 10-3(b) und die Formel (ohne Beweis)

[Xv Y]g = tlg% dq?‘g((g)q);(t(yétx(g))a Vg eqG.

(b) Essei (-, ) eine linksinvariante Metrik auf G und man kennzeichne mit
O(g) die Untergruppe von GL(g) dessen Elementen das Skalarprodukt
(+,-) erhalten. Zeigen Sie, dass (-,-) rechtsinvariant ist genau dann,
wenn Ad(G) C O(g) und dass, in diesem Fall,

(X,Y],Z2) = =(Y,[X, Z]), VXY, Z €g.
Es sei (-,-) eine biinvariante Metrik auf einer Lie-Gruppe G mit Zusam-
menhang V und Kriimmung R. Zeigen Sie, dass fiir alle X, Y, Z € g

1
>
o ROLY.ZW) = - {{IX.Y}[Z, 7).

« ViV = L[X,Y], R(X,Y)Z:—i[[X,Y],Z},

Schluffolgern Sie, dass alle die Schnittkriitmmungen nicht negativ sind.



