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1-1 Es sei c : I → R2 eine reguläre Kurve. Wir geben dem Parameter t ∈ I die
Dimension T einer Zeit und den zwei Koordinaten des R2 die Dimension L
einer Länge.

(a) Bestimmen Sie die Dimension der folgenden Größen, die der Kurve c
zugeordnet sind:

• die Bogenlänge s : I → R;

• das begleitende 2-Bein (e1, e2);

• die Krümmung κ.

(b) Es sei r > 0 eine dimensionslose reelle Zahl und cr : I → R2 die
gestreckte Kurve

cr(t) = r c(t), ∀t ∈ I.

Berechnen Sie die Bogenlänge, das 2-Bein und die Krümmung von cr.
Ist Ihre Antwort verträglich mit dem Punkt (a)?

1-2 Ein Rad vom Radius r > 0 rollt gleichmäßig auf einer Geraden ab. Ein fester
Punkt auf der Lauffläche des Rads beschreibt eine Kurve c (Zykloide).

(a) Geben Sie eine Parametrisierung an und skizzieren Sie die Kurve.

(b) Bestimmen Sie die Länge der Kurve, die einer Umdrehung entspricht.

(c) Berechnen Sie die Krümmung der Kurve.

1-3 Eine reguläre ebene Kurve c : [a, b] → R2 ist durch den Polarwinkel ϕ
parametrisiert. Das heißt, dass sie in Polarkoordinaten (r, ϕ) durch r = r(ϕ)
und in kartesischen Koordinaten durch{

x(ϕ) = r(ϕ) cosϕ,

y(ϕ) = r(ϕ) sinϕ.

gegeben ist. Zeigen Sie:

(a) Die Länge L(c) ist gegeben durch:

L(c) =

∫ b

a

√
r2 + r′2 diϕ .

(b) Die Krümmung ist gegeben durch:

κ = κ(ϕ) =
2r′2 − rr′′ + r2

(r′2 + r2)
3/2

.



1-4 Berechnen Sie die Länge und Krümmung der logarithmischen Spirale

c : [0,∞)→ R2, c(t) = a exp(−bt) (cos t, sin t) .

1-5 Man lasse auf der Außenseite eines gegebenen festen Kreises mit Mittel-
punkt M und Radius a einen weiteren Kreis mit Mittelpunkt M ′ und dem
gleichen Radius abrollen. Betrachtet man dabei einen bestimmten Punkt c
auf dem abrollenden Kreis, so beschreibt c eine Kardioide.

(a) Finden Sie die Kurve c(ϕ) = (x(ϕ), y(ϕ)), wobei ϕ der Rollwinkel ist
und es gilt M = (−a, 0), M ′ = (a, 0), c(0) = (0, 0).

(b) Zeigen Sie, dass ϕ der Polarwinkel um (0, 0) und

r(ϕ) = 2a(1− cosφ)

der Radius sind.

(c) Finden Sie die Länge und die Krümmung der Kardioide.

1-6 Es sei f : R2 → R eine glatte Funktion. Für jeden Punkt z ∈ R2 definieren
wir den Gradient ∇f(z) von f in z als

∇f(z) =

(
fx(z)
fy(z)

)
∈ R2

und die Hesse-Bilinearform d2f(z) : R2 × R2 → R von f in z als

d2f(z)[u, v] = uT
(
fxx(z) fxy(z)
fyx(z) fyy(z)

)
v, ∀u, v ∈ R2.

Es sei a ∈ R gegeben und man betrachte die Niveaumenge

f−1(a) :=
{

(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = a
}
.

Man nehme an, dass a ein regulär Wert ist, nämlich, dass für alle z ∈ f−1(a)
gilt ∇f(z) 6= 0. Es sei c : I → R2 eine reguläre Kurve, die in f−1(a)
enthalten ist, d.h. c(I) ⊂ f−1(a). Für jede t ∈ I

(a) zeigen Sie, dass c′(t) senkrecht zu ∇f(c(t)) steht,

(b) schreiben Sie die Krümmung κ(t) von c als Funktion von ∇f(c(t)) und
d2f(c(t)).

1-7 Gegeben ist eine glatte Funktion h : I → R und die Kurve

c : I → R2, c(t) = (t, h(t)).

Bestimmen Sie die Länge und die Krümmung der Kurve.

1-8 Es seien a, b positive Zahlen und betrachten Sie die Ellipse, Parabel und
Hyperbel in Normalform:

x2

a2
+
y2

b2
= 1, y =

a

2
x2,

x2

a2
− y2

b2
= 1.

(a) Schreiben Sie Parametrisierungen für diese drei Kurven.

(b) Berechnen Sie die Krümmung der Kurven auf zwei Arten: mittels der
Parametrisierung und mit Hilfe der Aufgabe 1-6.

(c) Was ist die Krümmung in den Scheitelpunkten?


