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1 Volistandige Integrabilitat

Dieser Abschnitt basiert auf [3].

Definition 1.1. Ein autonomes integrables System mit Hamilton-Funktion H(p, q) und
[ Freiheitsgraden heifit vollstandig kanonisch integrabel, wenn es eine kanonische Trans-

formation zu neuen Koordinaten (J,x) € R' x T"

p=pJ,x), a=4(J,x)

gibt (wobei die Abhéngigkeit von p und q in jeder Koordinate y; 2m-periodisch ist),

sodass die neue Hamilton-Funktion K nur von J abhangt:

K=H®J,x),4(J,x)) = K(J)

Solche Systeme haben [ unabhéngige Losungen, die Poisson-kommutieren und der
Phasenraum ist geblattert in invariante Tori. Mit den kanonischen Gleichungen folgen

die Bewegungsgleichung:

. oH oH
= —— = v = —— = . 1



Im Folgenden soll der triviale Fall w = 0 ausgenommen werden.

Fiir [ = 1 sind alle Bewegungen periodisch, im Fall [ > 2 sind die Bewegungen nicht
notwendigerweise periodisch.

Zur besseren Anschaulichkeit soll zunachst der Fall [ = 2 betrachtet werden. Die

Losungen von Gl. 1 sind von der Form

x1(t) = x1(0) +wit, x2(t) = x2(0) + wat.
Fiir die Orbits folgt:
wi(x1 = x1(0)) —wa(x2 — x2(0)) = 0.

Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass

x1(0) = 0= x2(0).

Der 2-Torus T? kann verstanden werden als 7% = R?/(27Z)?, unter der Identifikation
[xX] = [x + 27mm|, m € Z?. Damit lisst sich T? durch ein Quadrat darstellen, in dem
die gegeniiberliegenden Seiten miteinander identifiziert werden.

Fiir w; = 0 sind die Orbits klarerweise periodisch. Fiir w; # 0 betrachte die Schnitte
des Orbits mit der ys-Achse. Diese sind gegeben durch

{(n@) mod 2}, @ = 22,
w1

das entspricht gerade einer Drehung im 7% um @. Es ergeben sich 2 Falle:

1) wy =0 oder o€ Q. Wie in Abb. 1 skizziert ergeben sich periodische Orbits.
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(a) Schnittstellen (b) Orbits

Abb. 1: Schnittstellen mit der ws-Achse und Orbits auf dem Torus im Fall w; = 0
oder wy/wy € Q



2) wy #0, z—f ¢ Q. Die Orbits liegen dicht in T?. Dies ist in Abb. 2 zu sehen.

(a) Schnittstellen (b) Orbit

Abb. 2: Schnittstellen mit wy-Achse und Orbit im Fall w; # 0 und wy/wy ¢ Q

Nun betrachten wir wieder den allgemeinen Fall [ > 2. Auch hier sind die Losungen

gegeben durch
x(t) = x(0) + wt. (2)

Analog zu [ = 2, kann T' als [-dimensionaler Wiirfel aufgefasst werden, wobei die

gegeniiberliegenden Seiten miteinander identifiziert sind.

Definition 1.2. Sei w € RL. M, := {m € Z' | mw = 0} heiBit Resonanzmodul zum
Frequenzvektor w. Die Dimension von M, (Menge der linear unabhéngigen Resonanzre-

lationen mw = 0) heifit Resonanzvielfachheit.

Es gilt 0 < dim M, <[ —1.
Satz 1.3. Es sei M, das zu w in 2 gehorige Resonanzmodul, d = dim M,. Dann
liegt der Orbit dicht in einem in T' eingebetteten Torus der Dimension | — d. Der
Orbit ist genau dann periodisch, wenn dim M, = | — 1, man spricht in diesem Fall

von vollstandiger Resonanz. Andernfalls heiffen die Bewegungen quasiperiodisch, der
Spezialfall dim M, = 0 heif$t unresonant.

Um Satz 1.3 zu beweisen, betrachten wir zunachst invertierbare lineare orientierbare

Koordinatentransformationen auf 7". Diese sind von der Form
x'= Mx, M € SL(l,Z).

Die Bewegungsgleichungen transformieren entsprechend



Lemma 1.4. Es existiert eine Koordinatentransformation von T', sodass w,_, | = ... =
w; =0, wobei d = dim M,,.

Beweisidee. Starte mit einer Basis (myq, ..., mgq) von M, und vervollstdndige mit [ — d
linear unabhingigen Vektoren (g1, ..., y—q) des Z!, sodass (@1, ..., hi—g, M1, ..., My)
eine Basis des Z', d.h. (p1, ..., y_gq, My, ..., Mg) spannen ein Spatvolumen von 1 auf.
Die Zeilen der gesuchten Transformationsmatrix entsprechen gerade den Vektoren

(K1, i—g, M1, ..., mg). In der Tat folgt dann w; ,,; = w-m = 0 fiir alle j =
1,..,d. m

Beispiel 1.5. Betrachte ein System von 3 unabhéngigen harmonischen Oszillatoren.

Die Hamilton-Funktion in den Koordinaten (x, J) ist gegeben durch
K(J) = (A)1J1 +w2J2 —|—W3 + J3.
Angenommen die Frequenzen erfiillen die Resonanzbedingungen

Wi + 2w — 4wz =0, wy —wy = 0.

Dann folgt dim M,, = 2 und m; = (1,2, 4) = (1,—1,0) ist eine Basis von M,,.
Anwenden der kanonischen Transformation ( "=1J, x = Mx mit
1 2 —4
M=11 -1 0 € SL(3,Z)
0 -1 1
fihrt auf

K(J) = jMw = (u}3 —WQ)jg.

Damit haben wir

(:}1:0:(:}2, (,Dg:u)?)—WQ.

Definition 1.6. Eine stetige Funktion ¢ : R — R heifit quasiperiodisch, falls es eine
stetige Funktion f : 7' — R, w € R! gibt, sodass ¢(t) = f(wit,...,wit). Das Zeitmittel

(¢)r einer quasiperiodischen Funktion ist gegeben durch

< T— lim —/ fwlt wlt) t

T—oo T

falls der Grenzwert existiert.



Beispiel 1.7. Die Koordinaten (p, q) eines vollstdndigen separablen Hamiltonschen Sys-

tems sind quasiperiodische Funktionen.

Definition 1.8. Sei f eine stetige Funktion auf dem T'. Das Phasenmittel ist gegeben

durch ,
() = G [ SO0 x

Satz 1.9. Sei f : T' — R stetig. Betrachte die quasiperiodische Funktion, erzeugt
durch Verkniipfen von f mit dem Fluss ¢(t) = f(x(0) + wt). Wenn die Frequenzen
w unresonant sind (dim M, = 0), dann existiert das Zeitmittel (¢)r(x(0)) tberall, ist

konstant auf T' und stimmt mit dem Phasenmittel von f 1iberein.

Beweis. Betrachte zunachst den Spezialfall eines trigonometrischen Polynoms

fix) = Z fmeimx>

meF

mit F C Z! endlich. Falls F = {m}, dann folgt fiir m = 0, dass f konstant ist, damit

(D) = fo=(f)

Fiir m # 0 folgt (f) = 0 und

. 1 [
<¢>T _ ez'rnx(O) hmT%oo _/ ezmwt dt
T Jo

eimx(O) 6imwT -1
= - lim7 o
1mw T

=0.

fiir alle x(0) € T, wobei in der Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 verwendet wurde,
dass mw # 0, da dim M,, = 0. Fiir F endlich folgt die Aussage mit Linearitdt von
() und (-)r. Um den allgemeinen Fall zu zeigen, verwende, dass jede stetige Funktion
f : T" — R gleichmiBig durch ein trigonometrisches Polynom auf 7' approximiert

werden kann. 0

Beweis von Satz1.3. Der Fall dim M, = [ — 1 ist klar. Sei zunéchst dim M, = 0.
Angenommen es gibt ein ¥ € 7% und eine offene Umgebung U von ¥, die der Orbit
nicht schneidet. Dann konstruiere f : 7 — R stetig mit den Eigenschaften

a) (f) =1



b) fix)=0 Vx ¢U.

Dann ist das Zeitmittel # 0, im Widerspruch zu Satz 1.9. ImFall0 < d <[l —1, d =
dim M, existieren nach Lemma 1.4 Koordinaten, sodass w;_g+1 = ... = w; = 0. Damit
kénnen wir uns auf den Torus 7°7%, gegeben durch (x1,...X1—d; Xi—d+1(0), ..., x1(0))

beschranken und dort obiges Argument wiederholen. O

2 Die Hamilton-Jacobi-Methode

Dieser Abschnitt beruht auf [1].

2.1 Erzeugende Funktionen

Zur Erinnerung soll der Begriff der erzeugenden Funktion aus Vortrag 3 kurz wieder-
holt werden. Es seien P(p,q), Q(p,q) 2n Funktionen in 2n Variablen p, g, die eine
kanonische Transformation g bestimmen. Damit ist die 1-Form pdq+ QdP exakt. Setze

pdq+ QdP = dS(p, q). (3)
Angenommen, es existiert ein Punkt (p,, g,) mit

I(P,q)
det d(p,q)

(vaqO) ap

Das heifit (P, g) kénnen als unabhéngige Koordinaten angenommen werden. Dann heif3t

die kanonische Transformation frei und S kann lokal in (P, q) ausgedriickt werden:

S(p,q) = Si(P, q).

St heifit erzeugende Funktion der kanonischen Transformation g.

Bemerkung 2.1. S; ist keine Funktion auf dem Phasenraum R?", sondern auf einer

Umgebung im Ry x Rp.

Nach GL.3 gilt:
95,(P,q) 95.(P, q)
1 _ = Q. 4
Umgekehrt gibt jede Funktion S; eine kanonische Transformation nach Gl.4.

Im dritten Vortrag wurde folgender Satz bewiesen:



Satz 2.2. Sei Si(P, q) eine Funktion auf einer Umgebung eines Punktes (Py, q,) zweier

n-dimensionaler euklidischer Raume. Wenn gilt

2
det ( 05 ) £ 0,
(PO’qO)

0P0q
dann ist Sy erzeugende Funktion einer kanonischen Transformation.

2.2 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

Motivation: Fiir H = K(P) sind die kanonischen Gleichungen

OH OH
o= )
von der Form
P-00-22 — p1)-P0), Q1) = Q)+t X (6)

Q Qg

Ziel: Finde kanonische Transformation g, die H(p, q) zu K(P) reduziert.
Nach GI. 4 ergibt sich als Bedingung an die erzeugende Funktion:

K(P)=Hog '(P,Q)=H(p(P,Q),q(P,Q),t)

(2R, ). v

Wobei nach dem differenzieren q(P, Q) zu substituieren ist. Fiir feste P heifit die GL. 7
Hamilton-Jacobi-Gleichung. Eine Losung von GI.7 in Abhéngigkeit von n Parametern
P; heifit vollstandiges Integral der Losung.

Betrachte nun umgekehrt eine kanonische Transformation mit erzeugender Funktion
S(P,q), die die Hamilton-Jacobi-Gleichung 16st. Dann gilt

= (5) P )

woraus P bestimmt wird. Ausdriicken von H(p,q) in den neuen Koordinaten (P, Q)

fuhrt auf
oS

H(p,q) =H<a—q(P,q),q)-



Mit GI1. 7 folgt
H(p,q) = K(P).

Damit sind die kanonischen Gleichungen von der Form in GIl. 6 und kénnen durch ex-

plizites integrieren gelost werden. Es folgt:

Satz 2.3 (Satz von Jacobi). Ist eine Lisung S(P,q) der Hamilton-Jacobi-Gleichung in

Abhdangigkeit von n Parametern P; gegeben, sodass det (%) # 0, dann konnen die

kanonischen Gleichungen durch explizite Integralausdriicke gelost werden. Die Funktio-

nen P(p,q) bestimmt durch Gl. 8 sind erste Integrale der GI. 5.

Bemerkung 2.4. Eine lokale Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung kann immer ge-

funden werden. Die eigentliche Herausforderung besteht darin, eine globale Losung zu

finden.

3 Volistandige Separabilitat

Definition 3.1. In der Gleichung

oS oS
Pl — ., =—q1, ... =
1 (aqla 7aqn7q17 7Qn> 0

heifit die Variable ¢; separabel, wenn ¢; und die Ableitung g—; nur in der Form ¢ <g—51, ql)

auftreten.

In dem Fall, dass ¢, separabel ist, suche nach einer Losung von der Form

S == Sl(ql) + S,(QQ, cees qn).

Setze (g—gll, q1> = ¢; und erhalte die Gleichung

05’ oS’
d vy — s O =0
2 (8(]2’ 7aqnaq27 ,» g Cl)

fir S’. Sei 8" = S(q2y-..,qn; 1, o5 C) eine Familie von Losungen von ®; = 0 in

Abhéngigkeit von den Parametern ¢;. Dann erfillt S;(q, 1) + .5 die Gleichung ®; = 0,

05 |\ _,

wenn S erfiillt



Die Losung dieser Gleichung ist aber gerade gegeben durch

Si(q) = /q1 Y(q1, 1) da,

mit 95
V(g 1) = a—ql(Q1,C1)~
bestimmt durch Invertieren von p — ¢(p, q).
Falls ¢o separabel ist in der Gleichung &, = 0, wiederhole das Vorgehen, usw. Falls

schliefflich gilt
S = Si(qu;e1) + S2(gz; 1, ¢2) + oo + Sulqns €1y -5 Cn),

heiflen die Variablen vollstandig separabel.

4 Anwendungsbeispiel: Das Zwei-Zenter-Problem

Als Anwendungsbeispiel der eingefiihrten Konzepte soll das Zwei-Zenter-Problem betra-

chtet werden, dargestellt in Abb 3. Zur Beschreibung eignen sich die sog. elliptischen

Abb. 3: Das Zwei-Zenter-Problem

Koordinaten:

E=r1+ry, n=11—T9



Die Linien mit £ = const sind gegeben durch Ellipsen mit den Foki O, O,, die Linien
mit n = const. sind Hyperbeln mit den selben Foki. Einsetzen in die Hamilton-Funktion

liefert: ) s
o 5 & 40 0,2 4c” —n 4kE

652 +pn€2_n2_£2_n2'
Fiir die Hamilton-Jacobi-Gleichung erglbt sich:

(3—3)2 (€2 —4c) + (g—i)Q (4e* = n?) = K(& — 1) + 4kE.

H =

U3

Separiere die Variablen durch:

2

G%)@%A&ww%—Kézm ©)
2

(%) (4 =)+ Kn® = —c1. (10)

Als vollstandiges Integral erhalten wir:

¢+ 0252 +4kE - —cp — Colf?
S(€,m;c1, 2) /\/ — 42 3 +/ 462——772(177

Und mit dem Satz von Jacobi erhalten wir Losungen durch Integralausdriicke fiir ver-

schiedene Werte von ¢y, ¢o.
Zur Untersuchung moglicher Orbits sind verschiedene Grundiiberlegungen anzustellen.

Zunéachst folgt direkt aus der Definition von £ und 7, dass
E>2c>n> —2c (11)

Zudem betrachte nach Gl.5

d¢ _OH _, &~
it ope e

Umparametrisieren entsprechend
dt = (€2 —n?)dr

liefert

d
L i@ —a) (12)
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Gl. 9 kann auch als Erhaltungssatz interpretiert werden. Einsetzen von Gl. 12 und Um-

formen liefert

2
0 < (3—5) 16 (er + RE + KE) (€ — %) = Fy(€, 01, K).

Véllig analog und mit Hilfe von Gl. 10 erhalten wir ein Polynom Fy(n, ¢y, K), welches

ebenfalls nicht-negativ sein darf, fiir alle physikalisch relevanten Losungen. Es sind also

immer Losungen zwischen zwei Nullstellen von F; und F, zu betrachten, welche der

GL. 11 gentigen.

Zudem bemerken wir, dass die Bewegung doppelt-periodisch ist. Liegt eine doppelte
Nullstelle vor, geht die Periodendauer gegen unendlich, es kommt zu einer sog. Limita-
tionsbewegung.

Charlier unterscheidet in [2] folgende Fille:

1) K<0

2) K>0

3) K=0

4) Limitationsbewegung

5) rein periodische Bewegung

Wobei fiir 1) und 2) F; und F» mit einfachen Nullstellen angenommen werden. Die
Bedingung an einen Orbit um rein periodisch zu sein folgt wie in Abschnitt 1. Jeder der
Félle 1) - 5) zerfallt wiederum in eine Vielzahl von Unterféllen. Mogliche Orbits sind in
Abb 4 dargestellt.

11



V)
7

(a) Planetenbewegung, (b) Satellitenbewegung,
moglich fiir Fall 1 moglich fiir den Fall 1

(c) Lemniskatenbewegung,
moglich fir den Fall 1

-

(f) Divergierende Pendel-
bewegung, moglich fiir den
Fall 2

(d) Hyperbolische Bewe-
gung, moglich fiir den Fall
5

(e) Hyperbolische Sinus-
soidbewegung, moglich fiir
die Falle 2 und 3

(g) Konvergierende Pendel-
bewegung, moglich fiir den
Fall 4

Abb. 4: Beispiele méglicher Bahnformen, nach [2].
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