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Lagrangesche Untermannigfaltigkeiten

Fiir eine gegebene symplektische Mannigfaltigkeit M und Untermannigfaltigkeit X mit
Einbettung i: X <— M kann die Einbettung auch als Inklusion betrachtet werden,
sodass der Tangentialraum der Untermannigfaltigkeit X an einem beliebigen Punkt
Untervektorraum des Tangentialraums der Mannigfaltigkeit M an diesem Punkt wird.
Daher ist es uns moglich, die uns bereits bekannten Definitionen von Untervektorriu-
men eines symplektischen Vektorraums auf symplektische Mannigfaltigkeiten und deren
Tangentialraume anzuwenden.

Definition 1. Sei (M,w) eine 2n-dimensionale symplektische Mannigfaltigkeit. Eine
Untermannigfaltigkeit Y von M heifit Lagrangesche Untermannigfaltigkeit, wenn T,)Y
ein Lagrangescher Untervektorraum von T, M an jedem Punkt p € YV ist.

Example 2 (Null-Schnitt). Wir werden zeigen, dass der Null-Schnitt des Kotangential-
biindels einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit
ist. Sei dafiir X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Kotangentialiindel M = T X.

Fiir lokale Koordinaten x1,...,x, auf einer Karte U C X, mit assoziierten kotangtialen
Koordinaten x1,...,x,,&1,...& auf T*U war die tautologische 1-form auf 7% X definiert
als

a=(dn)*'¢ =Y &da,

wobei 7 die Projektion m: M — X bezeichnet. Dann ist die kanonische 2-form auf 7% X
als

w=da= Z d¢? A da® definiert.
Der Null-Schnitt ist gegeben als
Xo={(z,) eT"X|¢ =0in T X} CT*X,



und wir werden mit ig: Xo < T*X die Inklusionsabbildung bezeichnen.
Man sieht direkt, dass die tautologische 1-Form auf dem Schnitt der Mengen Xy mit
T*U verschwindet, da alle & null sind. Wir folgern, dass

ipw = ipda = 0.

Man konnte allgemeiner fragen, wann Schnitte in 7% X Lagrangesche Untermannig-
faltigkeiten sind. Dazu ist es hilfreich zu erkennen, dass solche Schnitte gerade die
Graphen von 1-Formen in Q'(X) sind. Diese werden im niichsten Beispiel behandelt.

Example 3 (Graph einer 1-Form). Fiir eine gegebene de Rham 1- Form p € Q'(X,R)
hat der Graph von p die Form

X, ={(z, po)|z € X, 0 € Th X}

Sei s, X — T* X,z + (x, ptz) der p-Schnitt induziert von der 1- Form . Das Bild von
s, ist gerade X,,. Wenn « die tautologische 1- Form auf 7% X bezeichnet, erhalten wir

* p—
S0 = [L.

Sei dafiir a wie im letzten Vortrag oy, = (dmp)*¢ € T (T*X) an eine Punkt p = (,§) €
T*X. Fir p = su(x) = (x, ) erhalten wir oy, = (dmp)*p,. Dann

(sh0)a = (ds )iy = (ds,)3(dmy) pe = (d(m 0 8,)) 31 = e

Damit konnen wir zeigen, dass es sich bei X, um eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit
von T*X handelt, genau dann wenn p geschlossen ist.

Betrachten wir dafiir s,: X — T X mit Bild X,,. Nach der Definition von Einbettun-
gen existiert ein Diffeomorphismus 7: X — X, 7(x) = (, yt5), sodass das folgende
Diagramm kommutiert:

Su

Xy

wobei i die Inklusionsabbildung i: X,, < T*X ist. Es ist daher X, eine Lagragesche
Untermannigfaltigkeit (nach dem kommutativen Diagramm), wenn ¢* dov = 0 und damit
wenn

"da=0e7""da=0< (io7)"da=0
& s,da=0+ds,a=0

< dp = 0 < p ist geschlossen.



Assoziierte kanonische Transformationen

Diese Uberlegungen zu Lagrangeschen Untermannigfaltigkeiten haben Anwendungen auf
Symplektomorphismen und daher auch eine Anwendung in der klassischen Mechanik,
wenn man den Phasenraum als symplektische Mannigfaltigkeit und die Symplektomor-
phismen als kanonische Transformationen betrachtet. Betrachten wir 2n-dimensionale
symplektische Mannigfaltigkeiten (Mj,w;) und (Ms,w2) und einen Diffeomorphismus
@: My — My zwischen diesen beiden Mannigfaltigkeiten. Dann kénnen wir zeigen,
dass die Abbildung ¢ genau dann ein Symplektomorphismus ist, wenn der Graph von
¢ eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit der Produktmannigfaltigkeit (M; x My, )
zusammen mit der so genannten getwisteten Produktform & ist.

Sei dafiir My x My wir oben, zusammen mit den Projektionsabbildungen

(p1,p2) My x M, (p1,p2)
y y
M1 M2

Man sieht direkt, dass @ = (m1)*w; — (7m2)*w2 eine geschlossene symplektische 2-Form
auf My x My definiert. Der Graph des Diffeomorphismus ¢ ist gegeben durch

Ly, = {(p,¢(p))|p € M1}.

Es definiert eine 2n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M; x Ms. Wir bezeichnen
mit v: My — M; x My die induzierte Einbettung, welche M; auf I', abbildet, via

b1 D2

v M1 — M1 X MQ
pr— (p,¢(p)).
Nun ist I', genau dann Lagrangesche, wenn v*@ = 0 und daher, wenn
Yo =" miws — Y oW,
= (w1 07) w1 — (13 07)"wz = 0.

Aber 7y o v ist die Identitdt, da v das erste Argument auf sich selbst abbildet, und
mo 0y = . Daher gilt

Yo =0+ o wy = wy.

Dies ist die Definition eines Symplektomorphismus. In anderen Worten haben wir gezeigt,
dass ein Diffeomorphismus ¢ genau dann ein Symplektomorphismus oder eine kanonische
Transformation ist, wenn I'y, eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit von (M x M, )
ist.

Example 4 (Faserweise Translation und Lift eines Diffeomorphismus). Im folgenden
werden wir noch eine alternative Herleitung des Resultats in Beispiel 3 besprechen.



Sei dazu p eine 1-Form p € Q'(X). Wir definieren die Translation faserweise durch die
Abbildung
T T°X — T X
(4,0) = (40 + 1g)-

In lokalen Koordinaten ergibt sich, dass
Ti(pidg’) = pidg’ + 7 pig,

wobei 7: T*X — X. Dann gilt, dass 7;(w) = w + 7" du. Somit ist 7, ein Symplek-
tomorphismus, wenn p eine geschlossene 1-Form ist. Wir kénnen unter anderem auch

direkt sehen, dass die Abbildung
by X — T°X
a— (4, 1tq)
genau dann eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit definiert, wenn p geschlossen ist.
Ein weiterer interessanter Symplektomorphismus ist der Lift eines Diffeomorphismus.

Betrachten wir dazu die Abbildung u: X; — Xa2, ¢ — u(q). Dann induziert u eine
natiirlichen Diffeomorphismus, den Lift von u durch

Ug : M1 — M2
(@:€) = (u(q), ((dgu)™1)*€) = (u(q), € o (dgu)™").

Man kann nachrechnen, dass es sich hierbei wirklich um einen Diffeomorphismus handelt.
Die fiir uns interessantere Eigenschaft ist jedoch, dass (uy)* tautologische 1-Formen auf
tautologische 1-Formen abbildet. Um dies einzusehen, benutzen wir die beiden Projek-
tionsabbildungen 7 : M7 — X7 und mo: My — X9 zusammen mit der punktweisen
Definition von tautologischen 1-Formen (ai)y, = (dm); & und (az),, = (dm);,&
fiir zwei Punkte p1 = (q1,&1) € M1 und ps = (q2,&2) € Ms. Es ist zu zeigen, dass
(ug)*ag = a1, oder Punktweise

(dug)p, (a2)p, = (1), -
Fiir Ersteres gilt jedoch

(dug)p, (a2)p, =(d(m2 0 ug));, €2
=(d(uom))y & = (dm),, &1 = (01)p, -

Wir haben somit gezeigt, dass ein Diffeomorphismus zwischen Mannigfaltigkeiten einen
Symplektomorphismus zwischen den Kotangentialbiindeln induziert.

Die Verkniipfung dieser beiden Symplektomorphismen ergibt nun den Symplektomor-
phismus

Uy - M 1 — MQ
(¢,€) — (ulq), (§+ :uq)(dqu)_l)-



Example 5 (Clifford Torus). Der Torus ist definiert durch die Quotientenabbildung
R" 5 (R" janz) = T™. Koordinaten (z1,...,2,) in R" definieren auch eine Basis von
1-Formen (dz!,...,dz") des Kotangentialraums fiir jeden Punkt in T”. Es gilt daher,
dass der Torus ein triviales Kotangentialbiindel besitzt T*T" = T" x R und jede 1-
Form geschrieben werden kann als a = a; dz?, wobei die a; als 27-periodische Funktionen
von x1,..., T, definiert sind.

Um nun Lagrangesche Tori als Untermannigfaltigkeiten des R?" zu finden, betrachten
wir zunichst wieder Koordinaten (qi, ..., qn, p1,---,pn) € R?" und Koordinaten
O1,...,00,11,..., 1) € (T" x (0,00)") C T*T™. Nun ist die kanonische 2-Form definiert
als w = dp; A dg* und wir definieren weiterhin die primitive Form

A= %(pi dg' — g dp’).
Dann ist die Abbildung
u: T" x (0,00)" — R*®
gegeben durch
pi = V2 I cosb;
gi = /2 Iisin6;,

ein Symplektomorphismus mit Bild {¢? + p? > 0 fiir alle i}, da u*(\) = [;d¢" die
tautologische 1-Form auf 7*T" ist. Es folgt, dass der Torus als Graph einer eines
Symplektomorphismus eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit ist. Wir wollen nun
genauer die geschlossenen 1-Formen auf dem Torus untersuchen. Fiir den einfacheren
Fall des R™ erhalten wir folgendes niitzliches Resultat.

Lemma 6. Jede geschlossene 1-Form 3 = B; dz’ auf R™ ist exakt.
Proof. Wir definieren f(x) = fol Bi(tz)z® dt. Dann folgt B = df. O
Wir kénnen mit Lemma [f] ein gleiches Resultat fiir den Torus herleiten.

Proposition 7. Ist a eine geschlossene 1-Form auf T und ¢; € R™ das Integral c; =
fol ai(te;) dt von a entlang {(0,...,t,...,0)|t € [0,1]} = [0,1] - €;, dann ezistiert eine
Funktion g: T" — R, sodass o = ¢; dz’ + dg.

Proof. Nach Lemma |§| existiert eine Funktion f: R® —» R, sodass 7*a = df. Es gilt

f(z+ei) — f(x) = const, denn
df(z +e) = df(2) = (T"a)(z + &) — (T"a)(x) = (7*a)(z) — (T*a)(x) = 0.

Waihlen wir z = 0 und benutzen wir die Definition aus dem Beweis fiir Lemma [6, dann
folgt
flz+e) - flz)=c¢.
Wir setzten § = f — ¢;2* und erhalten
Glxte)=fxte)—c—crl=ci+ flx)—c— iz’ = g(x),

sodass bei Normierung von ¢ auf ein Periode von 27 wie gewlnscht g entsteht. O



Erzeugende Funktionen (Generating functions)

Sei X7 und X5 zwei n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, My = T* Xy, My = T* X5 das
Kotangentialbiindel und f: X; x X3 — R?" eine C°°(X; x X3) Funktion. Im néchsten
Abschnitt werden wir folgende abkiirzende Notationen benutzen

fe = (df)(ay) projeziert auf T; X x {0},
fy = (df)(a,y) projeziert auf {0} x T,y Xs.

Damit ist df eine geschlossene 1-Form auf X; x X9 und wir erhalten durch den Sym-
plektomorphismus (M; x My, @) — (My x My, w1 +wa), (z,&,y,—n) — (x,&,y,n) eine
Lagrangesche Untermannigfaltigkeit

Yf = {(x7y7fiﬂa _fy)‘(way) € Xl X XQ},

von (Mj x My, @), welche auch Lagrangesche Untermannigfaltigkeit erzeugt von f genannt
wird.

Wenn Yy der Graph eines Diffeomorphismus ¢: M7 — M> ist, dann nennen wir ¢ einen
Symplektomorphismus erzeugt von f, und weiter definieren wir f als die erzeugende
Funktion von ¢.

Die Frage wird also sein, ob Y} tatsichlich der Graph eines Diffeomorphismus ¢: M; —
M2 ist.

Seien dafiir (U, x1,...,2n), (U2,y1,...,yn) lokale Koordinaten von X; und Xy, mit
assoziierten Karten (T*Uy,x1,...,%n,&1,...,&) und (T*Us2, 91, ..y YnsM1,---,0n) fir
M und Ms. Sei (z,§) € M; und (y,n) € Ms mit

ez, &) = (y:n)-
Das bedeutet, dass
§ = fe, andn = —f, ist.
M &= Ly
Wir erhalten folgende zu losenden Gleichungen é f
@) m o= —g(@y).

(2
Nach dem Satz tiber implizite Funktionen ist (1) lokal fiir y in Abhéngigkeit von x und &
lésbar, wenn

n

w2 (@) 4

1,j=1

Wenn wir die Losung fiir (1) in die Gleichung (2) einsetzen, erhalten wir ein Losung
o(x,€). Yy ist also lokal der Graph eines Diffeomorphismus wenn obige Determinante
ungleich Null ist.



Wenn X; = Xs = R" ist, kbnnen wir auf eine andere Weise ein Symplektomorphismus
durch die Funktion f: R™ x R™ — R erzeugen. Diese Funktion wird von Bedeutung sein,
wenn wir die Hamilton-Jacobi Gleichung 16sen werden. Betrachte dafiir die symplektische
Abbildung ¢ : (z,£) — (y,n) dargestellt durch

y = a(x,§) (1)

n = b,§). (2)
Wenn wir annehmen, dass

det(az) # 0, (3)

dann lasst sich (1) wieder 16sen fir x = a(y,§) und einsetzten dieser Gleichung in (2)
fiihrt zu folgender alternativen Darstellung der Abbildung ¢ :

z = a(y,f), (4)
n = By,§). (5)

wobei B(y, &) = b(a(y, ), £) und
det(ay) - det(ay) = 1. (6)

Wir werden zeigen, dass unter der Bedingung det(a,) # 0 eine symplektische Abbildung
¢ eine skalare Funktion f(y, &) (wieder erzeugende Funktion genannt) induziert mit

$=M%®=;2@£)

0

In den Koordinaten (z,&,y,n) € R*" hat die 1-Form
o= andyj + & da?
j=1
die duflere Ableitung
w=do =Y dp Ady —> d¢/ Ada’.
j=1 j=1
Wir definieren die Einbettungen i und j: R?" — R*" durch
i (y, ) — ((y,€), &y, By, €))
g (2, &) — (2,§ a(z,§),b(z,€)),

und definieren den lokalen Diffeomorphismus v : R?® — R2? durch (y, &) +— (z,€) =
(a(y,§),€) erhalten wir ¢ = j o ¢). Damit

d(i*o) =" do = " (j" do)
—(w—w),



Da ¢ eine symplektische Abbildung ist, gilt ¢*w — w = 0, sodass i*o eine geschlossene
und damit exakte Form ist. Es gilt daher

oy, ) = Bi(y, &) dy’ + ay(y, &) dg?

i=1

j=1

fiir eine glatte Funktion f = f(y,£). Wir haben gezeigt:

Proposition 8. Jede symplektische Abbildung ¢, welche durch (1) und(2) gegeben ist
und (8) erfillt, kann lokal in folgender impliziten Form dargestellt werden

v = (;Zﬂy,f) (7)
= ;yﬂy,s), (s)

wobei det(fye) # 0. Umgekehrt definiert jede glatte Funktion f = f(y,§), welche die
letzte Ungleichung erfillt, durch (7) und (8) eine symplektische Abbildung ¢.

Um diese Aussage zu verallgemeinern schauen wir uns die Gruppe der elementaren
symplektischen Transformation auf (R??, wg) an. Diese werden erzeugt durch die Rotation

y1 = &1, Yp = &k, k>2
mo=-—T1, N = T,

und die Abbildungen

Yi = Tx)s M5 = &xG)y J=1,2,....m,

wobei 7 ein Element der symmetrischen Gruppe S,, ist. Die oben beschriebenen Ab-
bildungen sind alle symplektisch und kénnen durch eine Matrix représentiert werden,
welche wir in Zukunft mit F bezeichnen. Lineare Algebra schenkt uns dann folgendes
Lemma:

Lemma 9. Sei U eine lineare Abbildung auf (R®",wq). Dann existiert eine elementare
symplektische Transformation mit

A B
U-E—(C D) und det A # 0.

Mit Lemma [9] ist es uns nun moglich Proposition [§ zu verallgemeinern. Wenn eine
symplektische Abbildung ¢ nun eine nicht invertierbare Jacobi-Determinante A hat,
kénnen wir unser Lemma anwenden um Regularitiat zu erlangen. Mit der selben Methode
wie oben kénnen nun andere erzeugende Funktionen konstruiert werden, abhédngig von
den Koordinaten welche anfangs ausgewéhlt werden (in unserem Beispiel waren dies
(y,€)). Es ergibt sich eine erzeugende Funktion fiir jede symplektische Abbildung.



Example 10. Das einfachste Beispiel behandelt eine einfache Transformation. Sei

y = a(x),

unabhéngig von £. Wir wenden Lemma |§| an um det(a,) # 0 zu erhalten. Wir moéchten
die kanonische Transformation ¢(z,n) durch f erzeugen, sodass ¢ die obige Gleichung
fortsetzt. Wir erhalten nach Proposition |8 fiir die erzeugende Funktion f(x,n) die
notwendige Bedingung

Dann gilt auch dass
fulw,n) = a(w) und damit f(z,7) =< a(z),7 > +0(z)

mit einer beliebigen Funktion v(x). Wir erhalten ¢ = f, = al (z)n + v, (z) und damit die
y = a(z)

Darstellung { -
n = (az)" (€~ ).

Allgemeiner kann gefragt werden, wann die Transformation

yj = aj(x,n)

zu einer kanonischen Transformation erweitert werden kann. Diese Frage beantwortet
Louivilles Theorem. Wir benotigen dazu noch folgende Beobachtung. Sei M eine
symplektische Mannigfaltigkeit. In Darboux Koordinaten (z,%) € R?" kann die Poisson-
Klammer von zwei glatten Funktionen G(z,y) und H(x,y) dargestellt werden durch

{G,H} =< Gy, Hy > — <Gy, Hy > .

Fiir die Koordinatenabbildung (z,y) — z; erhalten wir zum Beispiel die Poisson-Klammer
{zj,z;} = 0. Fiir eine symplektische Abbildung ¢: (z,§) — (y,n) =: (a(z,§),b(z,§)) kon-
nen wir daher mit der Invarianz der Poisson-Klammer unter symplektischen Abbildungen
schlieBen, dass {a;,a;} = 0. Bemerkenswerterweise gilt auch das Gegenteil:

Theorem 11 (Liouville). Betrachte n Funktionen a; = a;j(x,§), 1 < j <mn mit
(1) {aia;} =0,
(ii) rank(az,ae¢) = n.

Dann existiert ein lokaler Symplektomorphismus ¢ = (a,b),

Yy = a(m,f),
n = b<x7§)7

welcher y = a(x,§) fortsetzt.



Proof. Das Ziel ist eine erzeugende Funktion zu finden welche die symplektische Abbildung
¢ erzeugt und y = a(z,§) fortsetzt. Nach Lemma |§| kénnen wir annehmen, dass
det(ay) # 0 und konnen daher, wie in (5), die Gleichung = = a(y,§) fir £ = a(z,n)
16sen. Dann ist ag symmetrisch. Denn (i) und die Formel fiir die Poisson-Klammer
{F,G} =< F;,G¢ > — < F¢, F, > implizieren, dass agaf — axa? = 0 und somit
ag(af)_l —ag'ag =0, also ist a; 'ae symmetrisch. Wenn wir nun z = a(a(z, €),€) nach
z und £ ableiten, erhalten wir

1 = aya; and 0 = ayae + ag,

und daher, dass o = —a;'as symmetrisch ist. Somit existiert lokal eine Funktion

[ =f(y,&) mit

a(y, &) = fe(y, §)-

Ferner gilt det(fye) = detay, = (detay)™! # 0, woraus folgt, dass f eine erzeugende
Funktion ist von der gewiinschten symplektischen Abbildung ¢, welche y = a(z,£)
fortsetzt. O

Corollary 12. Fir (n+ 1) Funktionen ag,a; ..., a, mit

(i) {aj,ax} = 0, j,k=0,1,...,n,

(74) rank (aj& ajn) =n,
j=12,..;n

kann ag als Funktion von aq,...,a, ausgedrickt werden. Insbesondere, existieren hdch-
stens n unabhdngige Funktionen, welche (i) erfillen.

Proof. Als erstes benutzen wir Liouvilles Theorem um die Relation y = a(z, §) fortzuset-
zen. Damit finden wir eine symplektische Abbildung ¢ mit a o ¢(y,n) = y. Wir setzten
ap o ¢ = f(y,n) und erhalten 0 = {aj,a0} = {y;, f} = fy,, sodass f unabhingig von n
ist. Demnach ist ag = f(aq,...,a,) und beweist somit das Korollar. ]
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