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9-1 (3 Punkte) Es seien E,E′ zwei Vektorbündel über M . Zeigen Sie, dass es ei-
ne Überdeckung {Ui}i∈I von M gibt, die E und E′ gleichzeitig trivialisiert.
Das heißt: für alle i ∈ I existieren Trivialisierungen χi : EUi → Ui × Rk

und χ′i : E′Ui
→ Ui × Rk′

. Es seien weiter Aij : Ui ∩ Uj → GLk(R) und

A′ij : Ui ∩ Uj → GLk′(R) die Übergangsfunktionen.

Es sei nun F : E → E′ ein Bündelhomomorphismus über M . Das heißt
insbesondere, dass π′ ◦ F = π. Zeigen Sie, dass die glatten Abbildungen
Fi : Ui → MatR(k′, k) definiert durch χ′i ◦ F ◦ χ

−1
i (p, v) = (p, Fi(p) · v) für

alle (p, v) ∈ Ui × Rk der Relation

A′ij · Fi = Fj ·Aij (?)

genügen.

Es sei nun umgekehrt eine Familie {Fi : Ui → MatR(k′, k)}i∈I von glatten
Abbildungen gegeben, sodass (?) gilt. Zeigen Sie, dass die Fi einen Bündel-
homomorphismus F : E → E′ induzieren. Schließen Sie daraus, dass E und
E′ isomorph sind, wenn Aij = A′ij gilt.

Schließen Sie daraus, dass σ ∈ Γ(E) eine Familie von σi : Ui → Rk in-
duziert mit Aij · σi = σj und umgekehrt. Hinweis: Zeigen Sie, dass Γ(E)
(als C∞(M)-Modul) isomorph ist zum Raum der Bündelhomomorphismen
zwischen M × R und E.

9-2 (3 Punkte) Es seien V1 und V2 zwei Vektorräume. Es seien (ei), (fj) Basen
für V1 und V2 und (ei), (f j) die dualen Basen von V ∗1 und V ∗2 . Zeigen Sie,
dass

w =
∑
i,j

w(ei, f j) · ei ⊗ fj , ∀w ∈ V1 ⊗ V2.

Es seien W1 und W2 zwei weitere Vektorräume mit Basen (gi′) und (hj′).
Wenn F : V1 →W1 und G : V2 →W2 linear sind, finden sie die Koeffizien-

ten ((F ⊗G)i
′j′

ij ), sodass

(F ⊗G)(ei ⊗ fj) =
∑
i′,j′

(F ⊗G)i
′j′

ij · gi′ ⊗ hj′ .

Es seien nun E1 → M und E2 → M zwei Vektorbündel. Finden Sie die
Übergangsfunktionen von E1 ⊗ E2 →M mittels der Übergangsfunktionen
von E1 →M und E2 →M .



9-3 (3 Punkte) Zeigen Sie, dass

Tn :=
{

([x], v) ∈ RPn × Rn+1
∣∣∣ v ∈ R · x

}
ein Subbündel von RPn × Rn+1 vom Rang 1 ist, das trivial ist über den
offenen Mengen Ui := RPn \ {xi = 0} für i = 1, . . . , n+ 1. Hinweis: Finden
Sie über Ui einen nirgends verschwindenden glatten Schnitt von RPn ×
Rn+1, der in Tn enthalten ist und benutzen Sie dann Hilfsatz 6.30.

Geben Sie die dazugehörigen Trivialisierungen über Ui und die Übergangs-
funktionen über Ui ∩ Uj an.

(2 Punkte) Es sei k ∈ N. Schreiben Sie die Übergangsfunktionen für (T ∗n)⊗k

bezüglich der offenen Überdeckung {Ui}n+1
i=1 .

(2 Punkte) Konstruieren Sie einen Isomorphismus zwischen dem Möbi-
usbündel M und dem Vektorbündel T1. Hinweis: Betrachten Sie zuerst
den Bündelhomomorphismus

R× R→ S1 × R2, (x, y) 7→
(

(cosπx, sinπx), (y cosπx, y sinπx)
)
.

zwischen dem trivialen Rang 1 Bündel über R und dem trivialen Rang 2
Bündel über S1.


