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Gabriele Benedetti Kevin Emanuel Wiegand

Es sei (G,g) eine Lie-Gruppe mit einer linksinvarianten PR-Metrik. Wie
iiblich sei g := TiqG die Lie-Algebra von G, die wir mit dem Raum der
linksinvarianten Vektorfelder X1 (G) durch X — X (id) identifizieren. Wir
definieren eine Bilinearabbildung B : g x g — g durch die Gleichung

9([X,Y]),Z2) =9(B(X,2),Y), VX, Y, Z ey

Wenn v : (tg,t1) — G eine Kurve ist, definieren wir den intrinsischen
Geschwindigkeitsvektor w : (to,t1) € g = TiaG als w(t) = dy ) Ly)-17(t).
Zeigen Sie, dass v genau dann eine Geodétische ist, wenn

w = B(w,w). (%)

Hinweis: wihlen Sie einen Rahmen X1,..., X, von linksinvarianten Vek-
torfeldern und sei X € Xr(G) beliebig. Schreiben Sie 4 = >, w'X; o 7.
Benutzen Sie die Leibnizregel um g("Va, ¥, X) zu berechnen und bestimmen
Sie dann g(Vx, X;, X) mittels der Koszulformel.

Es sei nun G = SO(3) und wir identifizieren so(3) mit R durch

0 —x —y
(x,y,2)—~ |z 0 —z
Yy oz 0

Dann entspricht die Lie-Klammer auf s0(3) dem Kreuzprodukt auf R3. Wir
nehmen eine linksinvariante Riemannsche Metrik g mit Matrixdarstellung
I beziiglich der Standardbasis von R? 2 s0(3). Zeigen Sie, dass

B(X,Y)=1"Y(IX)xY), VX, YeR3

Aus Formel (%) folgern Sie die Eulergleichung der Kreiseltheorie, falls I
diagonal ist.

Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit mit Tangentialbiindel 7 : TM — M
und F : TM — TM eine Abbildung mit F(T,M) C T, M fiir alle p € M.

Betrachten Sie die Newtonsgleichungen fiir die Bahn v : (¢, 1) — M eines
Teilchens mit Einheitsmasse unter der Wirkung der Kraft F:

Vo = F(3). ()

Zeigen Sie, dass ein Vektorfeld X auf T'M existiert, sodass 7y die Gleichung
(%) genau dann 16st, wenn 4 eine Integralkurve von X ist.

Es sei nun V : M — R eine Funktion und B € Q?(M) eine 2-Form (das
heifit, dass By, : T,M x T, M — R eine schiefsymmetrische Bilinearform fiir
alle p € M ist). Wir definieren dazu die Energiefunktion E : TM — R

Ew) = %gw(i,) (v,v) + V(r(v)), VveTM
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und den Biindelhomomorphismus Y : TM — T'M durch die Gleichung
gp(u, Yy - v) = By(u,v), VpeM, u,veT,M.

Zeigen Sie, dass wenn die Kraft F = —gradV(rw) + Y ist, dann ist die

Energie E(4) konstant entlang der Losungen von (x).

Bemerkung: wenn v ein geladenes Teilchen ist, interpretieren wir V als
ein elektrisches Potential, B als das magnetische Vektorfeld und F als die
zugehorige Lorentzkraft.

Es sei g das euklidische Skalarprodukt auf R™ und |- | die dazugehérige
Norm. Es sei F': R™ — R"™ eine Abbildung mit der Eigenschaft

F(0)=0, |F(v) — F(w)] = v —w|, Vo, we R".
Zeigen Sie, dass F' linear ist. Hinweis: Zeigen Sie erst, dass |F(v)| = |v| und

dann dass g(F(v), F(w)) = g(v,w). Berechnen Sie dann |F(\v) — A\F(v)]?
und |F(v+w) — F(v) — F(w))|? fir alle A\ € R und v,w € R™.

Es seien (M, g1) und (Ms, g2) R-Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimen-
sion und F' : (M, g1) = (M2, g2) eine Bijektion, sodass dg, (F'(p), F(q)) =
dg,(p,q), Vp,q € M. Zeigen Sie mit Hilfe von (i)-(v): F ist eine Isometrie.

(i) Zeigen Sie, dass wenn v : (to,t1) — M; eine Geoditische ist, dann
ist F' o~y eine Geoditische. Hinweis: fiir alle t € (to,t1) finden Sie
so € (to,t) und s1 € (t,t1), sodass F(y(t)) sich auf der einzigen
minimalen Geoditischen von F(y(so)) nach F(v(s1)) befindet.

(ii) Fiir py € My sei U; eine Normalumgebung von p; und Us eine Nor-
malumgebung von ps = F(p1), sodass F(Uy) C Uy. Esseiv : Vi — Va
die Darstellung von F' in diesen Koordinaten. Zeigen Sie, dass 1 (tv) =
tp(v) fiir alle ¢ € R, sodass tv € V].

(iti) Es sei ¢ : Ty, My — T}, My die einzige Erweiterung von ¢ auf Tp, My,
fiir die ) (tv) = te(v) fiir alle t € R und v € T}, M. Zeigen Sie mittels
Aufgabe 6-5, dass |1)(v) — (w)|p, = [v — w),, fiir alle v,w € T, M.

(iv) Folgern Sie aus Aufgabe 6-3, dass 1) linear ist.

(v) Bemerken Sie, dass F' glatt auf U; ist und dass d,F' = ¥ gilt.

Da p beliebig war, ist F' somit eine Isometrie.
AUFGABEN ZUM VORRECHNEN
Es sei (M, g) eine R-Mannigfaltigkeit. Dann gilt

w dg (expp (tv), exp,, (tw))
t—0 t

= v —w|p, Vo,we &p.

Hinweis: benutzen Sie, dass gh = g, um zu zeigen, dass fiir alle € > 0 ein
0 > 0 existiert, sodass

<1+, VveB™™ weT,B*" =T,M.

(1= e)fulg, < |ulg
Schlieflen Sie daraus, dass fiir t klein genug eine Kurve v zwischen tv und
tw mit Ly(y) < (14 €)|v — w|, ezistiert und dass jede Kurve v; zwischen

tv und tw mit Ly(y1) < tlv —w|p in B?pM enthalten sein muss. Folgern
Sie: (1 —e)t|v —wl, < dgy(exp,(tv),exp,(tw)) < (1+€)tjv —wl, firt klein.



