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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

6-1 Es sei¢t: N — O eine Einbettung und p € N beliebig.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir jede offene Umgebung U von p in N
eine offene Umgebung U’ von ¢(p) in O existiert mit U’ Ne(N) = +(U).

(b) (2 Punkte) Benutzen Sie (a) um zu zeigen: Es gibt eine Karte (Uo, v0)
von O um ¢(p), sodass wo(Up Nt(N)) = Vo N (RE™N 5 10}), wobei
wir R4im O o Rdim N Rdim O—dim N jqentifizieren.

6-2 (2 Punkte) Es seien ¢1 : M7 — N und ¢ : My — N zwei Einbettungen mit
t1(My) = 12(My). Zeigen Sie, dass M; und My diffeomorph sind.

6-3 Eine Lie-Gruppe ist eine glatte Mannigfaltigkeit G, die zusétzlich die Struk-
tur einer Gruppe besitzt, so dass die Gruppenverkniipfung p: G x G - G
und die Inversion ¢ : G — G glatte Abbildungen sind. Fiir alle ¢ € G
schreiben wir L, : G — G und Ry : G — G fiir die Links- und Rechtsmul-
tiplikation durch g: Ly(h) = (g, h) und Ry(h) = pu(h, g).

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass Ly, R, und ¢ Diffeomorphismen von G
nach G sind.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass R™ und T™ Lie-Gruppen sind.
6-4 Es sei gl,,(R) die R-Algebra der n x n-Matrizen.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Determinante det : gl,(R) — R eine
glatte Funktion ist und folgern Sie, dass die Abbildung adj : gl,,(R) —
gl,,(R), die zu jeder Matrix A die komplementidre Matrix adj(A) zu-
ordnet, glatt ist. Beweisen Sie die Formel

dadet-H = spur(adj(A)H) VH € Tagl, (R).

Hinweis: Die Determinante ist eine multilineare Funktion der Spal-
ten einer Matriz. Wenn f : (R™)* — R multilinear ist, konnen Sie
benutzen, dass d.f - h = Zle flay, .o i1, by, iy, ..., @), wobed
= (z;)%, und h = (h;)%_; 2u (R™)* gehoren. Verwenden Sie dann
die Laplace-Entwicklung der Determinante.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie weiter, dass die Menge GL,, (R) der invertierbaren
n X n reellen Matrizen eine Lie-Gruppe ist. Hinweis: Schreiben Sie

die Inverse als Funktion der Determinante und der komplementdren
Matriz.



6-5

AUFGABEN NICHT ZUM ABGEBEN

Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und M zusammenhéngend. Es
sei F': M — N eine glatte Abbildung. Zeigen Sie, dass F' konstant genau
dann ist, wenn d,F’ = 0 fiir alle p € M.

Es sei n > 2 und H,, C GL,(R) die Mengen aller Matrizen A = (a;5),
wobei

e a; =1, Vi=1,...,n, oaij:(), Vi,j=1,...,n, i > j.

Zeigen Sie, dass H,, eine abgeschlossene Teilmenge und eine Untergruppe
von GL,(R) ist.

Wir versehen nun H,, mit der Teilraumtopologie von GL,(R). Finden Sie
einen Homéomorphismus ¢,, : H, — R und benutzen ihn, um eine
glatte Struktur auf H, zu definieren. Schlielen Sie daraus, dass H,, eine
Lie-Gruppe ist. Schreiben Sie die Gruppenverkniipfung und die Inversion
explizit in der Karte ¢, fiir n = 2 und n = 3. Zeigen Sie, dass H,, genau

dann als Gruppe isomorph zu R™“ mit der Standardaddition ist, wenn
n=2.



