4-1

4-2

Differentialgeometrie 2 — Ubungszettel 4
Heidelberg, Wintersemester 2019/2020
Gabriele Benedetti Kevin Emanuel Wiegand

Es sei G eine Lie-Gruppe. Wir schreiben L, : G — G und Ry : G — G
fiir die Links- und Rechtsmultiplikation durch h € G. Wir betrachten den
Vektorraum X, (G) der linksinvarianten Vektorfelder auf G. Das heifit: X €
XL(@), falls X Lp-verwandt mit sich selbst fiir alle h € G ist. Zeigen Sie:

(a) der FluB ®x eines beliebigen X € X (G) ist vollstiandig. Hinweis:
Zeigen Sie, dass es € > 0 gibt, sodass fiir jedes h € G eine Integralkurve
v :(—€,€6) = G von X mit v(0) = h existiert.

(b) fir alle X € X1(G) gilt die Formel

Rqﬂx(e)z(btx, Vit eR,

wobel e € G das Identitéatselement bezeichnet.

(¢) wenn g eine linksinvariante PR-Metrik auf G ist (d.h. L, € Iso(G, g)
fiir alle h € G), dann ist die Funktion g(X,Y) : G — R konstant fiir
alle X|Y € X1(G).

Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Ableitung V. Fiir
[+ M — R definieren wir die Hessesche Form H(f) € I'(T*M ® T*M)

H(f)P(vlv UZ) = gp(vvlgra’d f7 U2)7 vp € M7 V’Ul, Vg € TpM
Zeigen Sie:
(a) wenn F': (N, h) — (M, g) eine isometrische Immersion ist, gilt H(f o

F) = F*H(f). Hinweis: benutzen Sie, dass grad (f o F) und grad f F'-
verwandt sind und den Satz iber LC von isometrischen Immersionen.

(b) €s gllt H(f) = %['gradfg»

Es sei nun N := f~1(0) C M und es sei angenommen, dass die Ungleichung
+g(grad f,grad f) > 0 fiir alle p € N gilt. Nach dem Satz der inversen
Funktion ist die Abbildung

F: (7674»6) xU — M? F(evp) = (I)g:gradf(p)'

ein Diffeomorphismus auf das Bild, wenn U C N eine hinreichende kleine
Umgebung eines Punktes in N ist. Zeigen Sie, dass, wenn die Gleichung
+g(grad f,grad f) = 1 auf einer Umgebung von N gilt, dann

(i) F*g = £d6? + ¢°, wobei 0 — ¢ ein glatter Pfad von PR-Metriken
auf U ist. Hinweis: beweisen Sie erst, dass @igmdf(U) c {f =20} fir
0 € (—¢,¢);
(ii) Oy = tgradb;
(iii) H(6) = 39°, wobei §° = da” o
Hinweis: berechnen Sie (®}, )*(£d6” + ¢°).
Bemerkung: es ist leicht die Umkehrung zu zeigen und zwar, dass die Glei-

chung +g(grad f, grad f) = 1 auf dem Bild von F gilt, falls F*g = +df?+¢°
stimmd.



AUFGABE ZUM VORRECHNEN

4-3 Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und A : M — (0, 00) eine Funktion.
Man betrachte die PR-Metrik g* := A\2g. Es seien V und V* die Levi-Civita
Ableitungen von g und gy. Es sei D* :=V* -V e I'(T*"M @ T*M @ TM)
das Differenztensorfeld. Zeigen Sie:

DMur,ug) = (dg - u)ug + (dp - ug)ur — g(ur, ug)grad o,
wobei ¢ := log A ist und der Gradient beziiglich g zu verstehen ist.
4-4 Es sei g eine bi-invariante PR-Metrik auf einer Lie-Gruppe G. Das heif}t:

g ist sowohl linksinvariant als auch rechtsinvariant (siehe Aufgabe 4-1).
Zeigen Sie:

(a) alle X € X1(G) sind Killing-Vektorfelder;
(b) wenn V die Levi-Civita Ableitung von ¢ darstellt, dann

1
VxY =[X.Y], VXY €X(0);

(c¢) die Integralkurven von jedem X € X (G) sind Geoditischen fiir g.



