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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

4-1 (2 Punkte) Es sei M ecine glatte Mannigfaltigkeit und U = {Uy,Us, Us}
eine offene Uberdeckung von M. Wir setzen N := U; U U,. Es sei nun
R = {p1,p2} eine Zerlegung der Eins auf N beziiglich der Uberdeckung
{U1,Uz} und § = {012,03} eine Zerlegung der Eins auf M beziiglich der
Uberdeckung {N,Us}. Benutzen Sie R und S, um eine Zerlegung der Eins
auf M beziiglich U zu konstruieren.

4-2 (5 Punkte) Es sei CP" der komplexe projektive Raum, ndmlich CP" =
(C™+1\ {0})/ ~, wobei 2 ~ w genau dann, wenn ein A € C\ {0} mit
z = Aw existiert. Man kann zeigen, dass CP™ mit der Quotiententopologie
ein kompakter Hausdorff Raum ist mit abzihlbarer Basis (Sie konnen dies
hier ohne Beweis verwenden, sieche Aufgabe 4-7 (a)).
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen

0 :CP"\{z; =0} = C", @i([z0:...:2a]) = <'i0 Zizl Zi4l Zn

e, , e,
fiir i =0,...,n einen Atlas auf CP" definieren.

(b) Es seien P,@Q : C? — C homogene Polynome zwei komplexer Varia-
blen mit GradP = Grad@ und sodass (0,0) € C? die einzige gemeinsame
Nullstelle von P und @ ist. Zeigen Sie, dass

GZ(C]P)l —>(CP1, G([ZO 22’1}) = [P(Zo,zl) ZQ(Zo,Zl)]
eine wohldefinierte glatte Abbildung ist. Wann ist G ein Diffeomorphismus?

4-3 (5 Punkte) Es sei F' : M — N eine stetige Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten, sodass die Zuordnung f — f o F' eine wohldefinierte
Abbildung F* : C°(N) — C*°(M) definiert. Mit anderen Worten, es gelte:

FEC®(N) = foFeC®(M).

(a) Beweisen Sie, dass F': M — N glatt ist.

(b) Es sei F': M — N zusitzlich bijektiv und offen, sowie die induzierte
Abbildung F* : C*°(N) — C*(M) eine Bijektion. Zeigen Sie: F' ist ein
Diffeomorphismus.

AUFGABEN NICHT ZUM ABGEBEN

4-4 Es sei M = (0,3) x (0,3) C R% Finden Sie eine Zerlegung der Eins auf M
beziiglich
{(0,2) x (0,3), (1,3) x (0,3)}.

Finden Sie eine Zerlegung der Eins auf M beziiglich der Uberdeckung
{(0,2) x (0,2), (1,3) x (0,2), (0,3) x (1,3)}.



4-5

Es sei C — R? die Karte z — (Rz, 32), die den reellen und imaginiiren Teil
wiedergibt. Schreiben Sie die Abbildungen

7:C—=C, V(z) =%,

n:CxC—C, w(z,w) = zw,

t:C\ {0} —» C\ {0}, u(z) =1/z,

die die komplexe Konjugation, die complexe Multiplikation und die kom-
plexe Inverse darstellen, in diesen Koordinaten. Zeigen Sie dazu, dass -, u
und ¢ glatt sind.

Es sel onord @ 9™ \ {ent+1} — R™ die stereographische Projektion aus dem
Nordpol e, 1 € S™, wobei onora(x) die Eigenschaft hat, dass e, 11, « und
(oNord (), 0) kollinear in R™™! sind. Zeigen Sie, dass onorq eine Karte ist.
Es sei ogug : S™\{—en41} die stereographische Projektion aus dem Siidpol.
Zeigen Sie, dass {oNord, Osua} einen Atlas auf S™ liefert. Zeigen Sie, dass
die Ubergangsabbildung fiir n = 2 in komplexen Koordinaten durch

O8ud © Onarg - C\ {0} — C\ {0}, 2 1)z
dargestellt werden kann.

(a) Beweisen Sie, dass der komplex projektive Raum CP™ aus Aufgabe 4-2
versehen mit der Quotiententopologie ein kompakter, Hausdorff topologi-
scher Raum mit abzidhlbarer Basis ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

falls [zg : z1] # [1: 0],

es falls [z : 21] = [1: 0]

—1
F:CP' - 8% F(lz:x]) = {"Nord(ZO/zl)
ein Diffeomorphismus ist, wobei aﬁérd die stereographische Projektion aus
dem Nordpol ist (siche Aufgabe 4-6).

(¢) Es seien p,q : C — C komplexe Polynome einer komplexen Variable
ohne gemeinsame Nullstellen, die nicht unbedingt den selben Grad haben.
Es sei

g:C\{g=0}=>C,  g(x) =28

Zeigen Sie, dass eine eindeutige glatte Abbildung G : CP' — CP! existiert,
die g erweitert: G([z : 1]) = [g(#) : 1] fiir alle z € C\ {¢ = 0}. Berechnen
Sie G([z : 1]) fiir z € {¢ = 0} und G([1 : 0]).



