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2-1 Ein Diffeomorphismus F' : (N, gn) — (M, gar) heiBt konform, wenn F*gps
konform #quivalent zu gy ist, d.h. F*gyr = A2 gy fiir A : N — (0, 00). Zei-
gen Sie, dass die folgenden Diffeomorphismen konform sind und bestimmen
Sie den konformen Faktor A:

a) die Streckung v, : (R™, g(s. . y) = (R™ g(s. » ) vom Faktor a > 0,
(04,0-) (04,0-)
wobei v,(p) = a - p fiir alle p € R™;

(b) die Inverse 0% : (R™, geuk) — (S/* \ {ren+1},gsn) der stereographi-
schen Projektion o der Sphére von Radius r aus dem Nordpol re, 1.
Erinnerung: o(p) ist der eindeutige Punkt in R™ x {0} C R*"™L, der
kollinear zum Nordpol re,4+1 und p steht.

(c) die Inverse p=* : (B}, geuk) — (H}',gur) der stereographischen Pro-
jektion des hyperbolischen Raums von Radius r aus dem Stidpol —re;,11.
Erinnerung: p(p) ist der eindeutige Punkt auf dem offenen euklidi-
schen Ball B" x {0} C R"*! von Radius r, der kollinear zum Stidpol
—Tent+1 und p steht.
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Die Abbildungen ¥ und p in Aufgabe 2-1 und 2-2.

2-2 Wir betrachten die Zerlegung R"*! = R x R"~! x R mit entsprechenden
Koordinaten (z,y,t). Wir betrachten die halbe Hyperebene E' := {r} x
R"1 x (0,00) C R*""!. Wir definieren eine Abbildung ¥ : H? — E" auf
folgender Weise. Fiir p € H* nehmen wir den eindeutigen Schnittpunkt p’
zwischen der Hyperebene {t = r} und der von p aufgespannten Gerade. Es
sei weiter p” die Projektion von p’ in die t-Richtung auf die Hemisphére
SN {t > 0}. Dann ¥(p) ist der eindeutige Punkt auf E7, der kollinear
zu (—r,0,0) und p” steht. Zeigen Sie, dass unter der Identifizierung E* =
R"~1 x (0,00) gilt fiir alle (z,y,t) € H® und (z,s) € B

2r 4 2 a(z,s) rz r*  a(z,s)
Yy t) = =), Vs = (S-S S T,
wobei a(z, s) 1= 1|z|2, + 5. Zeigen Sie, dass U! : (E", geux) — (H", grin)
konform ist und bestimmen Sie den konformen Faktor.



AUFGABEN ZUM VORRECHNEN

2-3 (a) Zeigen Sie, dass (R", g, o)) und (Q(;Jr L)(c), Li9(oy o)) fir ¢ # 0
Rahmen-homogen sind. Hinweis: Benutzen Sie Beispiele 3.17, 3.31
und 3.32.

(b) Finden Sie Diffeomorphismen

Fy:(0,00) x 8771 = (R™ \ {0}, geuk),
Fy: (0,7r) x 8771 = (SP\ {rent1, —rens1}, gsr)
F3 : (0700) X S{L_l - (H;l \ {Ten-‘rl}agHﬁ)a
sodass die Pullback-Metrik ein verzerrtes Produkt zwischen der eukli-

dischen Metrik auf einem Intervall und gsr— ist. Hinweis: Polarkoor-
dinaten.

2-4 Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit. Es seien f : M — R und ¢ € R,
sodass g, (gradf(p), grad f(p)) # 0 fiir alle p € N := f~1(c).

(a) Zeigen Sie, dass die orthogonale Projektion II : TM |y — T'N durch

. gp(v,grad f(p)) .
I, v=v gp(gradf(p),gradf(p))g ad f(p), Vpe M, YveT,M,

gegeben ist. Hier bezeichnet TM|y den Pullback von TM auf N und
wir identifizieren TN mit einem Unterbiindel von TM|y.

(b) Essei f: R?® — R gegeben als f(z,y,2) = z—((z,y) fiir eine Funktion
¢ :R? - R. Es sei N = f71(0). Schreiben Sie die Darstellung der
orthogonalen Projektion IT : TR3|y — TN beziiglich der Rahmen
0z, 0y,0, von TR3|y und 8,0, von TN. Hier bezeichnen 9, und
0, die Koordinatenvektorfelder der Parametrisierung ¢ : R2 — N,
t(u,v) = (u,v,((u,v)) von N.



