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Auf diesem Aufgabenblatt sind Teilmengen von topologischen Rdumen im-

mer mit der Teilraumtopologie versehen und R™ ist immer mit der von der
euklidischen Metrik induzierten Topologie versehen.
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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

(6 Punkte) Wir definieren auf R"™! \ {0} eine Relation gegeben durch
T~y y =\ fir \ € R\ {0} und auf S™ C R"*! eine Relation ~'
gegeben durch z ~' y & x = +y.

Zeigen Sie, dass die Quotientenrdume (R"*1\ {0})/~ und S™/~' eine
abzihlbare Basis besitzen, sowie dass sie Hausdorff und kompakt sind.
Beweisen Sie ausserdem, dass die Inklusion S™ C R"™\{0} einen Hom$omor-
phismus zwischen diesen beiden Quotientenrdumen induziert.

(3 Punkte) Benutzen Sie die Karten (U, o) fiir S™ aus der Vorlesung
um zu zeigen, dass der topologische Raum S™/~" aus der Aufgabe 2-1 eine
differenzierbare Struktur hat.

Zeigen Sie dazu, dass die Einschrinkung | Ut der kanonischen Projektion
78" — 8"/~ auf U;" injektiv ist und beweisen Sie, dass die Abbildungen
7 == o (n|y+)7t : w(U;") = B1(0) C R kompatible Karten sind.

(3 Punkte) Es sei a € R und M, = {(x,y) € R?|2® — 2 + a = y?}. Fiir
welche a € R hat M, die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit?

AUFGABEN NICHT ZUM ABGEBEN

Es sei D C R™ eine Menge mit nicht-leerem Inneren und es sei N eine be-
liebige n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass jedes
x € N eine Umgebung hat, welche homdomorph zu D ist.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zuerst fir D = B;(0) und dann fiir
D =R".

Fiir einen Punkt (xo,...,2z,) € R\ {0} schreiben wir [zg : ... : z,] fiir
sein Bild in (R"*1\ {0})/~. Zeigen Sie, dass die Abbildungen

eyt (R {0))/~ )\ fa? =0} > R,
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fiir j = 0,...,n eine differenzierbare Struktur auf (R"*!\ {0})/~ definie-
ren. Beweisen Sie, dass der Homdomorphismus aus Aufgabe 2-1 diese dif-
ferenzierbare Struktur identifiziert mit der differenzierbaren Struktur aus
Aufgabe 2-2. Man bezieht sich zu beiden S™/ ~' und (R"™!\ {0})/ ~ mit
den jeweiligen glatten Strukturen als der reell projektive Raum RP™.



