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12-1 Wenn vy,vy € S"~! definieren wir den unorientierten Winkel 65 € [0, 7] zwischen vy, vo
durch die Gleichung
cos 012 := grn (V1, V2).

(a) Zeigen Sie, dass der Abstand zwischen v; und vy auf (S™~1, ggn—1) durch den Winkel
012 gegeben ist: dy_, , (v1,v2) = b12.
Hinweis: Schreiben Sie die minimierende Geoddtische zwischen vy und vs.

(b) Folgern Sie daraus, dass, wenn v3 € S"~! ein weiteres Element ist, dann
013 < 012 + 023,
wobei 013 der Winkel zwischen v; und vs ist und 653 der Winkel zwischen vy und vs ist.

12-2 Es sei (M, g) eine vollstindige R-Mannigfaltigkeit und f : M — R eine glatte Funktion. Wir
erinnern uns an die Definition der Hesseschen Form von f:

H(f)p(v1,v2) := gp(Vy, grad f,va), Vpe M, vi,v2 € T,M.
(a) Fiir alle Geodéatischen « : I — M betrachten Sie die Funktion f o~ : I — R und zeigen

Sie, dass

dirom =g l@ndfons).  Sirom =Hp,G.4)
Es sei nun angenommen, dass H(f), positiv definit fiir alle p € M ist.
(b) Wenn pg,p1 € Krit(f) :=={p € M | d,f =0} sind, zeigen Sie, dass py = p1.
Es sei weiter angenommen, dass f eigentlich! ist und dass ein ¢ € R existiert, sodass f > c.
(¢) Zeigen Sie, dass ein eindeutiger globaler minimierender Punkt p fiir f existiert und dass

Krit(f) := {p}.

12-3 Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und V : M — R eine glatte Funktion. Wenn My, M;
Untermannigfaltigkeiten von M sind, setzen wir

S:Cnvom, =R, S(v):= /01 (%gw(ﬁd) - V(7)>dt-

Es sei v € €y, und I' 2 (—€,€) x [0,1] — M eine Familie von Kurven, sodass 7o = 7 und
vs € Carynr, fiir alle s € (—¢,€). Man setze X = X1 := 9,T'|,—.
(a) Zeigen Sie, dass

%S:OS(%)Zde-X::—/O (g (X,W—l—gradV ) ng A5(t ))
+ 97(1) (X(l),'y(l)) - 97(0) (X(O), ’7(0)),

wobei 0 =1y <t; <...<tp_1 <tx =1die Punkte sind, fiir die I'|(_ e)x[t],tﬁl] fiir alle
ij,...,k—lglatt1stundA7( ) =T (t5) — A (¢ )furalle]—l Jk—1.

(b) Es sei nun v € Gy, , sodass S(y) < S(9) fiir alle 0 € Gy, - Zeigen Sle, dass
§=—gradV(v), (i) € (TypyM;)" fir i=0,1.

IEine Funktion f heiBt eigentlich, wenn fiir jede kompakte Menge K C R das Urbild f~!(K) kompakt ist.



