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11-1 (4 Punkte) Es seien X,Y ∈ X(M), sodass Y = fX für eine positive
glatte Funktion f : M → R+. Zeigen Sie, dass es eine glatte Funktion
τ : UY → R gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(i) für alle p ∈ M ist τ(·, p) : (UY )p → (UX)p ein monoton steigender
Diffeomorphismus mit τ(0, p) = 0.

(ii) für alle (t, p) ∈ UX gilt

ΦtY (p) = Φ
τ(t,p)
X (p).

Bemerkung: Wir haben somit gezeigt, dass X und Y dieselben Flußlinien
haben (nur die Parametrisierungen sind unterschiedlich).

11-2 Es sei X ∈ X(M) ein glattes Vektorfeld. Es sei σ ein kontravarianter oder
kovarianter Tensor. Zeigen Sie:

(a) (1 Punkt) Wenn LXσ = cσ, für c ∈ R, dann (ΦsX)∗σ = ecsσ;

(b) (2 Punkte) Wenn LXσ = fσ für f ∈ C∞(M), dann gibt es ei-
ne Funktion g : UX → R mit g(0, p) = 1 für alle p ∈ M , sodass
((ΦsX)∗σ)(p) = g(s, p)σ(p), für alle (s, p) ∈ UX .

11-3 Es sei M = R3 \ {x = 0, y = 0} der euklidische drei-dimensionale Raum
ohne die z-Achse. Wir betrachten die Vektorfelder

X =
∂

∂x
− y

x2 + y2
∂

∂z
, Y =

∂

∂y
+

x

x2 + y2
∂

∂z

(a) (2 Punkte) Finden Sie explizite Formeln für die Flüße

ΦX : UX →M ΦY : UY →M.

Hinweis: Unterscheiden Sie zwischen den Fällen y = 0 und y 6= 0 für
X und x = 0, x 6= 0 für Y . Benutzen Sie, dass d

dt arctan(t) = 1
1+t2 .

(b) (3 Punkte) Es sei p = (−1,−1, 0) ∈M und betrachten Sie

F : [−1, 1]2 \
(
{0} × [0, 1]

)
→M, F (σ, τ) = Φτ+1

Y ◦ Φσ+1
X (p),

G : [−1, 1]2 \
(

[0, 1]× {0}
)
→M, G(σ, τ) = Φσ+1

X ◦ Φτ+1
Y (p).



Finden Sie explizite Formeln für F und G. Bestimmen Sie die Menge

A :=
{

(σ, τ) ∈ [−1, 1]2\
(
{0}×[−1, 1]∪[−1, 1]×{0}

) ∣∣∣ F (σ, τ) = G(σ, τ)
}
.

Hinweis: Benutzen Sie die Identität

arctan(t) + arctan(1/t) = sgn(t) · π
2
, ∀ t ∈ R \ {0}.

(c) Zusatz: (2 Punkte) Zeigen Sie, dass [X,Y ] = 0TM (Benutzen Sie,
dass [X,Y ] = LXY und die Formel (8.11) im Skript).


