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VEKTORFELDER

Es sei M eine Mannigfaltigkeit und D C T'M eine Distribution vom Rang

d auf M. Das heifit D ist eine Subbiindel vom Rang d von TM — M. Fiir alle
p € M definieren wir den Untervektorraum [D, D], von T,M als

[D,D], = Spann{[x, Yl(p) | X,Y € P(D)}.

Wir setzen

[D,D]:= | | [D, D],

Es sei Xi,... X4 ein Rahmen von D auf einer offenen Menge U C M.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir alle p € U
d d
[Dvp]p = Spann{{Xi(p)}izl U {[X“XJ](p)}z,le}

b) (2 Punkte) Esseid’ € N. Zeigen Sie, dass wenn fir alle p € M dim[D, D], =
d’ gilt, dann ist [D, D] eine Distribution vom Rang d’.

Es sei M = R* mit Koordinaten (w,x,y, z). Wir betrachten die 1-Formen

a =dz — zdy, 8 =dx —wdy.

¢) (2 Punkte) Finden Sie glatte Vektorfelder X, W € X(R*), sodass fiir alle
p € R%:

X (p), W (p) linear unabhéngig, X (p), W(p) € ker a(p) Nker B(p).

d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass D := ker a Nker 3 eine Distribution vom Rang
2 ist.

e) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass D’ := [D, D] eine Distribution vom Rang 3 ist
und dass TR* = [D', D'].

f) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass es keine Untermannigfaltigkeit ¢ : S — R?* der
Dimension zwei oder drei existiert, sodass D,(5) C d4t(Ts95) fiir alle s € S.
Hinweis. Benutzen Sie Satz 7.17 und die letzte Aussage im Satz 8.21.



Beweisidee

a)
Es sei Xi,...,X4 ein Rahmen von D auf U. Dann X = Z?:l a’X; und
Y = 2?21 v X;, wobei a’,b/ € C°°(U). Dann auf U gilt

[(X,Y] = Ed: [a'X;, b X

,j=1

= d'Lx,(V)X; +V]a'X;, X;]
i,j=1
d
— Z a'Lx, () X; =V Lx,(a")X; + a'b [ X;, X}]

ij=1

und wir sehen, dass [X,Y](p) im Spann von (X;(p) und ([X;, X;](p)) ist. Wir
zeigen nun die andere Inklusion. Es sei p € U fest und sei p € C°(M) eine
glatte Funktion mit Tréger in U, sodass p = 1 auf einer kleineren Umgebung
U, C U von p. Dann ist X; = pX; ein Vektorfeld auf der ganzen M, das auch in
D enthalten ist. Es ist daher ein glatter Schnitt von D auf M. Wir haben dann

(X4, X;](p) = [Xi, X;](p) € [D, Dl

Wir behaupten nun, dass es eine Funktion f; € C°°(M) mit der Eigenschaft
Lz (fi)(p) =dpfi- Xi(p) = 1 gibt. Dann ist

[Xi; fiXiKp) = ﬁf(i (fi)(P)Xi(P) + fi(p)[XiaXi](p) =X;(p) + fi(p) - 0 = Xi(p).

/

Wir nehmen dafiir eine Karte (U’, o = («!,...,2™)) um p. Dann kénnen wir

schreiben .
Xi = Z ajaj.
j=1

Da X;(p) = X;(p) # 0 ist der Spaltenvektor a(p) := (a?(p)) € R™\ {0}. Es
existiert dann ein Zeilenvektor b = (b;) € R™, sodass b - a(p) = 1. Wir setzen
nun

freCc=(U"), fl(x)zzbﬂj-
=1

Dann d, fi = 377" bjda’ und d,, fy - Xi(p) = >iy bja’ = 1. Die gewiinschte
Funktion ist dann f := p; f1, wobei p; € C°°(M) mit Triger in U’ und p; = 1
in einer Umgebung von p.

b)

Es sei p € M beliebig. Wir nennen die Vektorfelder (X;) und [X;, X;]
um p mit Y7,...,Yy441)/2- Nach Voraussetzung und dem Punkt a) existieren
Y;,,...Y;,, die in p linear unabhéngig sind. Wir behaupten, dass Y;,,...Y;,
auch in einer Umgebung U’ von p linear unabhiingig bleiben. Daher ist [D, D]y, =
Spann{Y;, |y, ..., Y;, |v/} und Punkt b) folgt aus Hilfsatz 6.31.



Jetzt zur linear Unabhingigkeit. Wir betrachten eine Karte (U”, ) um p.
Der Vektor Y;, besitzt Koordinaten (afj)’,f:l beziiglich der Basis 01,...,0,,. Es
sei A = (afJ) : U"” — Matg(d’',m) die Matrix der Koeffizienten. Dann A(p) hat
Rang d’ und daher gibt es eine Untermatrix B :: U’ — Matgr(d’,d’), sodass
det B(p) # 0. Da B und det glatt sind, ist det B # 0 auch in einer Umgebung
U’ von p. Dort sind die Vektoren Y;,,...Y;,, noch unabhéngig.

¢)
Wir suchen Vektorfelder Y, sodass

Wenn wir die Darstellung
Y = 0w + az.0; + ay0y + a.0..

benutzen, wird das Gleichungssystem zu

a, = Tay,,

Qz = Way.
Also sind a, und a,, frei und wir bekommen linear unabhéngige Losungen, indem
wir ay = 1, a,, = 0 oder ay = 0, a,, = 1 setzen. Die entsprechenden glatten

Vektorfelder sind
X = w0y + 0y + 0., W = 9,.

d)
Die Menge D ist eine Distribution vom Rang 2 nach Hilfsatz 6.31.

e)

Wir berechnen [W, X] = 9,,.. Dazu sind W, X und 9, linear unabhéingig. Die
Menge D’ ist eine Distribution vom Rang 3 nach a) und Hilfsatz 6.31. Wir haben
nun

[0, W] =0, [0y, X] = 0.

Dazu sind W, X, 0, und 0, linear unabhingig. Die Menge [D’, D’] ist dann die
ganze TR*.

f)

Es sei per Widerspruch angenommen, dass ¢ : S — R* eine Untermannig-
faltigkeit der Dimension zwei ist, welche tangential zu D steht. Nach Satz 7.17
existieren glatte Vektorfelder Xg und Wy auf S die t-verwandt zu X und W
sind. Nach Satz 8.21 sollte [W, X| = 0, t-verwandt zu [Xg, W] sein, aber

3m|s ¢ DL(S) = dgL(TgS)

Es sei per Widerspruch angenommen, dass ¢ : S — R* eine Untermannigfal-
tigkeit der Dimension drei ist, sodass D C du(TS). Nach Satz 7.17 existieren
glatte Vektorfelder Xg und Wg auf S die t-verwandt zu X und W sind. Nach
Satz 8.21 ist [W, X| = 0, t-verwandt zu Ys := [Xg, Wg]. Nach Satz 8.21 sollte
[Ys, Xg] t-verwandt zu [0y, X] = 0,. Aber dann sollte das Bild von d¢ die vier
linear unabhéngigen Vektoren X, W, 0., 0, enthalten, was ein Widerspruch ist.



KOVARIANTE ABLEITUNGEN
Es U C R" eine offene Menge und f : U — R eine glatte Funktion. Es sei
F:U—>R"xR, F(u) := (u, f(u))

die Einbettung, deren Bild M := F(U) der Graph von f ist. Dann ist ¢ : M —
R"*! eine Untermannigfaltigkeit von R™*! mit Karte F~!. Die Koordinaten
Vektorfelder (9; := #2;), geben eine globale Trivialisierung von 7M. Unten
identifizieren wir stets T, M mit dp(T,M) C T, R".

Es sei weiter Prt : M x R™! — TM die orthogonale Projektion auf TM
beziiglich dem euklidischen Skalarprodukt (-,-). Wir definieren VM € kA (T M)
als VM . X(M) = T(T*M @ TM)

VMX =prt (p,(i‘ 05((7(25))) , Vpe M, veT,M,
t=

wobei 7 : (—e,€) — M eine beliebige glatte Kurve mit v(0) = p und 4(0) = v ist
und X : M — R™*! die Koordinatendarstellung von dpe- X in der Standardbasis
von TL(p)Rn+1 ~ R+ st
Setzen Sie
v:U — R v(u) = (gradf(u),—1),

wobei gradf(u) := (O1f,...,0nf).

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass

g (n, v(u)) n
Prt(F(u),n) = du 1<F(u),n—mu(u)), YueU VneR"

b) (2 Punkte) Es seien w’; die 1-Formen, welche die Matrixkomponenten der
Zusammenhangsform w beziiglich des globalen Rahmens 04,...,0, von
T M bilden. Beweisen Sie, dass

ko O f (u) ,
9 T fgmad P 7

¢) (2 Punkte) Finden Sie die Matrix-Darstellung Q der Kriimmung von VM
beziiglich des Rahmens 01, ...,0, von TM.

d) (1 Punkt) Es sei nun v € U, sodass gradf(u) = 0. Leiten Sie aus dem
allgemeinen Fall Ausdriicke her fiir w(u) und (u) in diesem Fall.

e) (1 Punkt) Es sei nun n = 2 und gradf(u) = 0. Zeigen Sie, dass

Q(u) = det(Hessf(u)) du' A du? ® (_01 é) .



Beweisidee

a)

Es sei g : R® x R — R die Funktion g(z, z) = f(z) — z, sodass M = g~1(0).
Dann dg = df —dz = Y., §;fda’ — dz ist nie null. Es folgt, dass TpyM =
ker dp(,)g = v(u)*. Die orthogonale Projektion R"*! — v(u)* ist gegeben als

)
T e

Da |v(u)|? = gradf, Punkt a) folgt.

b) Wir haben
0 0

dpbadeuF@:%

Also
0
Mgy _p.l 4 g
V*0; =Pr (p,d(ajf)@)az)

:dL—l(d(ajf)®%+M® (iakfa%k_ %))

1+ |grad f|? =
(N~ OkfA5f) 9 9
— 1 J f
=d (;1+|gradf|2®(8xi+alf82))
= Okfd(9; )
- ; T+ Jgradfi2 ©

Die Formel fiir w¥ folgt nun aus der Definition von Zusammenhangsformen.

¢) Wir benutzen die Tatsache, dass dd = 0:
¢
Q;C = dw;-C —|—wa A wj
=1

_ Ot _ Ot _
N d(l + |gradf|2)d(ajf) 1 + |gradf|2dd(ajf)

1 n
_ d(@kf) A d(9;f) d(|gradf]?) d(|gradf|?)
= T fgradsp O o fgradgye O O S e g M 4O )
_ d(9f) Ad(9,f) d(|gradf|?) ‘
= T ferndf AT a0

d) Wenn grad f(u) = 0, dann 0; f(u) = 0 fur alle ¢ und wir bekommen
w(u) =0, Q?(u) = du(Opf) Ndu(0;f).
Insbesondere ist Q? = —Qi.
e) Fiir n = 2 miissen wir nur Q3 wegen der Antisymmetrie von Q berechnen:
Q= d(01f) A d(02f) = (O fdu’ + a1 fdu®) A (rafdu’ + Opa fdu?)
= (O fOoaf — D1 fO12f)du’ A du®.



