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Aufgabe 1

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,1] — M eine Geoditische mit
Einheitsgeschwindigkeit.

(a) (2 Punkte) Geben Sie die Definition von Jacobi-Feldern entlang ~.
Es seien J; und Jy zwei Jacobi-Felder entlang .
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie: Die Funktion
te[0.1] = gy (Ni(t), ha(t) = gy (a(t), Ji(2))
ist konstant.

Es sei nun angenommen, dass M eine orientierte Flidche ist. Wir betrachten ein orthogo-
nales Jacobi-Feld J = aj -4 entlang v, wobei a : [0,1] — R eine Funktion ist und j die
Drehung um neunzig Grad ist.

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie: Die Funktion a geniigt der Differentialgleichung
i+ K(y)a=0,
wobei K die Gaul-Kriimmung von M ist.
Es seien nun J; = a; 7y und Jo = ay ) -y zwei orthogonale Jacobi-Felder.

(d) (2 Punkte) Zeigen Sie: Die Determinante der Matrix

() )

ist konstant beziiglich ¢ € [0, 1].







Aufgabe 2

Es sei (M, g) C (R®, ggs) das Paraboloid {1(z% 4+ y?) = 2}, wobei g die Pullback-Metrik
ist. Wir betrachten Polarkoordinaten um (0,0,0) € M:

f:(0,400) x R/27Z — M, f(r,¢) = (rcos ¢, rsin ¢, %7’2)
und die Orientierung auf M, die durch f induziert wird.

(a) (2+1+1 Punkte) Schreiben Sie die Metrik g, die Volumenform vol und die Drehung
g:TM — TM um neunzig Grad in Koordinaten (r, ¢).

Fiir jedes r > 0 betrachten Sie die Teilfliche M, := M N {z < 1r?}.
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Euler Charakteristik von M,.

(¢) (3 Punkte) Beweisen Sie die folgende Formel fiir die geodétische Kriimmung des
Randes von M,

(d) (2 Punkt) Zeigen Sie

1
= Kvol =27 (1 — .
a(r) . v 7T< m)

und berechnen Sie den Limes lim, _,; a(r).







Aufgabe 3
Es sei F: (M,§) — (M, g) eine Riemannsche Submersion.

(a) (2 Punkte) Geben Sie die Definition der vertikalen Distribution ¥ und der horizon-
talen Distribution H. Geben Sie weiter die Definition von vertikalen Vektorfeldern
Z € X(M) und der horizontalen Hochhebung X + X fiir X € X(M).

Unten kénnen Sie die folgende Formel ohne Beweis benutzen:
e Fiir alle X,Y € X(M) gilt

= 1
VoY = (VxY)" + SIXT YT,

wobei idieﬁ[:evi—Civ/i\t/a Ableitung von g, V die Levi-Civita Ableitung von g und
W — WY, W € X(M) die orthogonale Projektion auf die vertikale Distribution
darstellt.

Es seien X,Y € X(M) und Z € X(M) vertikal. Zeigen Sie:
(b) (1 Punkt) [X™,Z] ist vertikal.
(c) (1 Punkt) [X" Y] = [X,Y]" + [ X" YH]V.
(d) (2 Punkte) GV X, Y ") = G(VixnZ,YH).
(e) (2 Punkte) G(VxnZ,YH) = —Lg(Z,[X* YH]V).
Folgern Sie daraus, dass fiir alle X, Y, W;, W, € X(M) die folgende Formel gilt:
(£) (2 Punkte) G(Vponyg WL W) = g(Vixn Wi, Wa) = 5g (X YRV, WL WHY).







Aufgabe 4

Es sei (M, g) eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien My, My C M zwei
kompakte, total geoditische Untermannigfaltigkeiten von M. Es sei angenommen, dass

Es sei C = {v:[0,1] — M | v(0) € My, (1) € M;} die Menge der stiickweise glatten
Kurven, die My und M; verbinden.

(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass eine Geoditische 6 € C existiert, sodass
€= Ly(6) = min Ly(7)
und dass ¢ > 0 ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f : My x My — R, f(po,p1) = dg(po, p1)-

(b) (1 Punkt) Es sei E; := {v € TsyM | g5@)((i),v) = 0} fiir i = 0, 1. Zeigen Sie, dass

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die Einschrankung der Parallelverschiebung P : Ey — E;
entlang 6 wohldefiniert ist.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass dim (P(T(;(O)MO) N T(;(l)Ml) > 1.

(e) (1 Punkt) Finden Sie ein normiertes, paralleles Vektorfeld X : [0,1] — T'M entlang
d, sodass g(X(t),6(t)) = 0 fiir alle t € [0,1] und X (i) € T54)M; fiir i = 0, 1.

(f) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass

H(L,)s(X / K(II

wobei Iy 5, die Ebene R - X({) + R - (t) C TsyM ist.

(g) (2 Punkte) Argumentieren Sie per Widerspruch, dass M nicht tiberall positive Schnitt-
kriimmung haben kann.
















