G. Benedetti, U. Fuchs

Nachklausur zur Vorlesung Differentialgeometrie 1

am 11. Oktober 2019

Name:

Matrikelnummer:

Studiengang:

Ubungsleiter:

Beginn der Klausur: ca. 9:15 Uhr, Dauer: 120 Minuten.

Schreiben Sie Thre Lésungen zu Aufgaben 1-4 in die Késten nach den jeweiligen Aufgaben.

Alle Antworten sind zu begriinden.

Bei Bedarf erhalten Sie mehr Papier. Es werden nur fiir lesbare Losungen Punkte vergeben.

Die Losungen der Aufgaben sollen mit , Tinte* (dokumentenecht) erfolgen.

Die Heftung diirfen Sie wiahrend der Klausur entfernen, bei Abgabe werden alle Bléitter

von uns zusammengeheftet.

Note:

Punkteverteilung:
Aufgabe 1 2 3 4 Summe
mogliche Punkte 9 9 7 32

erreichte Punkte




Aufgabe 1

(a) (2 Punkte) Finden Sie eine explizite Zerlegung der Eins auf dem offenem Intervall
(0,3) C R beziiglich der Uberdeckung

{(072)7 (LB)}‘

Hinweis: Sie dirfen benutzen, dass eine glatte Funktion es : R — [0, 1] existiert mit
e3(t) =0 firt <0, es3(t) =1 firt>1 und es(t) +e3(1 —t) =1 fir alle t € R.

(b) (1 Punkte) Finden Sie eine explizite Zerlegung der Eins auf (0,3) x (0,3) C R?
beziiglich der Uberdeckung

{(0,2) x (0,3), (1,3) x (0,3)}.

(¢) (4 Punkte) Finden Sie eine explizite Zerlegung der Eins auf (0,3) x (0,3) C R?
beziiglich der Uberdeckung

{(0,2) x (0,2), (1,3) x (0,2), (0,3) x (1,3)}.

Losung

Wenn f eine glatte Funktion ist, kennzeichnen wir mit 7°(f) den Triger von f.

(a) Wir setzen py, pa : (0,3) — R als p1(t) := e3(5 — 3t) und py : (t) = e3(3t — 4) fiir alle
t € (0,3). Dann
(i) (1 Punkt) T(p1) C (0,5/3] € (0,2), T(ps) C [4/3,3) C (1,3) und
(i) (1 Punkt) pi(t) + p2(t) = es(1 — (3t — 4)) + e3(3t — 4) =1 fiir alle ¢ € (0, 3).
(b) (1 Punkt) Wir nehmen p1, ps : (0,3) x(0,3) — R mit g1 (x,y) = p1(z) und pa(z,y)
C x (0,3

pa(). Dann ist T(5y) C (0,5/3] x (0,3) C (0,2) x (0,3), T(p2) C [4/3,3) x (0,3)
(1,3) x (0,3) und j; + jp = 1.

C

(¢) (1 Punkt) Eine Zerlegung beziiglich {(0,2) x (0,2), (1,3) x (0,2)} ist durch die
Einschriankung von p; und py gegeben. Eine Zerlegung beziiglich {(0, 3) x (0, 2), (0, 3) x
(1,3)} ist durch &1(z,y) = p1(y) und G2(x,y) = p2(y) gegeben.

(1 Punkt) Daher ist die gewiinschte Zerlegung durch

{7'1 = 5'1ﬁ1,7'2 = 5'1[32,7'3 = 5‘2}
gegeben. Denn (1 Punkt)
T(r1) C (0,5/3] x (0,5/3], T(rz) C [4/3,3) x (0,5/3], T(r3) C (0,3) x [4/3,3)

und T+ To + T3 = 5‘1,51 + 5’152 + 5'2 = 5'1(ﬁ1 —f—ﬁg) + 5‘2 = 5'1 + 5'2 =1 (1 Plll’lkt)



Aufgabe 2

Essei N :={[x:y:z] € RP?| 23+ y> + 23 = 0}, wobei RP? die reell projektive Ebene
ist. Zeigen Sie:

a

(
(b
(c

)
)
)
()

(2 Punkt) N ist eine wohldefinierte nicht-leere Teilmenge von RIP?;
(3 Punkte) N ist eine kompakte Teilmenge von RP?;

(3 Punkte) N ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von RIP?;

(

1 Punkt) N hat Dimension 1.

Losung.

Es seien U, = {z # 0},U, = {y # 0} und U, = {z # 0} die offenen Teilmengen von
RP?, die die Definitionsbereiche der Standardkarten ¢,, ¢, und ¢, sind. Zum Beispiel

Pz -

(a)

U.—-R% o.([x:y:2]) =(x/z,y/z2).

Wir zeigen, dass N wohldefiniert ist (1 Punkt). Wenn (2,1, 2') = A(x,y, 2) fiir
A€ R\ {0} und (z,vy, 2), («,y,2') € R®\ {0}, dann gilt

@+ W)+ =0 & NP+y*+2°)=0 & P+yP+27=0.

Auferdem gehoren die Punkte [1: —1:0], [0:1: —1] und [-1:0: 1] zu N, sodass
N nicht leer ist (1 Punkt).

Da RP? kompakt ist, geniigt es zu zeigen, dass N abgeschlossen ist (0,5 Punkte).
Nun ist N abgeschlossen genau dann wenn N°¢ := RP?\ N offen ist. Um zu zeigen,
dass N¢ offen ist, reicht es zu zeigen, dass NN U,, N°NU, und N°N U, offen sind
(1 Punkt), weil

N¢ = N°ARP? = N°N (UIUUyUUz> = (N°NU,) U(N°NU,) U(N°NT,).

Wir fithren das Argument nur fiir U, durch und schreiben (u,v) fiir die Koordinaten
auf R?, die durch ¢, gegeben sind.

Fiir alle [z : y : 2] € U, gilt (1 Punkt)

) 3 3 -
B+l =0 = (£>+(g> +1=0 <— P+ +1=0.
z z
Dann gilt
0 ANNU,) ={* +0*+1#0}

und diese Menge ist offen, da die Funktion R*? — R, (u,v) — u® + v3 + 1 stetig
ist (0,5 Punkte). Alternative Losung: Wir betrachten die Teilmenge N = 52N
{(x,y,2) € R® | 23 +y3+23} von R*\ {0} (1 Punkt). Diese Teilmenge ist kompakt, da
abgeschlossen (da 22 +y2+ 22 und 2® 493+ 23 stetige Funktionen sind) und Teilmenge
von S?, welche eine kompakte Teilmenge des R?\ {0} ist. Es sei nun 7 : R3\ {0} — RP?
die kanonische Projektion. Dann 7(N) = N. Die Inklusion 7(N) C N ist klar. Wenn
nun [z : y : z] € N, gibt es einen Reprisentanten mit (z,y,z) € 5% Da z®+y>+2% =0
gilt, ist (z,,2) € N. Da 7 stetig ist, ist N auch kompakt.



(¢) Um zu zeigen, dass N eine Untermannigfaltigkeit von RP? der Dimension 1 ist, reicht
es zu zeigen, dass N NU,, bzw. N N U,, bzw. N N U, glatte Untermannigfaltigkeiten
von U,, bzw. U, bzw. U, der Dimension 1 sind (1 Punkt).

Wir fithren das Argument nur fiir U, durch. Da ¢, : U, — R? ein Diffeomorphismus
ist, reicht es zu zeigen, dass p(NNU,) = {u*+v*+1 = 0} eine Untermannigfaltigkeit
von R? ist. Wir betrachten dazu die glatte Funktion f : R*> — R gegeben als f(u,v) =
ud+v3+1, sodass {u®+v3+1 =0} = f~1(0). Wir zeigen nun, dass f eine Submersion
an allen (u,v) # 0. Wir berechnen dazu die Jacobi-Matrix von f

df = (3u%,32),

die Rang 1 genau dann besitzt, wenn (u,v) # 0. Da f~1(0) C R?\ {0}, folgt es, dass
f eine Submersion an allen Punkten in f~1(0) (1 Punkt). Nach Satz 5.26 folgt, dass
U. N N eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 1 von U, ist (1 Punkt).

(d) Wir haben somit gezeigt, dass N Dimension 1 besitzt (1 Punkt).



Aufgabe 3

Es sei G := GL,(R) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit der glatten Struktur
gegeben als offene Teilmenge des Vektorraums der n x n-Matrizen g := gl,(R) = R"*".
Insbesondere kénnen wir Vektorfelder X € X(G) mit glatten Abbildungen X : G — g
identifizieren.

Fiir alle A € gsei Ly : g — g die glatte Abbildung L4(B) = A - B, wobei - die Matrix-
multiplikation ist. Auf &hnlicher Weise definieren wir R4 : g — g die glatte Abbildung
RA(B) = B - A. Insbesondere wenn A € G bekommen wir Einschrankungen L : G — G
und R4 : G — G.

Man nennt ein Vektorfeld X € X(G) linksinvariant, wenn fiir alle A € G das Vektorfeld
X Ly-verwandt mit sich selbst ist. Zeigen Sie:

(a) (1 Punkt) Es gilt dglLa-H =A-H = Ly(H) und dgRs - H = H - A = Rs(H) fiir
alle A,B € Gund H € g = TpG.

(b) (2 Punkte) Fiir alle H € g ist das Vektorfeld Ry € X(G) linksinvariant. Fir Hy, Hy €
g, gilt ausserdem Ry, = Ry, genau dann, wenn H; = Hs.

(¢) (2 Punkte) Fiir jedes linksinvariante X € X(G) existiert ein H € g, sodass X = Ry.
(d) (3 Punkte) Fiir alle Hy, Hy € g gilt [Rpu,, Ru,] = Ru,om,, wobei
H &6 Hy,=H,-Hy,— Hy- Hy
der Kommutator der Matrizen H; und H ist.

(e) (1 Punkt) Wenn n = 3, bestimmen Sie [Ry,, Ry,| : G — g explizit, wobei

010 0
H:=(000|, Hy:=1_0
000 0

Losung.

(a) (1 Punkt) Die Kurve t — (B + tH) lauft durch B mit Tangentialvektor H. Daher,

dBLA'H:i (A-(B+tH))=A-H.
dt l=o

Die Aussage fiir R4 folgt auf ahnlicher Weise.

(b) Es ist zu zeigen, dass dgLaRy(B) = Ry(La(B)) (0.5 Punkte). Wir berechnen (1
Punkt)

dpLa-Ry(B)=A-Ry(B)=A-(B-H)=(A-B)-H = Ry(A-B) = Ryy(La(B)).

Es sei E die Identitdtsmatrix. Wir finden aus Ry, = Rp,, dass Hy = Ry, (E) =
Ry, (E) = Hy (0.5 Punkte).



(c) Wir setzen H := X(F) (1 Punkt). Dann bekommen wir fiir ein beliebiges A € G
X(A) = X(A-E) = X(La(B)) = dpLa- X(E) = dgLa- H = A- H = Ry(A),
wobei wir die Linksinvarianz von X und die Formel in (a) benutzt haben (1 Punkt).

(d) Da G eine offene Teilmenge des euklidischen Raums g = R™*" ist, konnen wir die
Formel (8.12) fiir Lie Klammer zwischen XY € X(G) benutzen (1 Punkt):

[X,Y)(A) =daY - X(A) —daX - Y(4), VAedG.
Nach (a) gilt es (1 Punkt)
daRp, - Ry, (A) = (A-Hy)-Hy=A-(H, - Hy).
Auf dhnlicher Weise dy Ry, - Ry, (A) = A - (Hy - Hy). Daher (1 Punkt)

[Ru,, R, |(A) = A- (Hy - Hy — Hy- Hy) = A- (H1 © Hy) = Ryom,(A).

(e) (1 Punkt) Wir berechnen den Kommutator

010 0 0 0 000 010 0 01 0 00 0
0 00 00 1]—-{0 0 1 000]=(0O0O0]—{0O0O0}]=160
000 0 00 000 000 0 00 000 0
Also
001 0 0 af ai ay a3
Ry, Ri,]J(A)=A-[0 0 0] =10 0 a2, wobei A= [a} da} a?
000 00 a3 al a3 a

o O O
O O =



Aufgabe 4

Es sei v: (a,b) — (0,00) X R eine eingebettete Kurve mit Koordinaten v = (r, 2), sodass
(r")2(0) + (2))%*(#) = 1 fiir alle & € (a,b), wobei ein Strich die Ableitung beziiglich 6
gekennzeichnet. Wir definieren die Einbettung

b (a,b) x (0,27) — R3, (6, ¢) == O{@)Cos¢ﬂ%9)$n¢uz@ﬂ).

Dann ist M := ¢((a,b) x (0,27)) eine Untermannigfaltigkeit des R®. Wir haben den
Rahmen X := 0y, YV := ﬁ&f’ fiir TM. Die Levi-Civita kovariante Ableitung V auf T'M
wird durch die folgenden Gleichungen bestimmt:

VX =7dp®Y, VY = —r'dop @ X.

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie die Matrix w der Zusammenhangsformen von V beziiglich
des Rahmens X,Y von T'M.

(b) (4 Punkte) Esseiena < 0y < 0; < b,0 < ¢y < ¢1 < 2w und dg := 01—y, 6y := d1— o.
B :10,2(6p + 04)] — M die stetige, stiickweise glatte Kurve

0, 60]
59,09 + 0]

€ [0p + 5¢, 209 + 5¢]

€ (209 + 5¢, ((59 + 5¢,)]

Y(t + 6o, ¢o) € [

) Y(01,t = 0o + o) €]
Ale) = YO — (t =0 —0p), 1) tE€]
Y(0o, p1 — (t — 200 — y)) t €]

Finden Sie die Parallelverschiebung Po 2(6045)  Top80,60) = Tip(80,60) €ntlang der Kurve

B als Verkettung der Parallelverschiebungen entlang der vier glatten Stiicke von f.

Zeigen Sie, dass P(fg(éﬁ%) eine Drehung um den Winkel (¢1 — ¢o)(r'(6p) — r'(61))

beziiglich des Rahmens XY ist.

(c) (2 Punkte) Es sei nun v(f) = (sinf,cosf) mit § € (0,7), sodass M eine offene
Teilmenge von S? ist. Zeigen Sie, dass in diesem Fall V nicht flach ist.

Losung.

(a) (1 Punkt) Wir nehmen die Trivialisierung von T'M, die X zu (é) und Y zu ((1))
zuordnet. Dann

v(o) raee ()= () (1) ==wee ()= (5"),

Also 1
B 0 —r'de
W= (wd¢ 0 )'

(b) Wenn ~ : [tg,t1] — M glatt mit Koordinaten (0, ¢) : [to,t1] — (a,b) x (0,27) ist,
dann ist ein Vektorfeld entlang v genau dann V-parallel, wenn seine Darstellung
¢ : [to, t1] — R? beziiglich des Rahmens X, Y der Gleichung (1 Punkt)

§+w(y) £=0

6



geniigt. Nach (a) ldsst sich diese Formel umschreiben als (0,5 Punkte)

{0 =—rowie (] ). ekl (¥

Wir kennzeichnen nun die vier glatten Stiicke von ( als (31, B2, 03, 84. Wenn ~v = [y,
bekommen wir aus (x)

g(t) = _T/(Q(t)) 0 <(1) _01) ' f(t) =0, Vit e [0759]'

Also ist £ konstant und P(leie =id (1 Punkt).

Wenn v = 5, bekommen wir aus (x)

fo=—re- (] 3) e vichiaal

Also dreht sich £ mit konstanter Winkelgeschwindigkeit —r/(6;) fiir eine Zeit dg+ 05 —
dp = 04 = ¢1 — ¢o. Deshalb ist die Parallelverschiebung Pfg 2 59+6,
Winkel —r/(6) - (¢1 — ¢o) (1 Punkt).

Wenn v = f35, bekommen wir nochmal € = 0. Also ist P5693+5¢,269+6¢ = id.

die Drehung um den

Schlieklich wenn v = (34, bekommen wir aus ()

g’(t):—r'wo)-(—n-((l) _Ol)-g(t), Vit € [209 + 64,285 + 25,).

Also dreht sich ¢ mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 7'(6y) fiir eine Zeit 28y +
2045 — 209 — 0y = 6y = ¢1 — 9. Deshalb ist P2’6:;49+5¢’250+25¢ die Drehung um den Winkel
'(60) - (¢1 — ¢o)-

Da P? die Verkettung von PP, PPz PP ynd PP ist, finden wir, dass P? eine Drehung
um den Winkel (r'(6g) — 7'(61)) - (¢1 — ¢o) beziiglich des Rahmens XY ist (0,5
Punkte).

Fiir die Sphére gilt r(0) = sin 6 und 7’/(0) = cos 6, sodass P’ die Drehung von Winkel
(cosby — cosby) - (¢1 — ¢p) ist. Insbesondere liegt dieser Winkel im Intervall (0, 27),
wenn 0y < 6, und ¢y < ¢1 < ¢y + 7 und daher ist P? nicht die Identitit (1 Punkt).

Es sei nun angenommen, dass V flach um (6, ¢) ist. Nach Folgerung 8.33 gibt es
eine Umgebung U von (6, ¢y), sodass fiir jede geschlossene Kurve v mit Bild in U
P7 =id gilt. Es existieren 0; € (6y, 7) und ¢1 € (¢, ¢o + 7) mit 01 — Gy und P — g
klein genug, sodass das Bild von 3 in U enthalten ist. Dann sollte P® = id sein, im
Widerspruch zu der Tatsache, dass (cos 6y —cosbh)-(¢p1—¢o) € (0, 27) gilt (1 Punkt).



