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MOGLICHE ERSTE AUFGABEN IN DER KLAUSUR

Aufgabe 1. Es sei L := {(z,y) € R? | z,y > 0 und 2y = 0} C R?. Ist L eine
topologische Mannigfaltigkeit?

Beweisidee. Wir beweisen, dass L homdomorph zu R ist und daher eine topo-
logische Mannigfaltigkeit. Wir definieren

—y fallsx =0

L = R, Y) =
7 wle,y) {m falls y =0

mit Umkehrabbildung
(¢,0) fallst>0
R— L t) =
v ’ Vi) {(0, —t) falls t <0.

Die Stetigkeit von ¢ und v folgt aus Satz ?? und die Tatsache, dass L die
Teilraumtopologie von R? besitzt. Denn: die Mengen LN{z = 0} und LN{y = 0}
sind abgeschlossen in L; (z,y) — —y und (z,y) —  sind stetig von R? nach R
und iibereinstimmen auf (LN {x = 0})N(LN{y = 0}) = {(0,0)}. Auf dhnlicher
Weise: die Mengen [0, 00) und (—o0, 0] sind abgeschlossen in R; ¢ — (¢,0) und
t — (0, —t) sind stetig von R nach R? (und daher nach L wegen der Definition
der Teilraumtopologie) und iibereinstimmen auf [0, c0) N (—o0, 0] = {0}. O

Aufgabe 2. Bestimmen Sie fiir jedes n € Ny genau welche Teilriume N C R
mit der Teilraum Topologie topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension n
sind.

Beweisidee. Es sei angenommen, dass N eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n > 1 ist. Dann fiir alle p € N existiert U C N offene Umgebung von p und
@ : U — V ein Homéomorphismus mit V' C R™ offen. Wir kénnen annehmen,
dass V = B(0) mit ¢(p) = 0 fiir ein r > 0. Wenn n > 1, dann sollte =1 (V\{0})
zusammenhéngend sein aber

eV A{0}) = (o0, N (VA {OD) U ((p.o0) N (V\ {0})
wegen der Injektivitit von ¢. Diese Widerspruch zeigt n < 1. Fiirn = list ¢! :
Bl(0) — R eine injektive stetige Abbildung mit Definitionsmenge ein offenes
Intervall. Aus Analysis I ist U = ¢~}(BL(0)) ein offenes Intervall. Das heifit,
dass N eine offene Teilmenge von R notwendigerweise sein muss. Umgekehrt sind
alle offenen Teilmengen N von R topologische Mannigfaltigkeit der Dimension
1.

Es sei schlieBlich n = 0. Dann U = {p}, da V = B2(0) = {0}. Da N die
Teilraumtopologie besitzt, existiert ein Intervall (a,b), sodass {p} = N N (a,d).



Umgekehrt ist jede Teilmenge N von R mit der Eigenschaft, dass fiir alle p € N
ein Intervall (a,b) mit {p} = N N (a,b) existiert, eine Mannigfaltigkeit der
Dimension 0. Denn werden die Hausdorff-Eigenschaft und die abzédhlbare Basis
von R geerbt. O

Aufgabe 3. Es sei D C R" eine Menge mit nicht-leerem Inneren und es sei
N eine beliebige n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass
jedes x € N eine Umgebung hat, welche homéomorph zu D ist.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zuerst fiir D = B;(0) und dann fiir D = R”.

Beweisidee. Nach der Definition von Mannigfaltigkeit gibt es eine Karte ¢ :
U — V um z € N. Bis auf Verkettung mit dem Homémorphismus R" — R”,
q — q — ¢(z) konnen wir annehmen, dass p(z) = 0 € V. Da V offen in R"
ist, existiert r > 0, sodass B,.(0) C V. Es sei nun U’ := ¢!(B,(0)). Dann ist
die Einschrinkung ¢|ys : U’ — B,.(0) ein Homdomorphismus. Die Verkettung
Tir 0 @lur : U" = Bi(0) ist ein Homdomorphismus, wobei 71/, : R" — R" die
Streckung 7 /,-(q) = q/r ist. Die Verkettung " := F o 1y, 0 ¢|yr : U" — B1(0)
ist ein HomGomorphismus, wobei

q

VI—laE

Wenn D C R" offen ist, ist ¢"|,n)-10) : (¢")"1P) — D der gewiinschte
Homo6omorphismus. O

F:By(0) >R,  F(q) =

Aufgabe 4. Wir definieren auf R+ \ {0} eine Aquivalenzrelation gegeben
durch x ~ y :& y = Az fiir A € R\ {0} und auf S C R"*! eine Aquivalenzre-
lation ~' gegeben durch x ~' y :& x = +y. Wir wissen, dass

F:8"/~ — RHN\{0})/~,  F(@]) =[]

ein Hom6omorphismus ist und dass beide Rdumen hausdorffsch mit abzahlbarer
Basis sind. Wir wissen auch dazu, dass die Quotientenabbildungen m : (R™*1\
{0}) = R\ {0}/ ~ und 7' : S™ — S"/~' offen sind und dass

B =t o (n'ly) " 7 (UF) — Bi(0) CR"

ein Atlas fiir S™/~/ bilden, wobei (U;", ;) die Karten von S™ aus der Vorlesung
sind.
Zeigen Sie, dass die Abbildungen

eyt (RN {0})/~ )\ {z; = 0} > R,

. _(*o Ti=1 Tj+l xj)
SDJ([:E]) (xjv"'v ij ’ xj w"»xj
fir j = 0,...,n eine glatte Struktur auf (R™*1\ {0})/~ definieren. Beweisen
Sie, dass I ein Diffeomorphismus ist.

Beuweisidee. Die Mengen U; := ((R"*1\ {0})/ ~ ) \ {z; = 0} sind offen, da
U; == 7='(U;) und 7 offen sind. Wir betrachten die stetige Abbildung @; :

U; — R", wobei (ﬁ](l‘) = g%j(l?o, NS T S I ,Zn). Da pjom = ¢; gilt,
ist die Abbildung ¢; nach der universellen Eigenschaft der Finaltopologie. Es



sei nun 7,21]- R — Uj die stetige Abbildung 1[}j (W)= Wi, ¥ L, Yjt1, -y Un).
Wir definieren die stetige Abbildung 1; := 7o 1@». Man sieht leicht, dass ¢;
und %; invers zu einander sind. Daher ist ¢; eine Karte. Wir priifen nun die
Vertréglichkeit von ¢;, ¢; mit ¢ < j. Erstmal ¢;(U; NU;) = R™ \ {y; = 0} und
(,Oj(Ui N Uj) = Rn \ {Zi+1 = 0} Dann ist
pjop; (y) = i(yh Yo LYty Y1, Y1 -5 Yn)
j
glatt. Auf dhnlicher Weise ist ¢; o Lp;l auch glatt. Also sind die Karten mit
einander vertriglich. Sie definieren daher eine glatte Struktur.
Wir zeigen nun, dass F ein Diffeomorphismus ist. Wir sehen, dass F(7/(U;")) =

U;. Daher reicht es zu zeigen, dass ¢; o F o (¢;)~! : B1(0) — R™ ein Diffeomor-

phismus fiir alle ¢ = 0,...,n ist. Wir berechnen den Fall i = 0:

N — Y
pooFo 7))~ ) = poo Fo(VI=ToPul) = el VI=Psl) = ===
die ein Diffeomorphismus nach Aufgabe 1-1 ist. O

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass
m:S" — RP", (X0 .oy Tp) = [To t .t Ty
eine glatte Abbildung ist, die ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Beweisidee. Wir zeigen, dass die stetige Abbildung 7|+ : Uii — U, ein Diffeo-
morphismus ist. Wir berechnen wie in der obigen Aufgabe nur den Fall i = 0:
_ Y

oo +y-1 S —

die ein Diffeomorphismus nach Aufgabe 1-1 ist. O

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass die folgende Funktion wohldefiniert und glatt ist:

Z?:o jx?

n 2 °
Z]‘:o Ty
Beweisidee. Wir haben Z?:o x? = 0 genau dann, wenn x = 0. Also ist

Z?:o jm?

Z?:o 33?

f:RP" = R, f(zo:...:zy]) =

FeR™IN{0} =R, f(2)=

wohldefiniert. Es sei 2’ ~ z. Dann 2’ = Az und
Z;lzoj(x;)2 _ Z;'l:oj()‘xj)Q _ A2 Z;‘l:o Jx? _ Z?:o ]33? _
Z?:o(x9)2 Z?:o (Az;)? A2 Z?:o xf Z?:o x?

Die Wohldefinitheit von f ist somit bewiesen. Fiir die Glattheit nehmen wir eine
Karte ¢; : U; — R™ und berechnen

i+ 22:1@ - 1)%2 + Z;L:i+1 Jy]2
S ST !

die klarerweise glatt ist. O

fla) = f(2).

fowilly) =




Aufgabe 7. Es seien M;, M, glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie: die Pro-
jektionen w1 : My X My — My und 7wy : M7 X My — Ms sind glatt. Es sei nun
L eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und F' : L — M7 X M eine Abbildung.
Zeigen Sie: F' ist glatt genau dann, wenn 73 o F' und 7y o F' glatt sind.

Beweisidee. Es sei (U xUs, 1 X p2) eine Karte fiir M x My. Dann w1 (Uy xUs) =
Ul, 7T2<U1 X UQ) = U2 und

promo(pr X p2) Vi x Vo=V, @10 0 (p1 X p2) (w1, 32) = a1,
20T 0 (p1 X )t Vi X Vo — Va, @1 0m 0 (p1 X p2) " H(w1, T2) = 2.

Diese zwei Abbildungen sind glatt. Da (U; X U, 1 X ¢2) beliebig war, sind m;
und 7o glatt.

Es sei nun F' : L — My x My eine Abbildung. Wir nehmen ¢ € L beliebig
und es sei (p1,p2) := F(q). Wir nehmen eine beliebige Karte (Ur, 1) um q.
Eine beliebige Karte von M; x My um (p1,pe) ist derart (Uy X Usa, 1 X @2),
wobei (Uy, 1) und (Us, ) beliebige Karten von M; und My um p; und po
sind. Es sei angenommen, dass F glatt um ¢ ist. Dann existiert U; C Uy,
sodass F(Ur) C Uy x Uy und (1 X pg) o F o (pzl|V£ ist glatt. Das impliziert
m o F(U}) C Uy und mg 0 F(U}) C Us. AuBerdem gilt

(b1 X @2) 0 Fopptly: = (@1 o(moF)op vy, pa0(maoF) O<P21|VL/)-

Da eine Abbildung zwischen offenen Teilmengen des euklidischen Raums genau
dann glatt ist, wenn ihre Koordinaten glatt sind, sind ¢ 0 (7m0 F)o <le lv; und
pg o (myoF)o g021|VL/ glatt. Wir haben somit gezeigt, dass m o F' und mg o F’
glatt um ¢ sind.

Es sei umgekehrt angenommen, dass 7 o F' und 7 o F' glatt um ¢ sind.
Dann existieren Uy ; C Ur und U, ; C Up, sodass m o F(Uj ;) C Up und
m 0 F(Uy ) C Uz und ¢y 0 (m o F)o SDZl|V1’,L :Vip = Viund pz0 (mo0
F)o 9021|V2’,L : Va1 — Va glatt sind. Dann F(U] ; NU; 1) C Uy x Uz und das
kartesische Produkt von ¢q 0 (10 F)o @21|V1I‘L und @o 0 (M0 F)o ‘lelVg’_L ist
glatt. Daher ist F' glatt um q. O

Aufgabe 8. Es sei M = (0,3) x (0,3) C R% Finden Sie eine Zerlegung der
Eins auf M beziiglich

{(0,2) x(0,3), (1,3) x (0,3)}.
Finden Sie eine Zerlegung der Eins auf M beziiglich der Uberdeckung
{(0,2) x (0,2), (1,3) x (0,2), (0,3) x (1,3)}.

Beweisidee. Wir konstruieren zuerst eine Zerlegung der Eins des Intervalls (0, 3)
beziiglich der Uberdeckung {(0,2), (1,3)}. Es sei e3 : R — R die glatte Funktion,
die in der Vorlesung definiert wurde, und die die Eigenschaften es(¢) = 0 fur
t<0,e3(t)=1fiirt >1und e3(l —t) =1—-e3(t) fiir alle t € R hat. Wir setzen
p1(t) = ea(5—3t) und pa(t) = ea(3t—4). Dann T(py) = (0,5/3], T(pa) = [4/3,3)
und p1(t) + p2(t) = es(1 — (3t —4)) + e3(3t —4) = 1 fiir alle t € R.

Wir konstruieren nun eine Zerlegung der Eins auf M beziiglich {(0,2) x
(0,3), (1,3) x (0,3)}, indem wir p1(x,y) = p1(x) und pa(x,y) = p2(x) nehmen.



Wir konstruieren nun eine Zerlegung der Eins auf M beziiglich der Uber-
deckung {(0,2) x (0,2), (1,3) x (0,2), (0,3) x (1,3)}. Wir konstruieren zuerst
eine Zerlegung beziiglich {(0,2) x (0,2), (1,3) x (0,2)}. Das ist nochmal durch
p1(x,y) = p1(z) und pa(z,y) = p2(x) gegeben. Danach konstruieren wir eine
Zerlegung beziiglich {(0, 3) x (0,2), (0,3) x (1,3)}. Die ist durch &1 (x,y) = p1(y)
und G9(z,y) = p2(y) gegeben. Daher ist die gewiinschte Zerlegung durch

{71 1= G1p1, 70 1= G1pa, T3 = G2}
gegeben. Denn
T(r1) = (0,5/3]x(0,5/3], T(m2)=1[4/3,3)x(0,5/3], T(r3)=(0,3)x[4/3,3)
und
T+ T+ T3 =01p1 +G1p2 + G2 =G1(p1 + p2) + G2 =01 +d2=1. O

Aufgabe 9. Es sei onord : S™ \ {€n+1} — R™ die stereographische Projektion
aus dem Nordpol e, 11 € S™, wobei onord(z) die Eigenschaft hat, dass e, 1, «
und (onora(z),0) kollinear in R™*! sind. Zeigen Sie, dass onora eine Karte ist.
Es sei oguq @ S™ \ {—en41} die stereographische Projektion aus dem Siidpol.
Zeigen Sie, dass {ONord,Osud} €inen Atlas auf S™ liefert. Zeigen Sie, dass die
Ubergangsabbildung fiir n = 2 in komplexen Koordinaten durch

O8ud © Oerg - C\ {0} — C\ {0}, 2 1)z
dargestellt werden kann.

Beweisidee. Wir betrachten die Zerlegung R"*! =2 R" x R. Es sei (¢, h) € S"
mit z # 1. Wir betrachten die Gerade t — (tq,th + 1 — t). Die Bedingung
th+1—t=0 liefert t = ﬁ Daher

q
UNord(Q7 h) - 1_h
Diese Abbildung ist klarerweise stetig, da die Einschriankung einer stetigen Ab-
bildung von R" ™\ {h = 1} auf S"*1\ {e, 41} ist. Es sei nun z € R™. Wir wollen
nun (g, h) € S™ finden mit (1 — h)z = ¢. Es muss gelten (1 — h)?|z|2 + k2 =1
also (1 — h)|z|? = 1 4+ h. Wir kénnen dann h als Funktion von |z|? finden und
in ¢ = (1 — h)z einsetzen:

1) ( 2z |22 — 1)
g zZ) =
Nerd L+ 27 1422

Diese Abbildung ist klarerweise stetig. Es sei nun 7 : R — R"*! die Spiege-
lung an der Hyperebene {h = 0}. Dann ist osyqg = ONord © 7. Also

q

USud(Qah) = m

Wir berechnen die Abbildung oguq © oyt @ R\ {0} — R™\ {0}:

1 (2) 1 2z z
OSud © Onoral?) = [z[2—1 5 = p)
LT R T




die glatt mit glatter Inverse w +— w/|w|? ist. Also ist die Ubergangsabbildung
ein Diffeomorphismus. Wenn nun n = 2 kénnen wir R? mit C identifizieren. Fiir
z € C\ {0} gilt |z|> = 2z und daher

_ z
OSud © UN;rd(Z) = W =

NI
| =

Aufgabe 10. (a) Zeigen Sie, dass die Abbildung

Onea(z0/21)  falls [z 21] # [1: 0],

F:CP — 5%, F(lzo: 2]) = {USuld(zl/zO) falls [zg : 21] # [0 : 1]

wohldefiniert und ein Diffeomorphismus ist, wobei

_4
1—h’

-4
1+h

die stereographischen Projektionen aus dem Nord- und Siidpol sind.
(b) Es seien p, ¢ : C — C komplexe Polynome einer komplexen Variable ohne
gemeinsame Nullstellen mit Gradg > Gradp. Es sei

ONord (¢, h) = osud(q, h)

g:C\{g=0}=>C,  g(z) =—=.

Zeigen Sie, dass eine glatte Abbildung G : CP' — CP! existiert, die g erweitert:
G([z : 1]) = [g(#) : 1] fiir alle z € C\ {¢ = 0}. Berechnen Sie G([z : 1]) fiir
z € {¢=0} und G([1:0)).

Beweisidee. (a) Wir wissen, dass {oNord,os,, } €in Atlas fiir S? ist, mit Uber-
gangsabbildung

OSud © Oﬁird(z) =

Daher fiir [z : z1] ¢ {[1:0],[0: 1]} gilt

V|| =

g (21/70) = 05,4 © 08ud © T4 (20/21) = Txora(20/21)-

Die Abbildung F ist bijektiv (warum?). Es seien ¢g : CP\ {[0 : 1]} — C und
@1 : CPY\ {[1:0]} — C die Karten des Standardatlas von CP*.

Wir haben F(CP'\ {[1:0]}) = S?\{e3} und F(CP*\{[0: 1]}) = S%\{—e3}.
Dann ist

ONord © Fo 801_1 :C— C7 ONord © Fo 901_1(2) = ONord © F([Z : 1]) =z,

O’SudOFO(po_l :C — C, JsudoFocpgl(w) = ONord © F o [1 : w] = w.
Beide dieser Abbildungen sind Diffeomorphismen. Da F' auch bijektiv ist folgt
es, dass F' ein Diffeomorphismus ist.

Wir setzen k := Gradg — Gradp. Es seien P : C> — C und Q : C? — C die
homogenen Polynome desselben Grad wie p und ¢, sodass

zlGradpp(zo/zl) = P(z0,21), z?radqq(zo/zl) = Q(z0,21), Vz0€C, z1 € C\{0}).

Insbesondere, wenn p(z) = Y027 g,z und ¢(2) = Y9724 27, dann

Gradp Gradgq
_ i Gradp—i _ i Gradg—1
P(z0,21) = g a; 257, , Q(20,21) = g bizzy .
i=0 =0



Fir z; # 0 gilt
p(Zo/Zl) _ ZfP(Zo,Zﬁ
q(20/21)  Q(z0,21)

und wir definieren
G([20 : 21]) = [2F P(20,21) : Q(20,21)], V|20 : 21] € CP.

Wir zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Es sei (zp,z1) € C? mit
2FP(20,21) = 0 und Q(29,21) = 0. Wir haben zwei Fille. Wenn z; = 0, dann
Q(20,0) = 0. Aber Q(20,0) = bGradng‘radq. Daher 29 = 0. Wenn 2; # 0, dann
wére zg/z1 eine gemeinsame Nullstelle zwischen p und ¢, ein Widerspruch. Da
2FP und @ beide homogen des Grades Gradp sind, hingt G nicht vom Re-
prasentanten ab.

Wir zeigen, dass G glatt ist. Es sei [z9 : 21] # [l : 0]. Dann ist entweder
P(29,21) oder Q(zo,21) ungleich null. Im ersten Fall

~—

_ _ z
pooGoyp; ' :C\{p=0}—C, wooGwll(Z)—Z(z-

~—

Insbesondere wenn ¢(z) = 0 bekommen wir G([z : 1]) = [1 : 0]. Im zweiten Fall

_ _ z
p10Gop; ' :C\{g=0} =C, ¢10Gop;'(z)= (z;’

B

]
—

die offenbar glatt sind. Wenn [z : z1] = [1 : 0] dann Q(zp,21) # 0 und

2FP(2,1)
Q(z,1) ’
die nochmal glatt ist. Fiir z = 0 bekommen wir G([1: 0]) = [0 : 1]. O

proGopy ! : C\{z € C\{0} | q(1/2) =0} = C,  p10Goyy ' (2) =

Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung ein Diffeomorphismus
ist:

F:R™I\ {0} — (0,+00) x 8™,z <|x\7 ‘%)
SchlieBen Sie daraus, dass die Projektion R"*!\ {0} — S", z — x/|z| eine
Submersion ist.

Beweisidee. Wir definieren die Abbildung
G : (0,400) x 8™ — R™" 1\ {0}, G(r,y)=r1"y,

die die Umkehrabbildung von F' ist. Wir zeigen, dass F' glatt ist. Das gilt ge-
nau dann, wenn die Koordinaten glatt sind. Die erste Koordinate x +— || ist
offensichtlich glatt um x # 0. Die zweite Koordinate ist glatt als Abbildung
von R"F1\ {0} in R**1\ {0}. Da S™ — R"*! eine Untermannigfaltigkeit ist,
gilt nach der charakteristischer Eigenschaft von injektiven Immersionen (insbe-
sondere Satz 5.19 und 5.23), dass die zweite Koordinate auch glatt mit Werten
in S™ ist. Wir zeigen, dass G glatt ist. Diese Abbildung ist die Einschrinkung
der glatten Abbildung (0,00) x R*™1\ {0} — R"*\ {0}, (r,y) + y auf der
Untermannigfaltigkeit (0,00) x S™. Daher ist G glatt. Nun ist z — x/|z| als
Verkettung der Sumbersionen F' und 73 : (0,00) x 8™ — S™, ma(r,y) = y eine
Submersion. O



Aufgabe 12. Es sei v € R? \ {0} und betrachten Sie die Abbildung
Ly i R — T2, Ly (t) = [tv].

Zeigen Sie, dass ¢, glatt ist und dass ihr Differential injektiv in allen Punkten
ist. Fiir welche Vektore v ist ¢, injektiv? Ist fiir diese Vektoren ¢, auch eine
Einbettung? Falls ¢,, nicht injektiv ist, zeigen Sie, dass es eine Einbettung 3, :
T! — T? gibt, sodass 7,(T!) = ¢, (R).

Beweisidee. Die Abbildung ¢, ist die Verkettung zwischen den glatten Abbil-
dungen i, : R — R?, i(t) = t-v und 7 : R> — T2. Daher ist glatt. Wir haben
di - % = v. Also ist i, eine Immersion. Da 7 ein lokaler Diffeomorphismus ist,
ist ¢, auch eine Immersion.

Es sei nun angenommen, dass [tv] = [sv] fiir s,¢ € R. Dann (t — s)v € Z2.
Also entweder t = s oder v € ¢Z? mit ¢ # 0. Umgekehrt sei v = ¢Z? mit ¢ # 0.
Wir kénnen annehmen, dass v = ¢(p, q), wobei (p,q) € Z? primitiv ist. Das
heifit: wenn X - (p,q) = (p',¢) fiir (p,¢') € Z% und X\ € R, dann A € R. Dann
(t—s)c- (p,q) € Z* genau dann, wenn (t — s)c € Z. Also t — s € ¢ ' Z.

Wir haben festgestellt, dass ¢, genau dann injektiv ist, wenn

v ¢ (0,00) - Z* = {(vs,vy) € R? | v, # 0,0, /v, ist irrational }.

Fiir diese Vektoren ¢, ist keine Einbettung. Denn wenn ¢,, eine Einbettung wére,
wiirde eine offene Umgebung U von [(0,0)] € T? existieren, sodass t,((—1/v,,1/v,)) =
tw(R)NU. Nun da v, /v, irrational ist, gibt es fiir n € N beliebig ein p, € N4

und ¢, € Z, sodass |pp % — ¢n| < 1/n. Dann ist vy (pn/vz) € t((=1/v2,1/vz))

aber ty,(pp/v.) = [pn,pnzjy/vw] = [0, prvy /Vz — qn] € L, (R)NU fir n gro genug:
Widerspruch. Es sei nun v = ¢(p, q), wobei (p,q) € Z? primitiv ist. Es sei nun

v = c(p, q), wobei (p,q) € Z? primitiv ist. Dann ist

Jo T = T2 20([s]) = to(sc™ o)

wohldefiniert und injektiv. Da R — T! eine Submersion ist, ist 7, glatt nach
der charakteristischen Eigenschaft von Submersionen. Da T! kompakt und T2
hausdorffsch ist, ist 3 abgeschlossen. Daher ist j ein Homdomorphismus auf dem
Bild. Dies zeigt, dass 7 eine Einbettung ist mit 7, (T*!) = ¢, (R). O
Aufgabe 13. Es sei Sym,, | (R) = R“5* der Vektorraum der reellen sym-
metrischen (n 4+ 1) x (n + 1)-Matrizen. Betrachten Sie die Veronese Abbildung

VR Sym,,, ;(R), V(z)ij = ziz,

mit Werten in dem Raum der symmetrischen Matrizen. Schreiben Sie die Matrix
V() fir n = 2 explizit. Zeigen Sie, dass die Abbildung V or: S™ — Sym,, ,;(R)
glatt ist und dass sie eine glatte Abbildung F' : RP" — Sym,, ,;(R) mit der Ei-
genschaft For’ = Vouinduziert, wobei 7’ : S — RP" die Quotientenabbildung
ist. Zeigen Sie, dass F eine Einbettung ist.

Beweisidee. Fiir n = 2 haben wir

I% 1Ty T1X3

V(zi,xe,23) = | w2 x5 x213
13 T2X3 X3



Die Abbildung V ist glatt, da alle Koordinaten glatt sind. Da ¢ : S™ — R**!
auch glatt ist, ist V o« glatt. Wenn wir Matg(n + 1,n + 1) mit R+ @ R*+!
identifizieren, ldsst sich V' schreiben als

Viz)=z®uz, Yz e R

Dann
V(icz)=(—2)® (—z) =2z = V().

Daher existiert eine Abbildung F' : RP" — Sym,, ,;(R) mit Fon’ = V o.
Diese Abbildung ist glatt nach der charakteristischen Eigenschaft von surjek-
tiven Submersionen, da 7’ ein lokaler Diffeomorphismus ist. Wir zeigen au-
Berdem, dass F' injektiv ist. Es seien [z]’,[y] € RP™ mit F([z]") = F([y]").
Es sei angenommen x; # 0. Wir betrachten e! € (R"*1)* das Funktional,
das die i-te Koordinate wiedergibt. Dann kénnen wir die lineare Abbildung
e! @ idgnt1 : R*T1 @ R — R+ betrachten. Es gilt

ri-r=e Qidgni1(z®2) =€ Qidgnir1 (y @ y) = i - ¥

Daher ist = +y und [z]" = [y]'. Da RP"™ kompakt ist und Sym,,,,(R) haus-
dorffsch, sehen wir, dass F' ein Homoomorphismus auf dem Bild ist. Es bleibt nur
zu zeigen, dass dF' injektiv ist. Da 7’ ein lokaler Diffeomorphism ist, reicht es zu
zeigen, dass dW := d(vot) injektiv ist. Wir berechnen mittels der Leibniz-Regel

d,W-v=v@zx+zr®0, Ve S Vo e R (z,0) =0.

Es sei nun angenommen, dass d,W - v = 0. Wenn v # 0 gibt es ¢ € (R*T1)*
mit ¢(z) # 0 und ¢(v) # 0. In unserem Fall kann man ¢ = (x + v, ) nehmen,
da ¢(z) = |z|? und ¢(v) = |v|?. Dann

0=0R¢(d,W-v)=0Rd(v@x+xRv)=20(x)d(v).
Das ist ein Widerspruch, wenn v # 0. Also d,W ist injektiv.

Aufgabe 14. Zeigen Sie, dass

F:R3 - R, F(z) = (22 — 22, 2120, o3, 2321)

eine Einbettung von RP? in R* induziert.

Beweisidee. Wir nehmen RP? als Quotient von S2. Wenn z € R3 dann F(x) =
F(—x) denn die Koordinaten von F' homogene Polynome zweiten Grades sind.
Also gibt es eine Abbildung F : RP? — R?* sodass F o7’ = F o, wobei
7 8% = RP? und ¢ : S? — R3 die kanonische Abbildungen sind. Da 52
eine Untermannigfaltigkeit ist und 7’ ein lokaler Diffeomorphism ist, folgt aus
der charakteristischen Eigenschaft der surjektiven Submersionen, dass F glatt
ist. Wir wollen nun zeigen, dass F und d[z],F injektiv sind. Somit ist F ein
Homoomorphismus auf dem Bild und eine Immersion, also eine Einbettung.
Fiir die Injektivitat miissen wir zeigen, dass F'(z) = F'(y) die Gleichung x = +y
impliziert fiir alle z,y € S?. Wir betrachten zwei Fille. Fiir 1 # 0 haben wir
aus der zweiten und vierten Koordinate von F(x) = F(y), dass

To = Ay2, x3=Ay3, A:=uy1/x1.



Es bleibt zu zeigen, dass 1 = Ayp, ndmlich A2 = 1. Das folgt aus der ersten
Koordinate von F(x) = F(y)

2
y

iai=yiow e wi-yi=aioy > 1= =50 -1)
1

Die letzte Gleichung ist dquivalent zu A2 = 1, wie gewiinscht. Die Injektivitit
von d) I ist dquivalent zu der Injektivitédt von d, (F o) fiir alle z € S2. Es sei
dann v € R? mit (v, z) = 0. Wir berechnen

de(F o) v = (2x1v1 — 22209, X1V + XTo¥1, ToU3 + T3V2, T3V1 + T1V3).

Es sei angenommen d, (Fot)-v = 0. Wir haben zwei Félle. Wenn (21, z2) # (0,0)
gilt, bekommen wir aus der ersten zwei Koordinaten

(=22, 1), (v2,11)) =0, ((w1,72), (v2,0v1)) = 0.

Da (21, 72) und (—x2, 1) eine Basis des R? bilden, finden wir, dass v; = 0 und
vg = 0. Aus der letzten zwei Koordinaten lesen wir xovs = 0 und z1v3 = 0 ab.
Also muss auch vz = 0 sein. Wir kommen nun zu dem Fall z; = 0 und x5 = 0.
Aus der letzten zwei Koordinaten lesen wir x3v; = 0 und z3v9 = 0 also v1 = 0
und ve = 0. Da (x,v) = 0 folgt es, dass v = 0. O

Aufgabe 15. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und M zusam-
menhéngend. Es sei F' : M — N eine glatte Abbildung. Zeigen Sie, dass F
konstant genau dann ist, wenn d,F' = 0 fiir alle p € M.

Beweisidee. Es sei p € M beliebig. Da F glatt ist, existiert eine Karte (Un, pn)
um F(p) und eine Karte (Ups, par) um p, sodass F'(Upr) C Uy und G := ¢y o
F 4,0;/[1 ist glatt. Es sei nun angenommen, dass F' konstant ist. Dann ist G auch
konstant. Daher ist die Jacobi-Matrix d,,,, (p)G(l) von G gleich null. Wir wissen
aber, dass diese Matrix die Darstellung vom Differential d, F': T, M — Tp, N
in einer Basis ist. Also ist auch d,F' gleich null. Es sei umgekehrt angenommen,
dass dp, /" = 0 fiir alle p € M. Fiir alle ¢ € N betrachten wir das Urbild M, :=
F~1(g). Wir zeigen nun, dass M, offen ist. Da

M= || M,
qeEN

gilt, liefert der Zusammenhang von M, dass es ein gy € N gibt, fiir das M =
Myg,, wie gewiinscht. Es sei nun p € M,. Wir nehmen die obigen Karten und
Abbildung G. Wir wissen, dass dG) = 0, da dG™ = 0 die Matrixdarstellung
von dF = 0 ist. Nach Analysis I-II-II wissen wir, dass G konstant auf einem
offenen Ball B,.(pas(p)). Daher ist F' auf der offenen Menge ¢y} (B, (¢ (p)))
konstant und ¢y} (B, (¢ (p))) C M. O

Aufgabe 16. Es sei n > 2 und H,, C GL,(R) die Menge aller Matrizen A =
(A%), wobei

e Al=1, Vi=1,...,n, o AY=0, Vij=1,...,n,i>j

Zeigen Sie, dass H,, eine Untergruppe von GL,,(R) ist. Zeigen Sie weiter, dass
H,, ein affiner Unterraum von Matg(n,n) ist und daher eine abgeschlossene



n(n—1)

Untermannigfaltigkeit von GL,(R) mit globaler Karte ¢, : H, — R~z .
Schlieflen Sie daraus, dass H,, eine Lie-Gruppe ist.

Schreiben Sie die Gruppenverkniipfung und die Inversion explizit in der Kar-
te @, fiir n = 2 und n = 3. Zeigen Sie, dass H,, genau dann als Gruppe isomorph

n(n—1) . . .
zu R™5 mit der Standardaddition ist, wenn n = 2.

Beweisidee. Die Elementen A € H,, sind Matrizen, die auf der Diagonale alle 1
haben und unten alle 0. Insbesondere gilt det A = 1.
Es seien A, B € H,,. Dann fiir 7 beliebig und fiir ¢ > j gilt

(AB); =) A\Bf = AB} + znj AL B 4 an AL BF
k

1 k<i k>
=1 14> 0-BF +) A4} -0
k<t k>i
:17

und (AB)} = 37, Aj.B} = 0 denn k > j wenn i < k. Wir mdchten nun zeigen,
dass A1 € H,, wenn A € H,. Der Eintrag (A7!)¢ ist die Determinante einer

Matrix in H,_;. Also ist 1. Der Eintrag (A_l)é mit 7 > j ist die Determinante
einer Matrix B mit B}f =0 fir £ > ¢ und B,’j =1firk < jund k£ > 7 und
Bllj =0 fiir j < k < i. Also ist 0. Wir haben somit gezeigt, dass H,, eine Gruppe
ist.

Es seien eg : Matg(n,n) — R die Koordinatenfunktionen, die die Eintréige
der Matrix geben. Die Menge H,, ist durch die lineare Gleichung e{ (A) =0 fiir
i > j und ef(A) = 1 gegeben. Daher ist H,, ein affiner Unterraum. Insbesondere
ist H, abgeschlossen und (Matg(n,n),id) ist eine Karte, die zu H,, angepasst
ist. Daher ist H,, eine Untermannigfaltigkeit von Matg(n,n) mit globaler Karte
On = @pn  Hy — ]R"(n;l), deren Koordinaten ¢, (A)} = el (A) mit 4 < j sind.
Die Umkehrabbildung v, : R*F2 H,, ist gegeben durch ¢, (z) = A, wobei
A§:17A§:Ofuri>jundA§»:m§ fiir j > 4.

Da GL,(R) eine offene Teilmenge von Matg(n,n) ist, ist H, auch eine ab-
geschlossene Untermannigfaltigkeit von GL,(R). Nach der charakteristischen
Eigenschaft von injektiven Immersionen, sind die Gruppenverkniipfung und die
Inversion in H,, glatt, da H,, eine Untergruppe der Lie-Gruppe GL,,(R) ist. Also
ist H,, auch eine Lie-Gruppe. Fiir n = 2 haben wir

=g 1) (5 1)= (0 *77) = wats+o.

Also in Koordinaten ist die Gruppenverkniipfung die Standardaddition auf R.
Fiir n = 3 haben wir

1 z =z 1 2 =z 1 z4+a2 z+2 +ay
01 yl-{o1 ¢]=[o 1 y+y
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Also ist die Gruppenverkiipfung auf R® gegeben als

(r,y,2) - (2,9, 2)=(x+2",y+y,2+ 2 +zv),



die nicht kommutativ ist:
(1,0,0) - (0,1,0) = (1,1, 1), (0,1,0) - (1,0,0) = (1,1, 0).

Fiir n > 3 haben wir einen injektiven Gruppenhomomorphismus F' : H3 — H,
gegeben in Koordinaten durch

x falls (4,5) = (1,n—1)
i y falls (¢,j)=(n—1,n
z falls (i,7) = (1,n)
0 ansonsten
Daher ist H,, nicht kommutativ fur n > 3. O

Aufgabe 17. Es sei n > 1 und
M, ={(z,t) eR" xR | |2]* = t* = a} C R"", VaeR.

Fiir welche Werte von a ist M, eine Untermannigfaltigkeit von R"*1? Von wel-
cher Dimension? Wann ist M, diffeomorph zu zwei Kopien von R", wann zu
Sl xR = R™\ {0}? Zeigen Sie: jedes A € O(n, 1) liefert einen Diffeomorphis-
mus M, — M,.

Beweisidee. Es sei f:R" xR — R, f(z,t) = |&]? — t*. Wir berechnen d, 4 f =
(2x, —2t) und wir haben

Ay f - (@, —t) = 2(|z]> + ¢3).

Also f ist eine Submersion bei allen Punkten x # 0. Da 0 € My, folgt es,
dass fiir a # 0 die Menge M, eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 in
R™ x R ist. Wir zeigen nun, dass My keine Mannigfaltigkeit ist. Wir wissen, dass
My \ {0} eine Mannigfaltigkeit der Kodimension 1 ist. Fiir n = 1 hat M \ {0}
vier Zusammenhangskomponenten, die die moglichen Vorzeichen von x und ¢
entsprechen. Fiir n > 1 ist My \ {0} nicht zusammenhéngend (eigentlich hat
genau zwei Zusammenhangskomponenten aber wir brauchen das nicht hier),
die das Vorzeichen von t entsprechen. Es sei nun angenommen, dass M, eine
Mannigfaltigkeit (der Kodimension 1) ist. Fiir n = 1 hat 0 eine Umgebung
U in My, die homdomorph zu einem offenen Intervall ist. Daher hat U \ {0}
zwel Komponenten. Allerdings sollte U \ {0} = U N (Mp \ {0}) zumindest vier
Komponenten haben. Fiir n > 1 hat 0 eine Umgebung U in M, die homdomorph
zu einem offenen Ball der Dimension n ist. Daher ist U\ {0} zusammenhéngend.
Allerdings sollte U \ {0} = U N (Mp \ {0}) zumindest zwei Komponenten haben.
Es sei nun a > 0. Wir definieren

F:R'"xRR'xR, F(yt)= ( a+t2y,t).
Diese Abbildung ist ein Diffeomorphism mit Umkehrabbildung

G:R'"XR 5 R'xR,  G(z,t) = (ﬁxt)
a

Es gilt F(S"~! x R) = M,. Nach der charakteristischen Eigenschaft von injek-

) ein Diffeomorphismus denn
Sn—1xR

S~ 1 x R und M, sind Untermannigfaltigkeiten von R™ x R.

tiven Immersionen ist die Einschrénkung F'




Es sei nun a < 0. Wir haben M, = M} LI M, wobei M := M, N {(x,t) €
R™ xR | £¢>0}. Es sei m: R” x R™ die Projektion 7(z,t) = 2 und

FE:R" 5 R" xR,  F*z)=(z,+/|z]2 —a).

Dann sind 7 und F* glatt, 7 o F* = idg» und F*(R") = MZF. Nach der
charakteristischen Eigenschaft von injektiven Immersionen ist | M= €in Diffeo-

morphism mit Umkehrabbildung F i|Mai . Jede A € O(n,1) liefert einen Dif-
feomorphismus R” x R — R"” x R, p — A - p. Wir behaupten, dass fiir alle
peR"” xR:

peEM, << A-peM,.

Denn
fA-p)=A-p)T -1 (A-p)=p" - AT .T" A p=p" - I"" . p= f(p).

Daher ist (p — A - p)|%z ein Diffeomorphismus nach der charakteristischen
Eigenschaft der injektiven Immersionen. O

Aufgabe 18. Finden Sie eine Lie-Untergruppe von U(n), die diffeomorph zu
T” ist. Finden Sie eine Lie-Untergruppe von SO(m), die diffeomorph zu T*(™)
ist, wobei k(m) = m/2 falls m gerade ist und k(m) = (m—1)/2 falls m ungerade
ist.

Beweisidee. Es sei S* ¢ C. Dann ist S* eine Lie-Gruppe mit der von C indu-
zierten Multiplikation. Wir haben den Diffeomorphismus

T' = S', [0 — e,

der auch ein Isomorphismus von Lie-Gruppen ist. Nun haben wir eine Einbet-
tung

o (e falls § =k,
F:T" — Matc(n, n), F([01,...,0,]) = {0 falls j # k

Es gilt F(T™) C U(n), da ([9])T = F([0]). Es folgt es, dass F|V(™) : T" — U(n)
ein Einbettung ist. Aulerdem ist F'([0]+([n]) = F([6])-F([n]) fur alle [4], [n] € T™.
Das heit, dass F|Y(™)(T™) eine Lie-Untergruppe von U (n) ist, die Isomorph zu
T™ ist.

Die Aussage iiber die spezielle orthogonale Gruppe folgt, wenn wir zeigen,
dass U(n) eine Lie-Untergruppe von SO(2n) ist. Aus der Vorlesung wissen wir,
dass U(n) eine Lie-Untergruppe von GL,(C). Es bleibt daher zu zeigen, dass
GL,(C) eine Lie-Untergruppe von GLs,(R) ist und, dass U(n) C SO(2n).
Die erste Aussage folgt aus der Tatsache, dass Matc(n,n) ein Untervektor-
raum von Matg(2n,2n) ist, wenn wir C" mit R?" identifizieren. Daher ist
GL,(C) = GL2,(R)NMatc(n,n) eine Untermannigfaltigkeit von G La, (R). Fiir
die zweite Aussage setzen wir (-, )y fiir das euklidische Produkt und (-, )¢ fiir
das hermitische Produkt. Es gilt

R(w, z)¢c = %(zn:wj : Ej) = Xn: Rw;RNz; + Sw;Sz; = (w, 2)r.
j=1

Jj=1



Daher fur alle A € U(n) ist
(A-w, A 2)q = R(A - w, A+ 2)e = Rw, 2)c = (w, 2}z,
Das heifit A € O(n). Auerdem gilt
PNF = 2R NS
Deswegen ist
AANZIALAZAZY = (20" R A S AL R A S

Nun A wirkt auf der linken Seite durch Multiplikation durch det¢c A x det¢ A =
| detc |2 und auf der rechten Seite durch Multiplikation durch detg A. Es folgt,
dass detg A = | detc A]> > 0. Also A € SO(n). O

Aufgabe 19. Es sei m: E— M ein Vektorbiindel. Es sei U eine offene Menge
von M. Zeigen Sie: es gibt eine Trivialisierung x : By — U x R” iiber U genau
dann, wenn 7 einen glatten Rahmen iiber U besitzt. Schlieen Sie daraus: m
ist ein triviales Vektorbiindel genau dann, wenn ein Rahmen von 7 iiber M
existiert.

Beweisidee. Es sei x : Ey — U x RF eine Trivialisierung. Es sei e; der i-te
Koordinatenvektor im R*. Wir setzen

g; . U— EU7 Ul(p) = X_l(p7 ei)) vp eU.

Die Abbildung o; ist glatt als Verkettung der glatten Abbildungen U — U x R¥,
p > (pe;) und x! 1 U x RF — Ey. Es gilt mo0;(p) = 7o x p,e) =
71(p,e;) = p, wobei w1 : U x R¥ — U die Projektion auf dem ersten Faktor ist.
Die Abbildung o; ist daher ein glatter Schnitt von E iiber U. Fir alle p € U
sind (o;(p)) eine Basis von E,, da (w3 o x(0;(p)) = €;) eine Basis von R* sind
(hier ist o : U x R*¥ — R¥ die Projektion)

Es sei umgekehrt angenommen, dass o1, ..., 0 glatte Schnitte von Ey, so-
dass 01(p),...,ok(p) eine Basis von E, fiir alle p € U bilden. Wir betrachten
die Abbildung

v :U xRF - By, w(p,v):vlal(p)+...+vkak(p).

Wir haben, dass m o ¢ = m;. Da die 0;(p) eine Basis von E, bilden, ist diese
Abbildung bijektiv. Wir wollen nun zeigen, dass ¥ ein Diffeomorphismus. Es
wiirde daraus folgen, dass ¥ ~! eine Trivialisierung ist. Wir nehmen dafiir p € U
und eine Trivialisierung x : Eyr — U’ x RF um eine offene Menge U’ mit
p € U' C U. Dann gilt ¢(U’ x R¥) = Eyy» und wir berechnen

X oY (p,v) = (p, zk:vim o x(ai(p))) = (pyA(p) : v>7

wobei 7y : U’ x R¥ — RF die kanonische Projektion ist und A(p) € gl,(R) die
Matrix ist, deren Spalten die Vektoren moox(0;(p)) sind. Da die Schnitte o; glatt
sind, folgt es, dass my o x o 0; auch glatt ist, und daher auch A : U’ — gl (R).
Es folgt, dass x o % und daher v glatt ist.



Wir bemerken nun, dass A € GLi(R), da die w2 o x(0;(p)) eine Basis von
R* bilden. Folglich ist A~ : U’ — GL(R) glatt. Daher

(p,v) =¥ oxTHp,w) = (xov) ' (p,v) = (p, A7 (p) - v)

ist auch glatt. Es folgt, dass 1/~ ! glatt ist und daher 1) ist ein Diffeomorphismus.
O



