G. Benedetti, K. E. Wiegand

Klausur zur Vorlesung Differentialgeometrie I1

am 10. Februar 2020

Name:

Matrikelnummer:

Studiengang:

Ubungsleiter:

Beginn der Klausur: ca. 9:00 Uhr, Dauer: 120 Minuten.

Schreiben Sie Thre Lésungen zu Aufgaben 1-4 in die Késten nach den jeweiligen Aufgaben.

Alle Antworten sind zu begriinden.

Bei Bedarf erhalten Sie mehr Papier. Es werden nur fiir lesbare Losungen Punkte vergeben.

Die Losungen der Aufgaben sollen mit , Tinte* (dokumentenecht) erfolgen.

Die Heftung diirfen Sie wiahrend der Klausur entfernen, bei Abgabe werden alle Bléitter

von uns zusammengeheftet.

Note:

Punkteverteilung:
Aufgabe 1 2 Summe
mogliche Punkte 10 36

erreichte Punkte




Aufgabe 1

Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit V die Levi-Civita kovariante
Ableitung von g. Es sei R € I'(T*M @ T*M @ End(T'M)) das zugehorige Kriimmungs-
tensorfeld und K : &) — R, Ric € T(T*M ® T* M), skal : M — R die Schnitt-, Ricci-
und Skalarkriimmung von V, wobei &y 4) die Menge der Ebenen in T'M bezeichnet, auf
denen g nicht ausgeartet ist. Es sei Ric* € I'(T*M ® TM) der Endomorphismus, der Ric
beziiglich g darstellt.

Es sei nun A > 0 eine positive reelle Zahl. Wir definieren g, := A2g und es sei V* die
Levi-Civita kovariante Ableitung von g,. Wir bezeichnen mit R,, K, Ric,, Ricﬁ/\, skaly
die Kriimmungsgrofen von g,.

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass V* = V (Sie diirfen die Aufgabe 4-3 nicht ohne Beweis
benutzen).

(b) (5 Punkte) Schreiben Sie Ry, K, Ric,, Ricg\ und skaly als Funktionen von R, K, Ric,
Ricf und skal.







Aufgabe 2

Es sei M = (u_,uy) x (v—,vy) das Produkt von zwei offenen Intervallen und

B 1
I Flu,0)2

Wir orientieren M durch den Rahmen 0, d,.

Es sei vy € (v_,vy) und v @ (u_,us) = M die Kurve v (u) := (u, vg). Wir betrachten die
Parametrisierung von v, nach der Bogenlénge d; = vy 0u,,, wobei u,, : (t_,t1) — (u_,uy)
monoton steigend ist.

(du? + dv?), wobei f: M — (0,00).

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass

01(t) = f(uy (8),00) - ulsyy,  VEE (t,ty).

(b) (2 Punkte) Beweisen Sie die folgende Formel fiir die geodétische Kriimmung

5. 0) = D, (0)00), Vi€ (1t)

Fiir den Rest der Aufgabe kénnen Sie auch die folgende Formel annehmen:

alt) =~ o (1)), VEE (8L,

wobei ug in (u_,uy) liegt, vy, : (t_, %) = (v—,v4) eine monoton steigende Funktion ist
und §; = 7 o v,, die Parametrisierung nach der Bogenldnge von v, : (v_,vy) — M,
Y2(v) = (ug, v) darstellt.

Es sei H? := {(z,y) € R* | y > 0} und gy= = 5(da? + dy?). Wir orientieren H? durch
den Rahmen 0,, 0,.

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Halbgeraden {z = z¢,y > 0} mit zo € R total
geodétisch sind und dass die Geraden {y = yo} mit yo > 0 geodétische Kriimmung
1 besitzen, wenn sie von links nach rechts orientiert werden.

(d) (2 Punkte) Finden Sie einen Diffeomorphismus F' : R x (0, 7) — H?, sodass fiir alle
sp € R die Kurve § — F(sg,0) den Halbkreis .7, := {2?+y? = €2,y > 0} parame-
trisiert wihrend die Kurven s — F(s, ) die Halbgerade %, parametrisiert, welche

die Schnittmenge zwischen H? und der Gerade in R? ist, die einen (euklidischen)
Winkel 6y mit der x-Achse bildet.

Hinweis: Betrachten Sie zuerst euklidische Polarkoordinaten (r,0) um (0,0) € R2.
(e) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass F*gy> = —5(ds* + d6?).

(f) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir alle (sg,6p) € Rx (0, 7) der Halbkreis 75, geodétisch
ist wahrend die Halbgerade ¥, geodétische Kriimmung cos 6y besitzt.






Aufgabe 3
Es sei S? die 2-Sphiire.

(a) (2 Punkte + 1 Punkt) Finden Sie eine explizite Triangulierung .# von S?. Benutzen
Sie diese, um zu beweisen, dass x(5?) = 2.

Es sei C' C S? ein eingebetteter Kreis, d.h. C ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von S2,
die diffeomorph zu S! ist. Unten diirfen Sie ohne Beweis annehmen, dass zwei kompakte
eingebettete Subflichen M, M, C S? mit Rand existieren, sodass

MiN My =C, S? = My U M,, M, und M, sind diffeomorph zu D?.

Es sei nun g eine beliebige Riemannsche Metrik auf S? mit positiver Gauk-Kriimmung
K > 0 und es sei angenommen, dass C' total geodatisch beziiglich g ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass

Kvol, = 2, fir i =1, 2.
M;

Es sei nun C’" C S? ein weiterer total geoditischer, eingebetteter Kreis mit entsprechenden
Subflichen M7 und M.

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie per Widerspruch, dass C' N C’ # (). Hinweis: Sie kinnen
ohne Beweis die folgende intuitive Eigenschaft annehmen: ist C N C' = (), dann gilt
M| C M; fir bestimmte i,j € {1,2}.

(d) (2 Punkte) Skizzieren Sie eine Einbettung von S? in R?, sodass die induzierte Me-
trik auf S? Gauk-Kriimmung K > 0 besitzt und fiir die zwei total geoditische
eingebettete Kreise C,C’" C S? mit C' N’ = () existieren.







Aufgabe 4

Es sei (M, g) eine Cartan-Hadamard Mannigfaltigkeit und My, M; zwei zusammenhén-
gende, abgeschlossene und total geodatische Untermannigfaltigkeiten von M, die disjunkt
sind. Es sei angenommen, dass py € M, und p; € M; existieren, sodass

d:= dg(p07p1) S dg(p()vpll)v v(pibp?[) € MO X Ml'
Es sei G die Menge der Geodétischen ~ : [0, 1] — M mit v(i) € M; und (i) € (T M)+
fiir © = 0, 1. Zeigen Sie:
(a) (2 Punkte) Die Geoditische 7y, die py und p; verbindet, gehort zu G.

(b) (2 Punkte) Sind v und ¢ zwei verschiedene Geodétische in G, dann gilt v(0) # 6(0)
und (1) # 4(1).
(c) (3 Punkte) Wenn (M, g) negative Schnittkriimmung K < 0 besitzt, enthilt die Menge

G nur die Kurve v aus (a).

(d) (2 Punkte) Finden Sie ein Beispiel einer Cartan-Hadamard Mannigfaltigkeit (M, g)
mit K < 0 und von My, M; mit den obigen Eigenschaften, so dass G mehr als ein
Element besitzt.
















