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1. Wir konstruieren eine Kurve c(h) wie folgt. Gegeben seien zwei Vektorfelder X, Y auf
einer Mannigfaltigkeit M und ein Punkt p ∈ M . Folge der Integralkurve von X durch
p für eine Zeit h, folge dann der Integralkurve von Y für Zeit h, dann der Integralkurve
für X rückwärts für Zeit h und schließlich der Integralkurve von Y rückwärts für Zeit h.
Mit anderen Worten,

c(h) = ψ−h(ϕ−h(ψh(ϕh(p)))),

wobei ϕ der Fluss von X und ψ der Fluss von Y ist. Diese Kurve steht in engem Zusam-
menhang mit der Lie-Klammer [X, Y ]. Beweisen Sie, dass c′(0) = 0.
Hinweis: Definieren Sie

α1(t, h) = ψt(ϕh(p)),
α2(t, h) = ϕ−t(ψh(ϕh(p))),
α3(t, h) = ψ−t(ϕ−h(ψh(ϕh(p)))).

Für eine Funktion f :M → R, erfüllt f ◦ α1 die Differentialgleichung

∂(f ◦ α1)

∂t
= Y f ◦ α1.

Stellen Sie analog DGL für α2 und α3 auf. Berechnen Sie dann (f ◦ c)′(0) mit Hilfe der
Kettenregel.

2. Da für die Lie-Ableitung LXY die Formel LXY = [X, Y ] gilt, folgt sofort LXX = 0,
sowie (LXY )(p) = 0, wenn X(p) = 0 = Y (p). Beweisen Sie diese beiden Folgerungen
direkt aus der Limes-Definition von LXY .

3. Sei X ein Vektorfeld mit Fluss ϕt und Y ein Vektorfeld mit Fluss ψt. Zeigen Sie: [X, Y ] =
0 genau dann, wenn ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt für alle s, t.


