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Dies ist das letzte zulassungsrelevante Aufgabenblatt.

Sei (Mn, ⟨·, ·⟩) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, U ⊂ M offen und {e1, . . . , en} ⊂ Γ(TU)
Vektorfelder auf U , sodass {e1(x), . . . , en(x)} eine Orthonormalbasis für TxM ist für jedes x ∈
U . Definiere duale 1-Formen θ1, . . . , θn ∈ Ω1(U) durch θi(ej) = δij. Sei θ der Spaltenvektor
der θi.

1. Führen Sie die Details zu folgender Aussage der Vorlesung aus: es gibt eindeutig bestimm-
te 1-Formen ωi

j ∈ Ω1(U) mit ωi
j = −ωj

i und dθi =
∑

j θ
j ∧ ωi

j. Ist ω die n × n-Matrix

mit Einträgen ωi
j, dann gilt also

dθ = −ω ∧ θ.

2. Sei ∇ der Levi-Civita Zusammenhang auf M . Zeigen Sie, dass die Formel

ωi
j(v) = ⟨∇vei, ej⟩

für Tangentialvektoren v gilt.

3. Beweisen Sie: Ist ω ∈ Ω1(M) eine 1-Form und X, Y zwei Tangentialvektorfelder, dann
gilt

(dω)(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]).

4. Sei R der Riemannsche Krümmungstensor und Ω die n × n-Matrix von 2-Formen Ω =
dω + ω ∧ ω. Zeigen Sie, dass die Beziehung

Ωij = ⟨R(−,−)ei, ej⟩

gilt, d.h. Ω ist ein Maß für die Krümmung.


