Zetafunktionen und L-Reihen

Seminar Zahlentheorie
im Sommersemester 2011

Inhalt

In diesem Seminar untersuchen wir gewisse analytische Funktionen, die auf er-
staunliche Art und Weise mit den arithmetischen Eigenschaften von Zahlkérpern
in Zusammenhang stehen. Ein erstes Beispiel dafiir ist die Klassenzahlformel,
die die Klassenzahl eines Zahlkorpers mit seiner Dedekind-Zetafunktion in Ver-
bindung setzt. Die Dedekindsche Zetafunktion findet ihre Verallgemeinerung in
der Theorie der Heckeschen und Artinschen L-Reihen, die wir ebenfalls studie-
ren werden.

Vorkenntnisse

Algebraische Zahlentheorie, etwas Analysis und Funktionentheorie

Zeit und Ort

Mittwoch 16:00 - 18:00; INF 288 / Mathl HS 3.

Vorbesprechung

Donnerstag, 03.02.2011, 13:00; INF 288/ MathI HS 3.
Es sind noch Vortrége iibrig. Bei Interesse bitte bei mir melden.

Kontakt

Malte Witte

Raum 109
witte@mathi.uni-heidelberg.de
Tel. +49-6221-54-5642



Vortrige

Vortrag 1: Die Riemannsche Zetafunktion
Erik Schnetter (13.04.11)

[Neu92|, VIIL.1. Die wesentlichen Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion
werden vorgestellt. Zentral ist der Beweis der Fortsetzbarkeit durch die An-
wendung des Mellin-Prinzips auf die Jacobische Thetareihe. Daneben soll die
Eulerproduktdarstellung behandelt werden. Wenn die Zeit reicht, soll auch auf
die Werte an den geradzahligen Stellen eingegangen werden.

Vortrag 2: Theta-Reihen
Jonas von Andrian (20.04.11)

[Neu92], VII.3. Die hoherdimensionalen Analoga der Jacobischen Thetareihe
werden eingefiihrt und ihre Eigenschaften studiert. Diese Thetareihen werden
in den folgenden Vortrigen benutzt, um die Funktionalgleichung fiir die De-
dekindsche Zetafunktion zu beweisen. Zunéchst handelt es sich aber um pure
Analysis.

Vortrag 3: Die Dedekindsche Zetafunktion I
Michael Becker (04.05.11)

[Neu92|, VIL4, VIL5 bis einschlieflich Satz 5.5. In diesem Vortrag wird die
Dedekindsche Zetafunktion eingefiihrt und der Beweis der Funktionalgleichung
vorbereitet.

Vortrag 4: Die Dedekindsche Zetafunktion II
Michael Becker (11.05.11)

[Neu92|, Rest von VIL5. Der Beweis der Funktionalgleichung wird zu Ende
gefiihrt. Die Klassenzahlformel folgt als Korollar. Wenn geniigend Zeit bleibt,
kann auch noch einmal auf den Dirichletschen Primzahlsatz eingegangen wer-
den.

Vortrag 5: Gréflencharaktere
Erik Schnetter (18.05.11)

[Neu92], VIL.6 bis einschlielich Korollar 6.10. Gréflencharaktere sind die natiirli-
che Verallgemeinerung von Dirichlet-Charakteren. Sie werden in diesem Vortrag
eingefiihrt. Thre ideltheoretische Interpretation iiberspringen wir.

Vortrag 6: Theta-Reihen algebraischer Zahlkoérper
Jonas von Andrian (25.05.10)

[Neu92], VIL.7. Auch fiir Groflencharaktere gibt es wieder passende Theta-
Reihen. Sie werden in diesem Vortrag genauer unter die Lupe genommen.



Vortrag 7: Heckesche L-Reihen
Claudio Heinrich (01.06.11)

[Neu92], VIL.8. Heckesche L-Reihen und verallgemeinerte Dirichletsche L-Reihen
werden definiert und ihre Funktionalgleichung bewiesen.

Vortrag 8: Der Shintanische Einheitensatz
Matthias Schloder (09.06.11)

[Neu92], VIL.9 bis einschlieBlich Korollar 9.6. Der Beweis des Shintanischen
Einheitensatzes ist der erste Schritt zur Bestimmung der Werte der verallge-
meinerten Dirichletschen L-Reihen an den ganzzahligen Stellen.

Vortrag 9: Werte von L-Reihen an den ganzzahligen Stellen
Matthias Schloder (15.06.11)

[Neu92], Rest von VIL.9. Um die Werte der L-Funktionen zu berechnen, miissen
wir noch die Beziehung zwischen Zetafunktionen und Bernoullischen Zahlen ge-
nauer verstehen. Das geschieht in diesem Vortrag. Zusammen mit dem Ergebnis
aus dem letzten Vortrag erhélt man dann eine explizite Formel.

Vortrag 10: Hohere Verzweigungsgruppen und Klassenkorpertheorie
N. N. (22.06.11)

In den folgenden Vortrédgen brauchen wir einige tiefer liegende Ergebnisse aus
der algebraischen Zahlentheorie, die in diesem Vortrag vorgestellt werden sol-
len. Zum einen brauchen wir die Definition und Eigenschaften hoherer Ver-
zweigungsgruppen ([Neu92], I1.10, V.6), zum anderen die Hauptsétze der loka-
len und globalen Klassenkérpertheorie ([Neu92], V.1.3, V.1.4, VI.5.5, VL.6.1 —
VI.6.9). Letztere konnen wir natiirlich nur zitieren. Eine gute Zusammenfas-
sung findet sich auch in [Koc97], II.1.

Vortrag 11: Lineare Darstellungen von endlichen Gruppen
N. N. (29.06.11)

[Neu92], VII.10, Seiten 541-544 bis einschlielich Satz 10.3; [Ser97]. Ziel des
Vortrages ist eine kurze Zusammenstellung der Tatsachen aus der Darstel-
lungstheorie der endlichen Gruppen, die wir fiir die Untersuchung Artinscher
L-Reihen bendtigen. Die Beweise der entsprechenden Aussagen sollen soweit
wie moglich skizziert werden. Schén wére es, wenn es gelinge, den Satz von
Brauer vollstéindig zu beweisen.

Vortrag 12: Artinsche L-Reihen
N. N. (06.07.11)

[Neu92], Rest von VII.10. Die Artinschen L-Reihen werden eingefiihrt und ihre
elementaren Eigenschaften untersucht. Schlieflich wird gezeigt, dass im Falle
von abelschen Zahlkorpererweiterungen die Artinschen L-Reihen auf Hecke-
sche L-Reihen zuriickgefiihrt werden kénnen. Der Beweis verwendet das Artin-
Symbol der globalen Klassenkorpertheorie.



Vortrag 13: Der Artin-Fiihrer
N. N. (13.07.11)

[Neu92], VIL.11. Der Artin-Fiihrer wird eingefiihrt und die Fiihrer-Diskriminaten-
Formel bewiesen. Dazu wird etwas Wissen iiber hohere Verzweigungsgruppen
und lokale Klassenkorpertheorie gebraucht.

Vortrag 14: Die Funktionalgleichung fiir Artinsche L-Reihen

N. N. (20.07.11)

[Neu92|, VII.12. Die Funktionalgleichung wird mittels des Satzes von Brauer
auf die Funktionalgleichung fiir Heckesche L-Reihen reduziert.
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